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Vorrede  zur  ersten  Auflage. 

Bei  der  Bearbeitung  der  vorliegenden  Schrift  habe  ich  ge- 
sucht, neben  der  Forderung  wissenschaftlicher  Strenge  vor  allen 
Dingen  der  didaktischen  Forderung  möglichster  Fasslichkeit  zu 
genügen. 

In  Betreff  der  speciellen  Ausfährung  bemerke  ich,  dass  ich 
mich  bemüht  habe,  die  Einsicht  in  den  Gang  der  analytischen 
Untersuchung:  durch  graphische  Darstellungen  zu  erleichtem, 
und  ferner,  dass  ich  bei  schwierigen  oder  wichtigen  Stellen  die 
Entwickehing-  der  allgemeinen  Theorie  durch  Erörterung  eines 
speciellen  Falles  eingeleitet  habe. 

Die  grosse  Anzahl  von  Beispielen  und  Anwendungen  in 
jedem  Capitel,  sowie  die  gelegentlichen  Bemerkungen  sind  zu- 
nächst fiir  solche  Leser  bestimmt,  welche  durch  Selbst  -  Studium 
sich  in  der  Wissenschaft,  weiter  ausbilden  und  mehr  befestigen 
wollen;  indess  dürften  sie  auch  dem  Lehrer  ein  Mittel  bieten, 
um  seine  Schüler  zur  freien  Selbstthätigkeit  anzuregen. 

In  Betreff  der  äusseren  Ausstattung  ist  die  Verlagshandlung 
sowohl  wie  die  Druckerei  allen  meinen  Wünschen  bereitwillig 
entgegengekommen. 

Hannover,  den  L  August  1862. 

M.  Stegemann. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Als  der  Uiiterzeichnete  den  Auftrag  erhielt,  die  neue  Auf- 
lage dieses  Werkes  herauszugeben,  ahnte  er  noch  nicht,  dass 
Aenderungen  in  so  weitem  Umfange  nothwendig  sein  würden. 
Ei-st  bei  der  Bearbeitung  überzeugte  er  sich  davon,  dass  sehr 
viele  Lücken  auszufüllen  und  zahlreiche  Irrthümer,  die  sich  in 
den  früheren  Auflagen  finden,  richtig  zu  stellen  waren. 

Neben  den  angedeuteten  Mängeln  besass  aber  das  Buch  von 
Stegemann  doch  auch  grosse  Vorzüge,  welche  namentlich  in 
der  leicht  fasslichen  Darstellung  liegen,  und  welche  durch  den 
verhältnissmässig  schnell  erfolgten  Absatz  von  vier  Auflagen 
bestätigt  worden  sind. 

Der  Herausgeber  hat  sich  bemüht,  diese  Vorzüge  n^ch 
Möglichkeit  beizubehalten,  ohne  die  wissenschaftliche  Strenge  und 
Gründlichkeit  ausser  Acht  zu  lassen.  Das  Buch  hat  demnach 
den  Zweck,  den  Anfänger,  —  mag  er  nun  an  der  Universität, 
an  der  technischen  Hochschule  oder  an  irgend  einer  anderen 
Büdungs -Anstalt  studiren,  an  der  höhere  Mathematik  getrieben 
wird,  —  auf  möglichst  bequeme  Weise  mit  den  wichtigsten 
Sätzen  und  Aufgaben  der  Differential -Rechnung  vertraut  zu 
machen.  Auch  zum  Selbst -Studium  ist  das  Buch  seiner  ganzen 
Anlage  nach  geeignet. 

Für  die  Abgrenzung  des  Stoffes  waren  dem  Herausgeber 
im  Grossen  und  Ganzen  seine  eigenen  Vorträge  an  der  tech- 
nischen Hochschule  in  Hannover  massgebend.  Da  die  für  diese 
Vorträge  verfügbare  Zeit  eine  beschränkte  ist,  so  war  dadurch 
auch  für  den  Umfang  des  Buches  ein  Rahmen  gegeben,  ^o  dass 
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der  Inhalt  nicht  so  ei'schöpfend  sem  konnte  wie  z.  B.  bei  Lelii*- 
büchern  der  Differential -Rechnung  hervon-agender  französicher 
Mathematiker. 

Aber  diese  Beschränkung  ist  vielleicht  gerade  ein  wesent- 
licher Vorzug,  weil  die  Fülle  des  Stoffes  den  Anfänger  häutig 
mehr  verwirrt  und  abschreckt  als  fördert.  Der  vorliegende 
Leitfaden  soll  daher  eine  feste  und  sichere  Grundlage  bieten, 
welche  dem  Techniker  genügen,  dem  Mathematiker  aber  eine 
nützliche  Vorbereitung  zu  weitergehenden  Studien  sein  wird. 

Als  Anhang  ist  eine  Tabelle  der  wichtigsten  Formehi  hin- 
zugefügt, welche  einerseits  die  Anwendungen  sehr  eiieichtert, 
andererseits  aber  ein  durch  langjährige  Erfahrung  eiprobtes 
Hülfismittel  bei  Bepetitionen  ist. 

Dem  Herrn  Verleger  spricht  der  Herausgeber  hierdurch 
seinen  verbindlichsten  Dank  aus  für  das  liebenswürdige  Entgegen- 
kommen, das  allen  seinen  Wünschen  entgegengebracht  worden  ist. 

H anno V er,  im  Juli  1887. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  sechsten  Auflage. 


Die  freundliche  Authahme,  welche  die  fünfte  Autlage  in 
weiten  Kreisen  gefunden  hat,  war  für  den  Herausgeber  ein  An- 
trieb, bei  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage  mit  grösster  Sorg- 
falt die  hervorgetretenen  Mängel  zu  beseitigen  und  die  vor- 
handenen Lücken  auszufüllen.  Den  Herren  Lampe,  von  Man- 
goldt,  Franz  Meyer,  Eunge  und  Voss,  welche  dabei  den 
Herausgeber  durch  werthvoUe  Winke  unterstützt  haben,  sei  hier- 
durch der  verbindlichste  Dank  ausgesprochen. 

Durch  die  angedeuteten  Verbesserungen  hat  das  Jkich  an 
Umfang  und  Inhalt  wesentlich  zugenommen;  namentlich  sind  die 
geometrischen  Anwendungen  vermehrt  worden,  auch  hat  eine 
km-zgefasste  Darstellung  der  Detenninanten  -  Theorie  Aufnahme 
gefunden.  Die  Figuren  sind  sänmitlich  neu  gezeichnet  worden, 
ihre  Zahl  ist  von  06  auf  154  gewachsen. 

Mit  Kücksicht  darauf,  dass  das  Buch  auch  vielfach  von 
Studirenden  der  Mathematik  an  den  Universitäten  benutzt  wor- 
den ist,  schien  es  zweckmässig,  noch  mehr  Gewicht  auf  wissen- 
schaftliche Strenge  zu  legen,  als  es  in  den  finUieren  Auflagen 
geschehen  war.  Da  aber  die  elementare  Ai*t  der  Behandlung 
darunter  nicht  leiden  sollte,  so  war  es  nicht  immer  ganz  leicht, 
den  richtigen  Mittelweg  zu  tinden. 

Dui"ch  die  mühsame  Umarbeitung  und  die  erhebliche  Er- 
weiterung des  Buches  ist  die  Drucklegung  etwas  verzögert 
worden.     Der  Herausgeber  ist  der  Verlagsbuchhandlung-  für  die 
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Nachsicht,  die  ihm  dabei  gewährt  worden,  und  für  das  bereit- 
willige Entgegenkommen,  das  er  bei  allen  seinen  Wünschen 
gefunden  hat,  zu  aufrichtigem  Danke  verpflichtet. 

Schliesslich  sei  noch  mit  bestem  Danke  die  gütige  Mitwirkung- 
des  Herrn  Petzold  bei  dem  Lesen  der  Correctur  hervorgehoben. 

Haunover,  den  15.  November  1892. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  siebenten  Auflage. 

Schon  bei  der  Herauso:abe  der  fünften  und  sec^hsten  Auflag-e 
waren  die  erforderlichen  Aenderung:en  so  grundlegend  nnd  uni- 
fasseiid,  dass  von  dem  Stegemann'schen  Grundrisse  nur  äusserst 
^venig  übrig  geblieben  ist.  Deshalb  ist  es  nicht  mehr  «rereeht- 
fertigt,  Stegemann  als  Verfasser  des  Buches  zu  bezeichnen.  Die 
neue  Auflage  erscheint  vielmehr  unter  dem  Namen  des  Unter- 
zeichneten, der  die  vollständige  Umarbeitung  des  Stegemann'srhen 
I^eitfadens  ausgeführt  hat.  Da  die  siebente  Aufla^-e  der  sechsten 
in  sehr  kurzer  Zeit  gefolgt  ist.  so  unterscheidet  sie  sich  von 
dieser  nur  an  wenigen  Stellen.  I  )och  hat  der  Vt^fasser  die  Ver- 
besseningsvorschläge,  die  ihm  von  befreundeter  Seite  zugegangen 
sind,  nach  Möglichkeit  berücksichtigt  und  benutzt  diese  Gelegen- 
heit, um  allen  Fachgenossen  für  die  gütige  Empfehlung  des 
Buches  und  für  die  freundschaftliche  Unterstützung  durch  wohl- 
wollende Rathschläge  den  aufrichtigsten  Dank  auszuspreclien. 

Insbesondere  dankt  er  auch  den  HeiTen  Franz  Meyer 
niid  Petzold  für  die  förderliche  Mitwirkung  beim  Lesen  der 
Correctiir  und  der  Verlagsbuchhandlung  für  die  oi)ferfreudige 
Gewährung  aller  bei  der  schwierigen  Drucklegung  hervortreten- 
den A\'iinsche. 

Hannover,  den  21.  Mai  1895. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  achten  Auflage. 


Seit  dem  Ei-scheinen  d*^r  siebenten  Auflage  ist  eine  so  kurze 
Zt?it  veräüssen,  dass  der  Verfasser  inzwischen  nur  wenig*  Mushe 
tiiideii  konnte,  uin  durchgreifende  Aenderunfren  an  dem  Leitfaden 
vorzunehmen.  Deshalb  weicht  die  achte  Auflage  nur  in  einigen 
Punkten  von  der  vorhergelienden  ab.  Vorangestellt  ist  eine 
kurze  geschichtliehe  Dai*stellung,  in  welcher  ^^'eise  o:eiade  x\uf- 
^aben  aus  der  Technik  mit  Nothwendigkeit  zur  Auftlndung  der 
Differential-  und  Integial-Rechnung  geführt  haben.  Damit  sollte 
darauf  hingewiesen  werden,  wie  unentbehrlich  die  Inlinitesimal- 
re^hnung,  d.  h.  die  Rechnung  mit  unbegrenzt  wachsenden  und 
unbegrenzt  abnehmenden  Grössen  für  die  Technik  ist,  und  wie 
zweckmässig  es  andererseitis  ist,  diese  Rechnungsart  in  niüglichst 
weitem  Umfange  der  Technik  dienstbar  zu  machen. 

Aus  diesem  Grunde  würde  der  Verfasser  für  fieundliche 
Rathschläge  und  nützliche  Anregungen,  welche  er  von  Seiten 
der  Herren  Techniker  zur  Verbesserung  und  Bereicherung 
des  Stoffes  in  späteren  Auflagen  erhalten  sollte,  besonders 
dankbar  sein.  Ein  solches  Zusammenarbeiten  der  Techniker 
und  der  Mathematiker  würde  die  Sache  und  auch  die  beider- 
seitigen Interessen  mehr  fördern  als  umfangreiche  Auseinander- 
setzungen über  Ausdehnung  oder  Beschränkung  des  matiiemati- 
schen  Untemchts  an  technischen  Hochschulen,  wie  sie  zur  Zeit 
au  der  Tagesordnung  sind.  Ob  die  Mathematik  für  die  Techniker 
eine  grundlegende  Wissenschaft  oder  nur  Hülfswisseuschaft  sei, 
i>t  ein  Streit  um  Worte.  Es  kommt  vielmehr  darauf  an,  den 
mathematischen  Unterricht  an  der  tecfiiiischen  Hochschule  so  zu 
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gestalten,  djiSvS  er  bei  einem  nicht  übermässig  gössen  Zeitauf- 
wande  der  Technik  recht  gute  Dienste  leistet.  Um  dieses  Ziel 
zu  erreichen,  müssen  sich  aber  die  Techniker  und  Mathematiker 
möglichst  eng  in  ihren  Bestrebungen  an  einander  anscliliessen. 
Mit  vereinten  Kräften  wird  es  gelingen,  die  mathematische 
Behandlung  technischer  Aufgaben  in  nutzbringender  Weise  aus- 
zugestalten und  gleichzeitig  der  Mathematik  den  Anstoss  zu 
weiteren  Fort.schritten  zu  geben. 

Für  die  Abfassung  der  geschichtlichen  Einleitung  stellte 
mir  Herr  Max  Simon  in  Strassburg  ein  umfangreiches  Maiui- 
script  zur  Verfügung,  wofür  ich  hiermit  bestens  danke. 

Auch  Herrn  Petzold  habe  ich  wieder  für  die  Mitwirkuntr 
beim  Lesen  der  Correctur  und  der  Verlagsbuchhandlung  fiir  das 
freundliche  Entgegenkommen  bei  Drucklegung  der  neuen  Auf  lasre 
meinen  aufrichtigen  Dank  auszuspreclien. 

Hannover,  im  October  1S97. 

L.  Kiepert. 


Inhalts-Verzeichniss. 


Seite 

Oeschichtliches 1 

Einleitung. 

^    1.    Begrifi'  und  Eintheilung  der  Functionen .  ö 

^    2.    Geometrische  Darstellung  der  Functionen IT 

N    3.    Functionen  von  mehreren  Voränderlicheu  .  .20 

\    4.    Begriif  der  Grenze .21 

>:    '}.    Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Grosse    .  2.') 

>    »*>.    Ueber  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grös.sen  .    .     .     .  :J1 

^    7.    Verschiedene  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  (irrös.seu     .     .  'SS 

^    \    Begriff  der  Stetigkeit 41 

Hülfssfttze  aus  der  algebraischen  Analysis. 

i^    9.    Der  binomische  Lehrsatz  für  positive,  ganzzahh>e  Exponenten  ö7 

^^  10.    Geometrische  Progressionen öl 

^  11.    Erklärung  der  Zahl   t (>T 

Differential  -Rechnung. 

Erster   Theil. 

Functionen  von  einer  unabhängigen  Veränderlichen. 

I.    Abschnitt. 

Erklärung  und  Bildung  der  Differential-Quotienten. 

s  12.     Bildung  der  Differential -Quotienten   einer  stetigen  Function 

.V=A^).     '     • "<•'> 

^  V6.    Geometrische  Deutung  des  Differential- Quotienten 79 

N  11.    Einige  Lehrsätze  üher  Differential-Quotienten H2 

^  15.    Differentiation  der  ganzen  rationalen  Functionen 81 

.N   10.     üebungs-Beispiele  ...  87 


XIV  Inhalts -Verzeichniss. 

§  17.    Difterentiation    einer    Potenz    mit   negativem,    ganzzahligen 

Exponenten ^S 

<J  18.    Dittorentiation  der  logarlthmisc.hen  Function /(jr)  =  logx  .     .  ♦'^^ 

§  19.     Ditferentiation  der  trigonometrischen  Functionen  sinx  und  cos^  91 

§  20.    Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen  tgx  und  ctga?  9^ 

§  21.     Differentiation  der  Producte  und  Quotienten  von  Functionen  94 

II.  Abschnitt. 
Functionen  von  Functionen. 

§  22.    Differentiation  einer  Function  von  der  Form  f{u)     ....     lOj 

§  23.    Uebungs -Aufgaben lOS 

§  24.    Differentiation  inverser  Functionen,  insbesondere  der  cyklo- 

metrischen  Functionen  und  der  Function  a* 110 

§  25.    Uehungs-Beispiele 114 

III.  Abschnitt, 
Abteitungen  und  Differentiale  höherer  Ordnung. 

§  26.    Ermittelung  von  /(«)(ar) V2o 

^  27.     Uebungs-Beispiele V2'ö 

IV.  Abschnitt. 

Herleitung  und  Anwendungen  der  Taylor'schen  und  der  Mac-Laurin'schen  Reihe. 

§  28.    Eutwickelung  einer  ganzen  rationalen  Function  f(x+h)  nach 

steigenden  Potenzen  von  h 129 

§  29.    Anwendung  auf  den  binomischen  Lehrsatz  ftlr  positive,  ganz- 
zahlige Exponent-en 134 

§  30.    Verallgemeinerung  der  gegebenen  Entwickelungs -Methode   .  130 
§  31.    Bestimmung   des  Bestgliedes   der    Tayfor'schen  Reihe  nach 

Layranyt  .     .  139 

§  32.     Die  J/ac-Xtit/rm'sche  oder  Stirling'Ache  Beihe 148 

i$  33.    Entwickelung  der  Fimctionen  «*  und  o« 148 

<j  34.     Entwickelung  der  Functionen  sina:  und  cosa: 151 

i$  35.     Berechnung  vcm  Tafeln   für  die  Functionen  sin«<*  und  cosof<>  154 

§j  36.     Andere  Formen  des  Restgliedes    , 157 

§  37.    Der  allgemeine  binomisclie  Lehrsatz  164 

§  38.    Der  Logarithmus 174 

<$  39.    Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen .179 

§  40.     Partes  proportionales     . ...  ISO 

§  41.    Methode  der  unbestimmten  Coefficienten 188 

{:f  42.    Eutwickelung  der  Function  arctgx  nach  steigenden  Potenzen 

von  X 190 

§  43.    Berechnung  der  Zahl  n  durch  Anwendung. der  Entwickelung 

von  arctgx 191 

^  44.    Entwickelung  der  Function  arcsinar  nach  steigenden  Potenzen 

von  X .     ,  19Ö 


1  nhal  ts  -  Verzeichniss.  X  V 

V.  Abschnitt. 

Convergenz  der  Reihen.  ^eite 

5;  15.    Erklärungen  und  vorbereitende  Beispiele 190 

$  46.    Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern 202 

^  47.    Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  .  216 

;$  4S.    Bedingte  und  unbedingte  Convergenz 222 

>j  49.    Addition,  Subtraction,  Multiplic«tion  und  Division  der  Reihen  225 

5  jtl.    Convergenz  der  Potenzreihen 2Ji4 

^  51.    Convergenz  der  periodischen  Reihen 236 

VI.  Abschnitt. 

Maxlma  und  Minima  von  entwicitelten  Functionen  einer  Verftnderliclien. 

§  52.    Bedinj:^ngen,  unter  denen  ein  Maximum  oder  Minimum  ein- 
treten kann 242 

^  53.    Aufgaben 248 

i5  oi.    Entscheidung  über  das  Eintreten  eines  Maximums  oder  Mini- 
mums durch  Untersuchung  der  höheren  Ableitungen    .     .     ,  253 

<i  iK>,    Anwendungen 259 

^  5ö.    Vereinfachungen  der  Rechnung,  wenn  f'(x)  eine  gebrochene 

Function  ist 26a 

^  öl.     VerschiedeneAufgaben  aus  der  Theorie  der  Maxiraa  und  Minima  265 

VII.  Abschnitt. 

Bestimmung  von  AusdrOdcen,  welche  an  der  Grenze  eine  der  unbestimmten  Formen 

^  ,   •  ,  0  .  00 ,   «  —  CD ,  00,   «0,  1«   haben. 
0      * 

^  58.    Ausdrücke  von  der  Form  J|- 289 

s  59.    Uebungs-Beispiele 295 

?t  60.    Ausdrüclte  von  der  Form*** 299 

oo 

!$  Gl.     Uebungs-Beispiele 301 

<;  62.    Ausdrücke  von  der  Form  O.oo 304 

^  63.     Uebangs-Bei.spiele 305 

vj  64.    Ausdrücke  von  der  Form  oo  —  oo  30(5 

§  65.    Uebungs-Beispiele 307 

5:  66.    Ausdrücke  von  der  Form  OO,  oo«,  1«> 309 

^  67.    Uebungs-Beispiele 310 

§  68.    Zusammentreffen  unbestimmter  Formen 313 

VIII.  Abschnitt. 
Differentiation  der  nicht  entwiciceiten  Functionen. 

?$  69.    Differentiation  einer  Function  von  der  Form  F(u,  v)     ...  316 
§  70.     Herleitung  der  allgemeinen  Regel  für  die  Differentiation  der 

nicht  entwickelten  Functionen 321 


XVI  Inhalts -Verzeichüiss. 

Seite 

§  71.    Uebungs-Beispiele 324 

§  72.    Ableitungen  höherer  Ordnung 32t) 

§  73-,    Uebungs-Beispiele 3*2G 

§  74.    Anwendung  auf'  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  von 

nicht  entwickelten  Functionen  einer  Veränderlichen.     .     .     .  32d 

§  75.     Uebungs-Beispiele          331 

IX.  Abschnitt. 
Vertauschung  der  AbtaSngigkeit  der  verftnderiichen  Grössen. 

§  76.    Bildung  der  Grössen  p  und  7,  wenn  x  und  y  Functionen  von 

t  sind    . .  ' 33i 

§  77.    Uebungs-Beispiele 337 

§  78.  Behandlung  des  Falles,  in  welchem  y  die  unabhängige  Ver- 
änderliche wird 341 

§  79.    Uebungs-Beispiele 342 

X.  Abschnitt. 

Untersuchung  von  Curven,  die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten-System 
bezogen  sind. 

§  80.    Tangenten  und  Normalen 341 

^  81.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 31 1> 

§  82.     Asymptoten  einer  Curve 3Gj 

<j  83.     Anwendungen  auf  einzelne  Curven 37 G 

§  84.     Concavität,  Convexität,  Wendepunkte 385 

8  85.     Anwendungen  auf  einzelne  Cui-ven 390 

§  86.     Berührung  (oder  Osculation)  n'«'*  Ordnung 39G 

§  87.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 39S 

§  88.     Krümmung  der  Curven     .     .     .  ^ 404 

jj  89.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 407 

§  90.  Die  Krümmungsmittelpunkts-Curven  oder  Evoluten      .     .     .  417 

§  91.    Anwendungen  auf  einzelne  Cuiven 4*22 

XI,  Abschnitt. 

Untersuchung  von  Curven,  die  auf  ein  Polarcoordinaten- System  bezogen  sind. 

{$  92.     Tangenten  und  Normalen 435 

§  93.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 439 

§  91.    Krümnmngskreis  und  Krümmungsmittelpunkts-Curven    .     .     148 
5^  95.     Anwendungen  auf  einzelne  Ciurven 449 

XI  r.  Abschnitt 
Theorie  der  Determinanten. 

N^  90.     Einleitung  in  die  Determinanten-Theorie 454 

§  97.     Einige  Sätze  aus  der  Penuutationslehre 45G 


Inhalts  - VerzeichiiLss.  XVI 1 

Seite 
§    98.    Bildung  einer  Determinante  n*^  Ordnung  aus  «'  Elementen    460 

§    99.    Eigenschaften  der  Determinanten 461 

§  lOU.    Zerlegung  der  Determinanten 466 

§  101.    Anwendung  auf  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen 

mit  n   Unbekannten 470 

>|  102.    Vereinfachungen  bei  AiLsrechnung  der  Determinanten      .     .    472 

§  103.    Multiplication  der  Determinanten 475 

§  104.    Homogene,  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten    .     .     .    478 
§  lOö.    Anwendungen  auf  einzelne  Aufgaben 479 


Zweiter  Theil. 

Funotionen  von  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen. 

Xm.  Abschnitt. 

Differentiation  der  Fini€tionen  von  melireren  von  einander  unabhängigen 

Veränderliclien. 

§  106.    Differentiation  einer  Function   von  zwei   von  einander  un- 
abhängigen Veränderlichen 485 

§  m.    Aufgaben     .    .    .    .  ^ 489 

§  1U8.    Differentiation   der  Functionen  von  mehreren  von  einander 

unabhängigen  Veränderlichen 490 

§  109.    Wiederholte   Differentiation   einer   Function    von    mehreren 

Veränderlichen 494 

§110.    Uebungs -Aufgaben .    498 

§  Hl.    Vollständige  Differentiale  höherer  Ordnung 499 

§  112.    Nicht  entwickelte  Functionen  einer  Veränderlichen,  gegeben 

durch  simultane  Gleichungen 506 

XIV.  Abschnitt. 
Anwendungen  auf  die  analytisclie  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes. 

§  113.    Bestimmung  der  Tangenten  und  der  Normalebenen  bei  einer 

Gurve  im  Räume 5ü9 

§  114.    Cebungs- Aufgaben Ö12 

§  115.    Tangenten  und  Tangentialebenen  an  eine  beliebige  krumme 

Fläche 517 

1 116.    Uebungs -Aufgaben 522 

§  117.    Theorie  der  Umhüllungscurven  oder  Enveloppen     ....  523 

§  118.    Üebungs-Aufgaben 528 

§  119.    Doppelpunkte  und  isolirte  Punkte öiiö 

§120.    Üebungs-Aufgaben 540 

§  121.    Mehrfache  Punkte 543 

§  122.    Spitzen  oder  Eückkehrpnnkte 546 


XVin  Inhalts -Verzeichniss. 

XV.  Abschnitt. 

Herleitung  und  Anwendungen  der  Tayior'schen  Reihe  für  Functionen  von  mehreren 

Veränderlichen.  g^l^ 
§  123.     Die  Taylor^ache  Reihe  für  Functionen  von  mehreren  Ver- 
änderlichen   551 

§  124.     Homogene  Functionen 555 

§  12ö.     Maxima   und   Minima    der  Functionen  von  zwei  von  ein- 
ander unabhängigen  Veränderlichen 663 

§  126.     Geometrische  Deutung  der  vorhergehenden  Untersuchungen  ü77 
§  127.     Maxima   und  Minima  der  Functionen  von  drei  oder  mehr 

unabhängigen  Veränderlichen ö81 

§  128.    Aufgaben 587 

§  129.     Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen 593 

§  130.     Aufgaben 597 

XVI.  Abschnitt. 
Theorie  der  complexen  Grossen. 

§  131.     Erklärung  der  complexen  Grössen 607 

§  132.    Einige  Sätze  über  complexe  Grössen.     Moivre^sche  Formeln  610 

§  133.    Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen    ....  613 

§  134.     Vier  Sätze  über  die  absoluten  Beträge 618 

§  135.    Unendiiche  Reihen  mit  complexen  Gliedern 620 

§  136,    Functionen  einer  complexen  Veränderlichen 623 

§  137.    Zusammenhang  der  Exponential-Function  mit  den  trigono- 
metrischen Functionen 625 

§  138.    Logarithmen  der  complexen  Grössen 630 

§  139.    Zusammenhang  der  Functionen  Ix  und  arctgo; 632 

§  140.    Auftreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung 633 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln  aus  der  Differential-!Rechnung  .    .    635 


^^»e-- 


Geschichtliches. 


Die  DiffererUial'Bechnung  und  ihre  Umkehning,  die  Integrale 
Rechnung^  werden  mit  dem  gemeinsamen  Namen  Inßnüestmal' 
Rechnung  zosammengefasst,  weil  sie  auf  dem  Gebrauche  der 
unbegrenzt  toachsenden  und  der  unbegrenzt  abnehmenden  (oder 
unendlich  kleinen)  Grössen  beimhen.  Unendlich  kleine  Grössen 
und  die  damit  in  Beziehung  stehenden  Begriffe  der  Grenze 
und  der  Stetigkeit  finden  sich  bereits  in  den  mathematischen 
and  philosophischen  Untersuchungen  des  Alterthums,  wenn  auch 
die  Vorstellungen  über  diese  Begriffe  theilweise  noch  miklar  und 
mangelhaft  waren. 

Schon  bei  den  Schülern  des  Pythagoras  (etwa  582  v.  Chr. 
g^.)  und  bei  dem  Eleaten  Zeno  (etwa  500  y.  Chr.)  spielen 
unendlich  kleine  Grössen  eine  Rolle.  Aristoteles  (384 — 322  y.  Chr.) 
gab  sogar  eine  Erklärung  der  Begriffe  „Stetigkeit^*  und  „Mächtig- 
keit". Daraus  entwickelte  sich  dann  in  der  Schule  des  Plato 
^429— 347  V.  Chr.)  und  noch  mehr  in  der  des  Eiuioxos  (etwa 
370  V.  Chr.)  der  Begriff  der  Grenze  mit  Hülfe  der  sogenannten 
^Exkamti(ms' Methode^ ^  deren  Wesen  darin  besteht,  dass  eine 
Grösse,  welche  berechnet  werden  soll,  z.  B.  der  Flächeninhalt 
eines  Kreises,  zwischen  zwei  Keihen  bekannter  Grössen  ein- 
geschlossen wird,  yon  denen  die  eine  beständig  zunimmt  und  die 
andere  beständig  abnimmt.  Bei  der  Kreisfläche  benutzt  man 
dazu  die  einbeschriebenen  und  umschriebenen  regelmässigen 
»-Ecke,  wobei  n  nach  und  nach  die  Werthe  6,  12,  24,... 
annimmt.  Der  Unterschied  zwischen  den  Grössen  der  zunehmen- 
den and  abnehmenden  Reihe  wird  immer  kleiner  und  schliesslich 
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beliebig  klein,  so  dass  sich  daraus  aucb  der  Werth  der  gesuchten 
Grösse  selbst  mit  beliebiger  Genauigkeit  ergiebt. 

Derartige  Schlüsse  wurden  namentlich  von  Euklid  (etwa 
300  V.  Chr.),  Archimedes  (287—212  V.  Chr.)  und  Pappus  (etwa 
400  n.  Chr.)  angewendet.  Archiinedes  hat  bei  der  Berechnung 
des  Flächeninhaltes  von  Figuren,  des  Kubikinhaltes  der  Körper 
und  der  Lage  des  Schwerpunktes  ein  Verfahren  benutzt,  welches 
der  Integral -Rechnung  nahe  verwandt  ist  und  den  Forschem 
der  Neuzeit  wesentliche  Dienste  geleistet  hat. 

Nach  Pappus  tritt  aber  Stillstand  ein.  Erst  Kepler  (1571 
bis  1630)  und  Galilei  (1564— -1642)  knüpfen,  von  astronomischen 
und  physikalischen  Gesichtspunkten  ausgehend,  an  die  von  Archi- 
medes gefundenen  Resultate  an.  Kepler  dehnt  die  Anwendung 
der  unendlich  kleinen  Grössen  aus  auf  die  Lösung  von  Aufgaben 
aus  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima.  Damit  war  fiir  die 
wirkliche  Erfindung  der  Differential-  und  Integral -Rechnung, 
welche  in  die  Zeit  von  1615  bis  1684  fällt,  der  Anfang  gemacht. 

Einen  weiteren  Schritt  that  der  Franzose  Descartes  (1596 
bis  1650),  der  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen 
benutzte,  um  das  sogenannte  „Tangenten-Problem"  zu  lösen,  bei 
welchem  es  darauf  ankommt,  die  Lage  der  Tangente  an  eine 
gegebene  Curve  in  einem  Punkte  derselben  zu  bestimmen.  Die- 
selbe Aufgabe  behandelte  in  jener  Zeit  auch  der  Franzose  Fermat 
(1608 — 1665),  der  die  Methoden  der  Differential-Rechnung  bereits 
in  umfangreicher  Weise  beherrschte  und  die  Methoden  der  Inte- 
gral-Rechnung für  die  Ermittelung  des  Flächeninhaltes,  der 
Länge  von  Curvenbögen ,  der  Lage  des  Schwerpunktes  u.  s.  w. 
geschickt  verwendete.  Auch  den  Begriff  der  Stetigkeit  kannte 
Fermat  genau  und  löste  mit  Hülfe  der  Differential-Rechnung  Auf- 
gaben aus  der  Theorie  der  Maxima  und  Minima. 

Noch  schärfer  und  zielbewusster  werden  die  neuen  Methoden 
von  dem  Engländer  TVallia  (1616 — 1703)  und  dem  Franzosen 
Pascal  (1623 — 1662)  erfasst.  Wallfs  rechnete  bereits  mit  unend- 
lichen Reihen,  d.  h.  mit  Summen,  welche  unendlich  viele  Summan- 
den enthalten,  und  mit  Producten,  welche  aus  unendlich  vielen 
Factoren  bestehen.  Pascal  wendete  sogar  schon  mehrfache  Inte- 
grale an. 
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So  war  die  Erfindnng  der  Infinitesimal -Rechnung  in  viel- 
seitigster Weise  vorbereitet  durch  die  Behandlung  von  Aufgaben, 
deren  Lösung  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen  er- 
forderte   Solche  Aufgaben 'lieferte 

1.  die  Mechanik^  imd  zwar  die  Statik  bei  der  Bestimmung 
der  Lage  des  Schwerpunktes  und  die  Dynamik  bei  der 
Erklärung  und  Anwendung  der  Begriffe  Geschwindigkeit, 
Beschleunigung  u.  s.  w. ; 

2.  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima: 

3.  die  Berechnung  des  Flächeninhaltes  ebener  Figuren,  des 
Kubikinhaltes  der  Körper  und  der  Länge  von  Curven- 
bügen ; 

i.  das  Tangenten-Problem; 

5.  die  Rechnung  mit  unendlichen  Reihen,  unendlichen  Pro- 
ducten,  periodischen  Kettenbrüchen  u.  s.  w. 

Es  kam  nur  noch  darauf  an,  den  innigen  Zusammenhang 
zwischen  allen  diesen  Aufgaben  zu  erkennen  und  in  die  unklaren, 
den  weiteren  Kreisen  der  Mathematiker  bisher  unzugänglichen 
Methoden  Gesetz  und  Ordnung  zu  bringen. 

Diesen  letzten,  wichtigsten  Schritt  thaten  der  englische 
Astronom  und  Mathematiker  Newton  (1643—1727)  und  der 
deutsche  Mathematiker  und  Philosoph  Leibniz  (1646 — 1716), 
welche  als  die  eigentlichen  Ei-finder  der  Infinitesimal -Rechnung 
zu  betrachten  sind.  Neictoti  hatte  schon  im  Jahre  1665  bei 
seiner  „Fluxionen-Rech/rnnff^'  die  Methoden  zur  Anwendung 
gebracht,  welche  für  die  DiiFerential-Rechnung  grundlegend  ge- 
worden sind.  Er  veröffentlichte  aber  seine  Erfindung  erst  im 
Jahre  1711,  Leibniz  dagegen  schon  im  Jahre  1684.  Es  darf 
jetzt  wohl  als  sicher  angesehen  werden,  dass  beide  Forscher 
von  einander  unabhängig  auf  die  neue  Rechnungsart  geführt 
worden  sind,  wenn  auch  Leibniz  bei  seinem  ersten  Aufenthalte  in 
London,  welcher  in  das  Jahr  1673  fällt,  durch  den  Verkehr  mit 
Freunden  von  Newton  zweifellos  zu  seinen  Untersuchungen  über 
Infinitesimal-Rechnung  angeregt  worden  ist.  Jedenfalls  gebührt 
Leib/iiz  das  unsterbliche  Verdienst,  für  die  neue  Rechnung  Formen 
gefunden  zu  haben,  welche  auch  einem  grösseren  Leserkreise  ver- 
ständlich sind,  während  die  Fluxionen-Rechnung  Newton^s  nur  von 
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wenigen  auserwäMten  Geistern  erfasst  werden  konnte.  Die  Bezeich- 
nungen und  Eunstausdiiicke,  welche  noch  heut  in  der  Differential- 
und  Integral-Bechnung  gebräuchlich  sind,  stammen  zumeist  von 
Leibniz  her,  der  auch  zuerst  erkannte,  welche  ausserordentliche 
Bedeutung  der  neuen  Bechnungsweise  für  die  gesammte  Mathe- 
matik zukommt. 

Auf  die  weitere  Ausgestaltung  der  Infinitesimal-Sechnung 
verwandten  sodann  die  beiden  Brüder  Jacob  BernouUi  (1654— 
1713)  und  Johann  BernouUi  (1667 —17^8)  alle  Kraft,  und  zwar 
im  besten  Einvernehmen  mit  Leibniz  und  als  eifrige  Vorkämpfer 
desselben,  während  zwischen  Leibniz  und  Netcton  ein  heftiger 
Prioritäts- Streit  entbrannt  war.  Die  beiden  Brüder  BernouUi 
hielten  die  ersten  Vorlesungen  über  Infinitesimal-Rechnung,  über 
die  Johann  Bemouüi  auch  das  erste  Lehrbuch  verfasste. 

Aus  der  nun  folgenden  Entwickelungsgeschichte  der  Infini- 
tesimal-B^chnung  mögen  noch  besonders  hervorgehoben  werden: 
Euler  (1707—1783),  Lagrange  (1736— 1813)  und  Catt^Ay  (1789- 
1857).  Es  würde  aber  nicht  zweckmässig  sein,  an  dieser  Stelle 
noch  tiefer  auf  die  wissenschaftlichen  Leistungen  dieser  Männer 
einzugehen,  da  zur  richtigen  Würdigung  derselben  eine  genaue 
Kenntniss  der  Infinitesimal-Rechnung  erforderlich  ist. 


Einleitung. 


§1- 

Begriff  und  Eintheilung  der  Functionen. 

Erkllrung.  Eine  Grösse  heisst  variabel  oder  veränderlich^ 
trenn  sie  im  Verlaufe  derselben  Untersuchung  nach  und  nach 
verschiedene  Wertke  annehmen  darf;  eine  Grösse  heiest  dagegen 
constant  oder  unveränderlich,  wenn  sie  im  Verlaufe  derselben 
TJniersuchung  denselbefi  JVerth  beibehält. 

Die  unveränderlichen  Grössen  werden  gewöhnlich  mit  den 
ersten  Bachstaben  des  Alphabets,  also  mit 

a,  *,  c, . . . , 
oder  mit 

A,  Bj  C, . . , , 
oder  mit 

a,  ^,  y, . .  . 
bezeichnet.     Zum  Unterschiede  davon  werden  die  vei-änderlichen 
Grössen  gewöhnlich  mit  den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets, 
also  mit 

^?  y»  «, 

oder  mit 

w,  V,  w, 
oder  mit  den  x,  y,  z  entsprechenden  griechischen  Buchstaben 

bezeichnet. 

Man  kann  den  Werth  einer  (veränderlichen  öder  unver- 
änderlichen) Grösse  auch  durch  die  I^age  eines  Punktes  auf  einer 
geraden  Linie  geometrisch  darstellen,  wenn  auf  derselben  ein 
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fester  Punkt  O  als  Anfangspunkt  gegeben   ist.    Sind  z.  B.   in 
Figur  1  die  Strecken 

Fig.  i.  OA  =  a,     OP^  X,     OB  =  b, 

?       ^ £_  ^ so  entsprechen  die  Punktet,  P,  i^  den 

Werthen  a,  a-,  A.  Die  Masseinheit, 
durch  welche  dabei  die  Strecken  gemessen  sind,  ist  beliebig; 
dagegen  muss  man  festsetzen,  dass  die  Punkte  auf  der  einen 
Seite  des  Anfangspunktes  O,  z.  ß.  auf  der  rechten  Seite  von  O, 
positicen  Zahlwerthen  entspreclien ;  dann  müssen  alle  Punkte, 
welche  negalicen  Zahlwerthen  entsprechen,  auf  der  anderen  Seite 
von  O  liegen,  während  0  selbst  dem  Werthe  Null  entspricht. 

Gewöhnlich  denkt  man  sich  x  in  der  Weise  veränderlich, 
dass  X  (die  Werthe  zwischen  zwei  constanten  Werthen  o  und  b 
annehmen  kann.  Der  Punkt  P,  welcher  x  entspricht,  durcliläuft 
dann  in  Figur  1  die  Strecke  von  A  bis  B.  Deshalb  sagt  man 
in  diesem  Falle:  „/>tö  verändeidiche  Grösse  X  durchlauft  das 
Intervall  von  a  bü  4."  Wenn  a  gleich  —  oo  und  b  gleich  +  oo 
wird,  wobei  mit  oo  eine  in's  Unbegrenzte  wachsende  Zahl  be- 
zeichnet werden  möge,  so  darf  die  ^'eränderliclie  x  alle  Werthe 
zwischen  —  oo  und  +  oo  annehmen,  so  dass  der  Punkt  P  die 
ganze  unbegrenzte  gerade  Lhiie  durchläuft. 

Wenn  man  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  x  und  y 
eine  Gleichung  aufstellt,  so  sind  diese  beiden  Grössen  daduich 
in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gebracht,  und  zwar  so,  dass 
die  eine  Grösse,  z.  B.  y,  nur  einen  oder  mehrere  ganz  beatimmte 
Werthe  haben  kann,  sobald  der  W^erth  der  anderen  veränder- 
lichen Grösse  x  gegeben  ist.    Es  sei  z.  B. 

(1.)  y  =  a^-2  +  3r  — 2, 


dann  wird 

y  =  +  8, 

wenn 

x  =  -ö, 

y  =  +  2, 

n 

a-  =  -4, 

y  =  -2, 

n 

z  =  — 3, 

y  =  -4, 

»? 

x  =  -2, 

y  =  -4, 

»? 

x  =  —  l, 

y  =  -2, 

w 

x=       0, 

y  =  +  2, 

» 

^=  +  1, 

y  =  +  8,- 

>J 

a:=  +  2, 
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Hätte  man  in  der  Gleichung  (1.)  beliebige  Wertlie  flir  y 
angenommen,  so  wären  dadurch  die  entsprechenden  Werthe  von 
a-  ebenfalls  bestimmt  gewesen.  Weil  aber  die  Gleichung  (1.)  in 
Bezug  auf  x  vom  zweiten  Grade  ist,  so  entsprechen  jedem  belie- 
bigen Werthe  von  y  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Werthe  von  x. 
So  sind  z.  B.  dem  W^erthe 

y=  +  2 
die  beiden  Werthe 

z=  +  l,     X  =  —4: 

zugeordnet.  Die  veränderliche  Grösse  r,  deien  Werthe  man 
Iwliebig  annimmt,  nennt  man  „die  unahhärKjige  Veränderliche 
'•<ler  das  Argument^*;  die  andere  veränderliche  Grösse  y  dagegen 
nennt  man  „die  abhängige  Veränderliche  oder  eine  Function 
von  x'\ 

In  der  Gleichung  (1.)  wurde  also  zuerst  x  als  die  unabhängige 
Veränderliche  und  y  als  eine  von  x  abhängige  Veränderliche, 
d.  h.  als  eine  Function  von  x  betrachtet. 

Gewöhnlich  ist  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  zwischen  einer 
Function  y  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  durch  eine 
Gleichung  zwischen  X  und  y  gegeben.  Ganz  allgemein  kann  man 
aber  den  Begriif  der  Function  in  folgender  Weise  erklären : 

Eine  ceränderliche  Grösse  y  heisst  eine  Function  eine?'  ayideren 
ceränderlichen  Grösse  x  in  dem  Intervalle  von  x  ^  a  bis  x  =  bj 
frenn  jedem  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle  ein  oder  mehrere 
Wtrthe  con  y  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  sind. 

So  ist  z.  ß.  der  Umfang  eines  Kreises  eine  Function  von 
dem  Halbmesser  des  Kreises.  Dasselbe  gilt  vom  Flächeninhalt 
deis  Kreises.  Diese  Functionen  können  auch  durch  die  Gleichungen 

y  =  2xn^     y  =  x-n 
dai  gestellt  werden. 

Ebenso  sind  Oberfläche  und  Volumen  einer  Kugel  Functionen 
von  dem  Halbmesser  der  Kugel,  welche  bezw.  durch  die  Glei- 
chungen 

y^^n,      y  =     ^ 

'dargestellt  werden. 
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Bei  diesen  Beispielen  war  der  Halbmesser  als  eine  veränder- 
liche Grösse  betrachtet  worden.  Lässt  man  aber  den  Halbmesser 
unveränderlich,  so  kann  man  z.  B.  auch  die  Sehne,  das  Segment 
und  den  Sector  des  Kreises  als  Functionen  des  zugehörigen  Centri- 
winkels  ansehen. 

Femer  ist  die  Intensität  des  Lichtes  eine  Function  von  der 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes;  die  Spannkraft  des  Dampfes 
ist  eine  Function  der  Temperatur  desselben;  die  Geschwindigkeit 
eines  •  fallenden  Körpers  ist  eine  Function  der  Fallzeit;  die 
Schwingungsdauer  bei  einem  Pendel  ist  eine  Function  seiner 
Länge,  u.  s.  w. 

Wie  oben  schon  erwähnt  wurde,  kann  man  die  Abhängigkeit 
einer  Function  von  der  unabhängigen  Veränderlichen  häufig  durch 
eine  Gleichung  ausdiücken.    Demnach  sind  z.  B.  folgende  Aus- 


di'ücke  Functionen  von  x: 

y  =  x*  +  Bx  —  2, 

y  =  A!x?  —  lz*  +  2x 

2«— 1 

1       3a: +  4 

y=r^, 

^      x  —  ya^  —  x* 

y  =  sina:, 

y  =  COSa:, 

y  =  ^^, 

y  =  etgz, 

y  =  log«, 

y  =  log(sma:), 

y  =  «*. 

y  =  b'  +  h-^, 

y  z=i  a^  -{•  icosa;  —  cx^, 

Ist  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y  durch  eme  nach  y 
aufgelöste  Gleichung  gegeben,  wie  das  in  den  soeben  erwähnten 
Beispielen  geschehen  ist,  so  nennt  man  y  eine  „entimcielte  (oder 
explicite)  Function  von  a:". 

Ist  dagegen  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  nicht  nach  y 
aufgelöst,  so  nennt  man  y  eine  „unentwickelte  (oder  implicite) 
Function  von  x^.    Durch  jede  der  Gleichungen 

xy^  —  8ä:  V  +  (2x^  —  5)y  —  a:»  =  0, 
y2  _  4a-y  +  4a:«—  73:  +  3  =  0, 
y*  —  COSa;  +  a:"  -l-  7  =  0 
ist  z.  B   y  als  u7ientwickeUe  Function  von  x  gegeben. 
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In  vielen  Fällen  ist  es  möglich,  y  als  eine  evUwickeÜe 
Function  von  x  darzustellen,  ol^leich  y  zunächst  als  eine  un- 
etittcickeüe  Function  von  x  gegeben  ist.    Aus 

y«  —  4a7  +  4^^«  —  7a:  +  3  =  0 
foljrt  z.  B. 

and  ans 

folgt 


y  =  2a:±  V^  — 3; 

y*  —  cosa?  +  a:*  +  7  =  0 


y  =-fcosar  —  a^  —  7. 
Will  man  andeuten,  dass  y  eine  enttcickeüe  Function  von  x 
ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 
y  =f{x)j    oder  y  =  F{x\    oder    y  =  ff{x\    oder    y  =  (t>{x). 

Hat  man  es  mit  mehreren  Functionen  zu  thun.  die  man 
von  einander  unterscheiden  will,  so  geschieht  dies  durch  Indices, 
indem  man  schreibt 

/l(^), /2(^)» /8(^)j    •.-. 

Will  man  andeuten,  dass  y  eine  unentwickelte  Function  von 
T  ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 

fix,  y)  =  0,    oder    F{x,  y)  =  0,    oder    y(a:,  y)  =  0. 

Man  denkt  sich  dabei  die  Gleichung  zwischen  x  und  y  so 
umgeformt,  dass  auf  der  rechten  Seite  nur  0  stehen  bleibt. 

Aus  den  angeführten  Beispielen  erkennt  man  auch,  wie 
sjohon  oben  gelegentlich  bemerkt  wurde,  dass  jedem  Werthe  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  nicht  immer  nur  ein  Werth  der 
Fimction  y  entspricht ,  sondern  dass  häufig  jedem  Werthe  von 
/  mehrere  Werthe  von  y  zugeordnet  sind.  Demnach  muss  man 
eindeiitige  und  mehrdeutige  Functionen  unterscheiden. 

In  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  wurde  bisher  x  als 
diejenige  Veränderliche  angesehen,  deren  Werth  man  beliebig 
annehmen  durfte.  Mit  demselben  Rechte  kann  man  aber  auch 
y  als  die  unabhängige  und  x  als  die  abhängige  Veränderliche 
betrachten.    (Vergl.  das  Beispiel  auf  S.  6.)    Das  giebt  den  Satz: 

Wenn  y  durch  eine  Gleichung  {welche  die  beiden  Veränder- 
lichen X  und  y   wirklich  enthält)  als  eine  entxtickeUe  oder  un- 
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entwickelte  Function  von  x  (gegeben  ist,  so  ist  auch  umgekehrt  x 
eine  Function  von  y,  oder  mit  anderen  Worten:  Die  durch  ^ine 
Gleichung  gegebene  Abhängigkeit  zwischen  zum  veränderlichen 
Grössen  x  und  y  ist  eine  gegenseitige. 

Daraus  ergiebt  sich  auch  die  Erklärung  solcher  Functionen, 
welche  aus  bereits  bekannten  Functionen  ^ydurch  Umkehrun*/-^ 
hervorgehen,  indem  man  das  Argument  zur  Function  und  die 
Function  zum  Argumente  macht. 

Es  sei  z.  B. 
(2.)  y^b', 

dann  kann  auch  x  als  eine  Function  von  y  betrachtet  werden, 
und  zwar  wird  diese  Function  der  ^^  Logarithmus'^  von  y  mit 
der  Basis  b  genannt.    Dies  giebt  die  Gleichung 

(2a.)  a:  =  log//; 

das  stimmt  überein  mit  der  bekannten  Erklärung  des  Loga- 
rithmus: „/>er  Logarithmus  einer  Zahl  y  ist  der  Exponent^  zu 
ilem  die  Basis  b  erhoben  werden  muss,  damit  man  y  erhält/^ 

Die  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  sagen  also  dem  -Sinne  nach 
genau  dasselbe  aus. 

Ein  zw^eites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 
(3.)  y  =  sina-. 

Es  sei  aber  hier  zunächst  daraufhingewiesen,  dass  man  in 
der  höheren  ^Mathematik  bei  den  trigonometrischen  Functionen 

sina-,  cosa^,  tga-,  oigx 
unter  x  nicht  einen  Winkel  in  Graden,  Minuten  und  Secunden, 
sondern  das  Verhältniss  des  dem  Centriwinkel  entsprechenden 
Kreisbogens  zum  Halbmesser  des  Kreises  vereteht.  Macht  man 
den  Halbmesser  der  Einheit  gleich,  so  ist  x  geradezu  die  Länge 
des  Kreisbogens.  Einem  Winkel  von  360^  entspricht  also  der 
Bogen  2 TT,  nämlich  der  Umfang  des  ganzen  Kreises  mit  dem 
Halbmesser  1,  einem  Winkel  von  l'^  entspricht  daher  der  Bogen 

2t^  TT 

=  =0,017  453  29, 

360       180         '  ' 

und  einem  Winkel  von  a^  entspricht  der  Bogen 
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^-—a.  0,017  453  29. 
180 

In  Figur  2  sei  deshalb 

J/^  =  i/i?=l,  '^^ 

dann  entspricht  dem  Centriwinkel 

AMB  oder  a  der  Bogen 

180 

Dies  vorausgeschickt,  ist  der  Sinn  der  — -^ — -^ '  **  '  >f 

Gleichnng  (3.)  der,  dass  t  der  Bogen 

larcus)  ist,   dessen  Sinus   {CB)  gleich  y   wird.     Dasselbe   soll 

auch  die  Gleichung 

(3a,)  a;  =  ai'csiny 

(sprich:  x  gleicli  Arcus  Sinus  y)  aussagen;  nämlich  x  ist  gleich 

dem  Arcus,  dessen  Smus  gleich  y  ist. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Gleichungen 


(4.)                y  =  cosa: 

und 

(4  a.) 

X  =  arccosy, 

(5.)               y  =  tga: 

und 

(5a.) 

X  =■  arctgy, 

(6.)               y  =  ctga; 

und 

(6a.j 

X  =  arcctgy 

gleichbedeutend. 

Diese  Functionen 

arcsina:,  arccosa:,  arctgr,  arcctgar, 
welche  durch  Umkehrung  aus  den  triyof^ometrüchen  Functionen 
abgeleitet  werden,  heissen  ^.cyklometrische  Functionen".  Man 
kann  es  leicht  so  einrichten,  dass  dieselben  eindeutige  Functionen 
werden,  indem  man  alle  Werthe  ausserhalb  gewisser  Grenzen 
ausschliesst. 

Eintheitung  der  entwickelten  Functionen.  Die  enhcickelteu 
Functionen,  von  denen  zunächst  nur  die  Rede  sein  soll,  theilt 
man  wieder  ein  in  algebraische  und  iranscendenie  Functionen, 
und  zwar  heisst  y  eine  algebraische  Function  von  :r,  wenn  y 
einem  Ausdrucke  gleich  ist,  welcher  aus  x  und  aus  constanten 
Grössen  nur  durch  die  gewöhnlichen  algebraischen  Operationen, 
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nämlich  nur  dm^ch  Addition^  Subtraciiony  MidtipUcation,  IHvüion. 
und   Wurzelausziehung  gebildet  ist. 

Ist  dieses  nicht  der  Fall,   so   heisst  y  eine  transcendente 
Function  von  x.    Durch  jede  der  Gleichungen 

(7.)  y  =  2a:»  +  %yx—a?-^, 

3a:«  +  7a:— 11       ^„      ,    ^ 

(8.)  y=      2.  +  5 ^^^  +  '' 


y^x^  +3z  — 8       ^yx  —  l 
x  +  i        iyx+2 


(9.) 

wird   daher  y   als   eine  algebraische  Function  von  x  erklärt; 

durch  jede  der  Gleichungen 

(10.)       y  =  smx,      y  =  cosa:,       y  =  tga:,       y  =  ctgar, 

(11.)      y  =  a%  y  =  loga:, 

(12.)       y  =  3sina;  +  4  cosa:, 

(13.)      y  =  a*  '\-2j^b  +  a^  —  c 

dagegen  wird  y  als  eine  transcendefite  Function  von  x  erklärt. 

Die  algebraischen  Functionen  werden  wieder  eingetheilt  in 
ratiojiale  und  irrationale,  und  die  rationalen  Functionen  werden 
weiter  eingetheilt  in  ganze  rationale  und  in  gebrochene  rationale 
Functionen. 

1)  Die  ganzen  rationalen  Functionen  werden  aus  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  nur  durch 
die  Operationen  des  Addirens,  des  Subtrahirens  und  des  MuUi- 
plicirens  gebildet, 

(Die  Division  und  die  Wurzelausziehung  sind  also  hierbei 
ausgeschlossen.) 

Es  ist  z.  B. 

y  =  3a:*  —  -Jar*»  -f  \x^  —  IIa:  +  f 
eine  ganze  rationale  Function  von  a-,  denn  sie  ist  aus  x  und  den 
constanten  Grössen  3,  |,  ^,  11,  |  nur  durch  Addition,  Subtrac- 
tion  und  Multiplication  zusammengesetzt. 

Bemerkung:. 

Da  hierbei  die  Brüche  ^,  -f*  |  vorkommen,  so  könnte  man  glauben, 
die  Bildung  dieser  Function  widerspräche  der  soeben  angegebenen  Regel, 
weil  diese  Brüche  durch  Division  entstanden  sind. 
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DieMT  Einwand  ist  aber  deshalb  imbegründet,  weil  die  Resultate 
dieier  Division  selbst  wieder  coDStante  Grössen  sind,  die  man  bei  der 
Biidoiig  einer  ganzen  rationalen  Fonction  beliebig  verwenden  darf. 

Ferner  ist  zu  beachten,  dass  die  Potenzen  von  x,  also 

«*  «3  «0?,         X*  =:  XXXy         JC*  =  XXXXy  .  . . 

durch  Multiplication  entstanden  sind,  so  lange  der  Exponent  eine  positive 
gMze  Zähl  ist. 

Die  Fonction 

y  =  ax  +  ai 
heisst  eine  game  rationale  Function  ersten  Grades,  weil  x  (ohne 
d^ss  Klammern  auftreten)  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt. 

Ebenso  heisst 

y  =  as^  -f  OiX  +  «2 

eine  ganze  rationale  Fmiction  zweiten  Grades, 

y  =  a2?  +  a^a^  +  a^  +  a^ 
eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades, 

y  =  aar"  +  a^x^^^  +  a^af*^^  +  •  •  •  +  dn—iX  +  an 
eine  ganze  rationale  Function  w'*"  Grades,  weil  (ohne  dass  Klam- 
mem auftreten)  die  höchste  Potenz  von  x,   welche  vorkommt, 
i*  ist. 

Die  Gleichung 

y  =  ax^  +  flia:**-*  +  a^x**^^  +  •  •  •  +  «n-i^  +  «n 
giebt  auch  diejenige  Form  an,  auf  welche. /^cfe  ganze  rationale 
Fnnction  gebracht  werden  kann,   wenn  man  sämmtliche  Klam- 
mem auflöst.    Ist  z.  B. 

y  =  (2:r*— 3a:+ ll)(3a:— 5)+a:[(2a;+3)(a:+2)  +  (:i;— l)(a:+l)— 7j, 
so  findet  man,  indem  man  alle  Klammem  auflöst  und  die  Glieder 
mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigt, 

y  =  6a:3  — 19a:«  +  48a:  — 55  +  x[{^x^  +  7a:  +  6)  +  (a:«— 1)  —  7] 
=  9a:»—  12a:«  +  46a;  —  55. 

Dieses  Verfahren  fuhrt  immer  zum  Ziele,  wie  auch  die 
Function  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
sein  mag,  wenn  nur  die  Anzahl  der  angewendeten  Operationen 
eine  endliche  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  näm- 
lich zunächst  die  innersten  Klammem  auflösen,  d.  h.  diejenigen 
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Klammerausdrücke ,  in  denen  keine  weiteren  Klammem  stehen, 
und  in  den  gefundenen  Resultaten  die  Glieder  vereinigen,  welche 
mit  gleichen  Potenzen  von  x  multiplicii't  sind.  Indem  man  dieses 
Verfahren  fortsetzt,  kann  man  nach  und  nach  alle  Klammem 
auflösen,  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigen  und 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  ordnen. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  ffanze  rationale  Function  von  .r 
ist.  schreibt  man 

y  =  9i^\     oder    y  =  G{x). 

2)  Die  gebrochenen  rationalen  Functionen  werden  aus  der 
unahhängigen  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  ge- 
bildet durch  Addition^  Subtracfion,  Multiplicafion  und  Didsion, 
(Die  Wui'zelausziehung  ist  also  hierbei  ausgeschlossen.) 

So  sind  z.  B. 

_  ax^  —  b 

1  Ix 


y='—-6 


X        2x—3 

2a:^  —  1         2x  +  9 


5-f  +  2  3x  —  4 


2x  2x-  +  5 
gebrochene  rationale  Functionen  von  x.  Hier  tritt  also  zu  den 
Operationen,  welche  bei  der  Bildung  von  ga/izen  rationalen 
Functionen  zulässig  waren,  noch  die  Division  hinzu.  Wie  oft 
aber  auch  die  Division  bei  der  Bildung  einer  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  verwendet  sein  mag,  es  lässt  sich  die  Function 
immer  so  umformen,  dass  bei  ihrer  Bildung  nur  eine  einzige 
Division  vorkommt.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Jede  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich  darstellen  ah 
Quotient  von  zwei  ganzen  rationalen  Functionen^  d.  h.  es  lässt 
sich  jede  gebrochene  rationale  Function  auf  die  Form 

__  ax'^  +  axx*'-^  H +  an^jX  +  On 

ba^  +  bix"*-'  -f  •  •  •  +  b,„^tx  +  b^ 
bringen. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  man  Brüche 
addirt  oder  subtrahirt,  indem  man  sie  auf  gleichen  Nenner  bringt 
niid  die  Zähler  addirt  oder  subtrahirt,  dass  man  ferner  Brüche 
mit  einander  multiplicirt,  indem  man  Zähler  mit  Zähler  und 
Xenner  mit  Nenner  multiplicirt,  und  dass  man  endlich  Brüche 
•iiutheinander  dividii-t,  indem  man  den  Divisor  umkehrt  und 
dann  multiplicirt.  Alle  diese  Operationen  liefem,  wenn  sie  auf 
yuotienten  von  ganzen  rationalen  Functionen  angewendet  werden, 
ak  Endi'esultat  immer  wieder  den  Quotienten  von  zwei  ganzen 
rationalen  Functionen. 

Fuhrt  man  also  bei  der  Bildung  einer  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  alle  Additionen,  Subtractionen,  Multiplicationen 
und  Divisionen  in  der  gehörigen  Reihenfolge  wiiklich  aus,  indem 
Bian  immer  nnr  mit  Brüchen  operirt,  welche  schon  die  vor- 
geschriebene Form  haben,  so  kann  man  schliesslich  die  Function 
selbst  auf  diese  vorgeschriebene  Form  bringen.  Vorausgesetzt 
i<t  dabei,  dass  die  Anzahl  der  Operationen  nicht  unendlich 
irross  ist. 

Es  ist  z.  B. 


2a:  — 

X  — 

X 

32;  — 2 

X 

2 

«2 

•%x- 

—  1 

-1 

-4-  Ir 

-l* 

\-    IX 

X 

—  2 

bx^- 

6a:- 
—  1 

-1    x  —  2    .   ^ 
h  Ix 

X 

5«»- 

- 16^^ -t- 11^  +  2    .    ,^ 

r' 

-X                 '    - 

la*  +  h^  - 

-23a:*  +  IIa;  +  2 

a?  —  x 

Bekanntlich  ist 

X- 

.  =  .1; 

3^' 
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deshalb  sind  Potenzen  von  x  mit  negaücen^  ganzzahligen  Exik)- 
nenten  anch  gebrochene  rationale  Functionen  von  x. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  (ganze  oder  gebrochene)  rafiotmi^ 
Function  von  x  ist,  schreibt  man  gewöhnlich 

y  =  Ä(:r).  I 

4)  Die  irrationalen^  entwickelten  Fuiictionen  werden  aws  der  \ 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  ge- 
bildet durch  Addition,  Subiraction,  Multiplication,  Diinsion  und 
Wurzelausziehung. 

Hier  tritt  also  noch  die  Wurzelausziehung  hinzu. 

Durch  die  Gleichungen 

y  =  |/a:  =  x^, 

y  =  ^2x^  —  1  =  (2a:«  —  ?)♦, 

y  =  1?^3a:— ^4x2"+^, 

_  V^— 3       -^ä:»  — ag  +  5 
^~-|/^+3+  a?-l 

werden  also  irrationale  Functionen  erklärt.  Man  erkennt  aus 
diesen  Beispielen,  dass  Potenzen  von  x  mit  gebrocheneti  (posi- 
tiven oder  negativen)  Exponenten  irrationale  Fnnctionen  von  x 
sind,  denn  es  ist 

y  X 

Bemerknngr* 

Bei  dieser  Eintheilung  der  Functionen  handelte  es  sich  nur  um  enf- 
ioickeUe  Functionen;  nimmt  man  aber  die  unentwickelten  Functionen  hinzu, 
so  erweitert  sich  der  Begriff  der  algebraischen  Functionen,  und  zwar 
heisst  dann  y  eine  algebraische  Function  von  x,  wenn  y  die  Wurzel 
einer  Gleichung  von  der  Form 

O^x) .  y»»  -f  öiCx) .  y" - 1  +  . .    -h  Ö«-  i(a? ) .  y  -f-  Qn(x)  =  0 
ist,   wobei   G^x)^   0^{x)y  .  ,  .  On—\{x),   On{x)    sämmtlich   ganie  rational f 
Functionen   von   x  sind.     Vorläufig    können    aber   solche   algebraische 
Functionen  übergangen  werden. 
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§2. 

Geometrische  Darstellung  der  Functionen. 

Von  dem  Yeriaufe  einer  Function  kann  man  sich  anf  zwei- 
fache Weise  eine  VorsteUnng  machen,  erstem  durch  eine  Tabelle 
und  zweüetis  durch  eine  Figur. 

Solche  Tabellen  sind  z.  B.  für  die  Functionen      >  Va?,  -^.r, 

logj-,  log(sin2r),  log(cosa:), . . .  hergestellt  und  zwar  in  der  Weise, 
daäs  in  der  einen  Colonne  die  verschiedenen,  nach  regelmässigen 
Intervallen  eingetheilten  Werthe  von  x  und  in  der  anderen  Colonne 
die  zugehörigen  Werthe  von  y  stehen,  z.  B. 

«    I  y  =  loga: 


3 
4 


0 

0,3010300 
0,4771213 
0,6020600 


Das  andere  Mittel  bietet  die  analytische  Geometrie.  Sind 
Dämlich  in  einer  Ebene  zwei  sich  schneidende  gerade  Linien  OX 
und  OF  gegeben  (Fig.  3),  und  legt  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  P  die  Gerade  RP  parallel  zu  OX  und  die  Gerade  QP 
parallel  zu  OF,  so  erhält  man  ein  Pa- 
rallelogramm OQPR,  in  welchem 

OQ^BP^x, 

0R=  QP^y 
die  Caordinaten  des  Punktes  P  heissen, 
und  zwar  nennt  man  x  die  „Abscisse^^ 
nnd  y  die  ^jOrdinai^^  des  Punktes  P. 
Die  gegebenen  Geraden  OX  und  OY 
heissen  die  j^Coordtnaten-Axen",  und 
zwar  heisst  OX  die  ^^Abscissen-Axe"  oder  ,jX-Axe^\  OF  heisst 
die  „Ordinaten-Axe^^  oder  „F--4iw",  und  ihre  Zusammenstellung 
hasst  ein  „Parallel- Coordinaiensystem^'.  Dabei  nennt  man  0 
den  „NuUpunif^    oder    den   „Anfanffspunit  des   Coordinateu- 


Kiepcrt,  DUfemitlAl-Seeliiiiiiig. 
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Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  also  seine  Coordinaten 
X  und  y  bestimmt;  umgekehii;  ist  aber  auch  die  Lage  des 
Punktes  P  bestimmt,  wenn  seine  Coordinaten  x  und  y  gegeben 
sind.  Schneidet  man  nämlich  OQ  =  x  von  O  aus  auf  der  X-A^e 
und  OR  =  y  von  O  aus  auf  der  Y-Axe  ab ,  so  schneiden  sich 
die  Geraden,  welche  man  bezw.  durch  Jt  parallel  zur  X-Axe 
und  durch  Q  parallel  zur  F-Axe  legt,  im  Pimkte  P. 

Allerdings  ist  diese  Construction  nur  dann  eindeutig,  wenn 
man  die  eine  Seite  der  X-Axe,  z.  B.  die  rechts  von  O  verlaufende, 
als  die  positive  und  deshalb  die  andere  Seite  als  die  negaiice 
festsetzt,  so  dass  OQ^x  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite 
abzutragen  ist,  jenachdem  x  einen  positiven  oder  negativen  Werth 
hat.  Ebenso  muss  man  auf  der  F-Axe  die  eifie  Seite,  z.  B.  die 
über  der  X-Axe,  als  die  positive  und  deshalb  die  andere  als  die 
neffative  festsetzen. 

Für  viele  Untersuchungen  ist  es  am  bequemsten,  ein  „rechf- 
winkliges^^  Coordinatensystem  zu  Grunde  zu  legen,  bei  welchem 
die  Coordinaten-Axen  sich  rechtwinklig  schneiden.  Das  Parallelo- 
gramm OQPR  wird  dann  ein  Rechteck. 

Betrachtet  man  nun  x  und  y  als  die  rechtwinkligen  Coordi- 
naten eines  Punktes,  so  entspricht  jedem  Werthepaare  der  eben 
beschriebenen  TabeUe  ein  Punkt.  Da  man  den  Unterschied 
zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Werthen  von  a-,  wie  dne 
nähere  Untersuchung  zeigt,  beliebig  klein  machen  kann,  so  wird 
die  Anzahl  dieser  Punkte  beliebig  gross;  auch  werden  im  All- ' 
gemeinen  die  auf  einander  folgenden  Punkte  einander  beliebig 
nahe  liegen  und  dadurch  eine  stetig  verlaufende  Curve  bestimmen, 
welche  der  Gleichung 

entspricht.    Ist  z.  B. 

(1.)  y^x^  +  %x  —  2, 

so  ergiebt  sich  die  Tabelle 
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Fig.  4. 


—  5 

+  8 

—  4 

+  2 

—  3 

—  2 

—  2 

—  4 

—  1 

—  4 

0 

—  2 

+   1 

+  2 

+  2 

+  8 

ODd  daraus  die  in  Fig.  4  dargestellte  Curve. 

Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 
'2.j  a:«  +  y2  —  25  =  0, 

oder 


(2a.)        y=dt}/2o  —  x^. 

Die  Curve,  welche  dieser  Glei- 
ctamg  entspricht,  ist  der  in  Fig.  5 
dargestellte  Kreis. 

Liegt  die  einer  Gleichung  zwi- 
schen z  und  y  entsprechende  Curve  ge- 
zeichnet vor,  so  kann  man  zu  jedem 
Werthe  von  x  die  zugehörigen  Werthe 
von  y  finden,  indem  man  im  Ab- 
stände X  eine  Parallele  zur  F-Axe 
zieht,  welche  die  Curve  in  einem  oder 

in  mehreren  Punkten  P  schneidet.  Der  Abstand  eines  solchen 
Ponktes  F  von  der  X-Axe  ist  dann  em  zugehöriger  Werth 
von  y. 

Möglicher  Weise  wird  diese  ParaDele  die  Curve  in  gar 
keinem  Punkte  schneiden.  Dies  tritt  in  dem  zweiten  Beispiele 
ein,  wenn  :r*>25  ist;  dann  wird  nämlich  y  imaginär. 


20  §  3.    Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

§3. 

Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

Besteht  eine  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  ,r,  y, 
2,  ist  z.  B. 

so  heisst  z  eine  Function  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y, 
weil  jedem  Wei-thepaare  a:,  y  ein  oder  mehrere  Werthe  von  z 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  sind. 

Ganz  allgemein  kann  man  eine  Function  von  zwei  Veränder- 
lichen in  folgender  Weise  erklären: 

Eine  veränderliche  Grösse  z  heisst  eine  Function  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  y  ßir  ai  <  rr  <  öa,  Äi  <  y  <  Jj,  wenn  jedem 
TVerthsysteme  x,  y  in  den  angegebenen  Intervallen  ein  oder 
mehrere  Wei'the  von  z  nach  einem  bestimtnien  Gesetze  zugeordnet 
sind. 

Diese  Erklärung  lässt  sich  leicht .  auch  auf  Functionen  von 
drei  und  mehr  Veränderlichen  ei-weitem. 

So  ist  z.  B.  der  Flächeninhalt  (^  )  eines  Dreiecks  eine 

Function  der  Grundlinie  g  und  der  Höhe  /*;  das  Volumen  (~^  ^ ) 

eines  Kreiskegels  ist  eine  Function  vom  Halbmesser  r  des  Grund- 
kreises  und  der  Höhe  h. 

Das  Volumen  eines  Kegelstumpfes 

ist  eine  Function  der  Höhe  h  und  der  Halbmesser  ri  und  rj  der 
beiden  begrenzenden  Kreise. 

Die  Schwingungszahl  einer  gespannten  Saite  ist  eine  Func- 
tion ihrer  Länge,  ihrer  Dicke  und  der  spannenden  Gewichte. 

Der  Zins,  welchen  ein  ausgeliehenes  Capital  bringt,  ist  eine 
Function  des  Capitals,  der  Zeit  und  des  Zinsftisses. 

um  anzudeuten,  dass  y  eine  Function  von  n  Veränderlichen 
xi,  Xi,  ...  Xn  ist,  schreibt  man 

oder 
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y  =  F{xx^  ara,  ...  a:«), 
oder 

y  =  (f{xi,  ar,,  . . .  a-»). 

Die  Fnnctionen  von  mehreren  VerSuderlicben  kann  man  in 
derselben  Weise  eintheilen  wie  die  Fnnctionen  von  einer  Ver- 
änderlichen; es  giebt  also  aucb  hier  eindeutige  xaA  mehrdeutige^ 
en/uricieÜe  und  uneniicickelte  Functionen. 

Die  enttcickelten  Functionen  werden  eingetiieilt  in  alge- 
braische und  transcendente.  Dabei  unterscheidet  man  unter  den 
algebraischen  Functionen  je  nach  ihrer  Bildung  aus  den  unab- 
hängigen Veränderlichen  und  constanten  Grössen  gerade  so  wie 
bei  den  Functionen  von  einer  Veränderlichen 

1)  ganze  rationale  Fonctionen, 

2)  gebrochene  rationale  Functionen, 

3)  irrationale  Functionen. 

Alle  übrigen  Functionen  heissen  iramcendent. 

§4- 

Begriff  der  Grenze. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  !.)•) 
IVenn  eine  veränderliche  Grösse  X  (oder  eine  Reihe  von 
Grössen  Xi ,  Xj,  X3, .  .  .)  sich  einer  constanten  Grösse  A  immer 
mehr  nähert^  so  dass  schliesslich  der  Unterschied  zwischen  X  und 
A  {bezw.  zwischen  X»  und  A  ßlr  hinreichend  grosses  n)  beliebig 
klein  wirdy  so  heisst  A  die  Grenze  (limes)  von  X,  bezw,  von  X«. 

Dabei  kann  es  vorkommen,  dass  X  immer  kleiner  bleibt 
als  die  Grenze  -4,  oder  dass  X  immer  grosser  bleibt  als  die 
Grenze -4;  es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  diese  veränder- 
liche Grösse  X  bald  grösser  ist,  bald  kleiner  als  die  Grenze  A, 
der  sie  sich  nähert.  Ausserdem  ist  es  möglich,  dass  für  gewisse 
Werthe  von  n  der  Unterschied  zwischen  Xn  und  A  kleiner  ist 
als  der  Unterschied  zwischen  X„+i  und  A,  wenn  nur  für  hin- 

*)  Die  wichtigsten  Formeln  sind  im  Anhange  zu  einer  Tabelle  zu- 
sammengestellt. 
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reichend  grosse  Werthe  von  n  dieser  Unterschied  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann. 

Um  auszudrücken,  dass  A  die  Grenze  von  X  ist,  schreibt 
man 

A  =  limX. 

Beispiele. 

1)  Der  Umfang  eines  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Umfange 
des  dem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  w-Ecks,  wenn 
die  Anzahl  der  Seiten  immer  grösser  wird,  denn  der  Untei-schied 
zwischen  beiden  wii'd  beliebig  klein  ^  wenn  man  n  hinreichetid 
gross  macht. 

Ebenso  kann  der  Umfang  des  Kreises  als  Grenze  des  dem 
Kreise  umschriebenen  regelmässigen  w-Ecks  angesehen  werden. 

2)  Auch  die  Fläche  des  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Flächen- 
inhalt des  dem  Kreise  einbeschriebenen  und  ebenso  des  um- 
schriebenen «-Ecks,  wenn  n  immer  grösser  wiixi. 

3)  Es  ist 

Hierbei  bedeutet  das  Zeichen  lim  (sprich:  limes  für  n  gleich 

(77            7 
—  +  —  "    -f  —r ^  H 

-f  --- j  gesucht  wird,  wenn  n  über  jedes  Mass  hinaus  wächst. 

7 
Dieser  gesuchte  Grenzwerth  ist  in  der  That-  >  denn  es  wird 

y 

7  _  1^  _1_ 
9       10  ""  90 ' 

9       \10  "^  100/  ""  90       iOO  "  900  ' 

7__/^   ]_     .    J    \^  l 7  __7_ 

9   \10   lOÖ  "^  1000/  ""  900   lOOÖ  "  9000  ' 

9   \10  "^  lOÖ  "^  ioOO  "^      i'ÖV   9.10" 
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7 
Der  Unterschied  zwischen  -  und  0^1111 .,.  wird  also  beliebig 

ü^n,  wenn  man  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  berücksichtigt. 

Aehnliches  gilt  ganz  allgemein,  wenn  man  einen  gewöhn- 
lichen Bruch,  dessen  Nenner  von  2  und  5  verschiedene  Factoren 
eiithält,  in  einen  periodischen  Decimalbruch  verwandelt. 

4)  Es  ist 

In  der  That,  es  wird 


8' 


Der  Unterschied  zwischen  1  +  ^-  +  j  +  ^  H +  ön  ^^d' 

2  wird  also  beliebig  klein,  wenn  man  n  hinretche?id  gross  macht. 

5)  Die  Gleichung 

y3  =  1,73205 
ist  nicht  genau,  denn  es  wird 

1,732052  =  2,999997  202  5, 
ein  Aasdruck,  der  von  3  um  eine  kleine  Grösse  verschieden  ist; 
nimmt  man  aber  mehr  Decimalstellen,  so  kann  man  den  Unterschied 
zwischen  dem  Quadrat  des  Decimalbruches  und  3  immer  kleiner 
machen.  Es  ist  also  Ys  die  Grenze,  welcher  sich  der  Decimal- 
bmch  nähert;  d.  h.  der  Untei*schied  zwischen  dem  Decimalbruch 
und  YE  wird  beliebig  klein,  wenn  man  die  Anzahl  der  Stellen 
hinreichend  gross  macht. 


A 
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a\  1-    sin« 

6)  bm  —  =  1. 

Fjg  e  Hierbei  bedeutet  das  Zei- 

chen lim  (sprich:  limes  for  z 

gleich  0),  dass  der  Werth  von 

— bestimmt  werden  soll,  wenn 

z 

sich  der  Werth  des  Bogens  z 
der  Null  beliebig  nähert 

Zum  Beweise  beachte  man,  dass  fiir  alle  Bögen  z^  welche 
kleiner  als  -   (d.  h.  kleiner  als  90°)  sind,  in  Figur  6 

(1.)  AOCB-^ Sector  AOB^^A OBD 

wird.  Das  Gleichheitszeichen  konmit  hierbei  nur  in  Betracht, 
wenn  der  Bogen  AB  gleich  Null  wird.  Macht  man  den  Halb- 
messer des  Kreises  um  0  gleich  1,  so  ist 

2  AOCB  =  CB .  CO  =  sinaj  cos«, 

2  Sector  AOB  =^  AB  .  AO  =  z, 


2 

.  L^KJDJj  =  Kjn  .  nu  =  ig^  = 

cos« 

folglich  gehen 

die  Ungleichungen  (1.)  über 

in 

Ua.) 

^    ^  sin« 

—      —  C0S2 

Indem  man  durch  sin«  dividirt,  erhält 

man 

(2.) 

—  sm«  —  C0S2 

oder 

(3.) 

1    sin^:^ 

-  >—    ^cos^; 
COS«  —    z    — 

d.  h.  —    liegt  immer  zwischen  cos  2  und  -  -     -Da  nun  aber 

Z  COSx: 

(4.)  lim  cos^=^  1    und    lim =1 

8=0  «=o    cos« 

wird,  so  muss  auch 
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10.)  lim =  1 

sein. 

Der  Sinn  dieses  Resultates  lässt  sich  folgendermassen  aus- 
sprecheD: 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Sinus  eines  Bogens  z  und 
dem  Bogen  selbst  wird  im  Verhältniss  zu  diesem  Bogen  z  beliebig 
klein^  Wenn  man  den  Bogen  hinreichend  klein  macht.    So  ist 
arcus  40  =  0,06981317,       sin  4<>  =  0,06975647, 
arcus  2^  =  0,034906 58,      sin  2»  =  0,034899 42, 
arcus  P  =  0,01745329,      sin  1«  =  0,01745241, 
arcus  30'  =  0,008  72664,     sin  30'  =  0,00872654, 
arcus  15'  =  0,00436332,     sin  15'  =  0,00436331, 
arcus  7V  =  0,002 181 66,     sin  7  V  =  0,002 181 66, 


als»^ 


arcus40-sin40  5670      ^^,00081217, 


arcus  40  6981317 

arcus  2^  —  sin  2^  _       716 

arcus  2»  ~"  34906  58 
arcus  1^  —  sin  1^ 88_ 

arcus  10    "  ""  17453W 


=  0,00020512, 
=  0,00005042, 


arcus  30'  —  sin  30'  10 

^ — =  ^.-..    =0,00001146, 

arcus  30'  8726  64  '  ' 


§5. 

Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Grosse. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  2—4.) 
Nähert  sich  eine  veränderliche  Grösse  der  Grenze  0,  so  sagt 
maHj  sie  werde  unendlich  klein. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  des  vorhergehenden  Para- 
graphen könnte  man  die  Erklärung  des  unendlich  Kleinen  daher 
auch  so  fassen: 
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Wenn  eine  veränderliche  Grösse  immer  Heinere  und  kleinere 
Werthe  annimmt^  so  dass  sie  kleiner  werden  kann  als  jede  ge- 
gebene Grösse j  so  sagt  man,  sie  werde  unendlich  klein,  oder  noch 
besser,  sie  werde  verschwindend  klein. 

Wenn  man  also  von  ^^verschwindend  kleinen^^  oder  von  ,.mä- 
endlich  kleinen  Grössen^^  spricht,  SO  muss  man  sich  stets  desst^u 
bewusst  bleiben,  dass  man  zunächst  mit  kleinen  veränderlichen 
Grössen  rechnet,  die  sich  dann  der  Grenze  0  beliebig  nähern  sollen. 

Es  ist  sehr  bequem,  diese  vereinfachte  Bezeichnung  zu  be- 
nutzen, damit  man  es  nicht  nöthig  hat,  in  jedem  einzelnen  Falle 
die  Auseinandersetzung  des  hier  angedeuteten  Grenzverfahi-eus 
zu  wiederholen. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  immer  grössere  und  grössere 
Werthe  annimmt ,  so  dass  sie  jede  gegebene  Grösse  übersteigen 
kann^  so  sagt  man,  sie  werde  unendlich  gross,  oder  noch  besser. 
sie  sei  eine  unbegrenzt  wachse/ide  Grösse. 

Das  Zeichen  für  unendlich  gross  ist  oo. 

Wenn  man  also  von  „unbegrenzt  icachse?iden^^  oder  von 
„unendlich  grossen  Grössen^''  spricht,  SO  will  man  wiederum  eiu 
Grenzverfahren  andeuten,  welches  darin  besteht,  dass  man  zu- 
nächst mit  endlichen,  veränderlichen  Grössen  rechnet,  die  dann 
aber  grösser  werden  dürfen  als  jede  angebbare  Grösse. 

So  wird  z.  B.  tga  erklärt  als  das  Verhältniss  der  beiden 
Katheten  im  rechtwinkligen  Dreieck,  von  denen  die  erste  dem 
spitzen  Winkel  «  gegenüberliegt.  Wächst  der  Winkel  «,  j>o 
wächst  auch  tga.  Für  u  =  90^  hat  diese  Erklärung  keinen 
Sinn  melir,  weil  es  kein  geradliniges  Dreieck  giebt,  das  ztcei 
rechte  Winkel  enthält;  trotzdem  sagt  man 

tgOO^  =  oo 
und  will  damit  ausdrücken,  dass  tg  «  über  jede  angebbare  Grösse 
hinaus  wächst,  wenn  sich  «  dem  Werthe  90<^  beliebig  nähert. 

Eine  Grösse  heisst  „endlich^^,  wenn  sie  weder  unendlich  kknn 
noch  U7ie7idlich  gross  ist. 

Satz  1.  Neben  einer  endlichef^  Grösse  darf  eine  verschmn- 
dend  kleine    Grösse    cernachlässigt   werden,    oder  mit    anderen 
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Worten:   eine  endliche  Grösse  bleibt  unterändert ^  trenn  man  sie 
um  eine  unendlich  kleine  Grösse  vermehrt  oder  vermindert. 

Die  Richtigkeit  dieses  Satzes  folgt  aas  der  Erklärung  der 
unendlich  kleinen  oder  verschwindend  kleinen  Grössen.  Man 
könnte  die  unendlich  kleinen  Grrössen  geradezu  dadurch  erklären, 
dass  sie  neben  einer  endlichen  Grösse  vernachlässigt  werden 
dürfen. 

Ton  diesem  Satze  kann  man  sofort  einige  Anwendungen 

macheiL    Es  sei 

limX  =  ^,        limF=fi, 

also    X  =  A  +  a,       Y^B  +  ß, 

wobei  a  und  ß   beim   Uebergange   zur  Grenze   verschioindem! 

kleine  Grössen  sind.  •  Dann  werden  aber  auch  u  +  ß  und  u  —  ß 

terschvcitidend  klein,  folglich  wird 

Üm(X  ±  y)  =  l™  [{A  ±B)  +  {a±:ß)]=:A±:B, 
(xler 

(1.)  lim  (X  zt  F)  =  lim  X  zi=  lim  Y. 

Dies  giebt  in  Worten  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Satz  2.     Der  Gremwei'th  einer  Summe  ist  gleich  der  Sum?ne 

der  Grenzwerthe  der  eijizelnen  Summanden, 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Summen  von  beliebig  vielen 
Gliedern. 

Satz  3.  Der  Grenzicerth  einer  Differenz  zweier  Grössen 
ist  gleich  der  Differenz  ihrer  Greftzwert/te. 

Femer  ist 
X.Y^(A  +  a){B  +  ß)z=  AB  +  aB  +  ßA  +  aß. 

Da  A  und  B  efidliche  Grössen  sind,  so  werden  beim  Ueber- 
gange zur  Grenze  uB  und  ßA  cerschmndend  klein,  und  da  auch 
^ß  cerschtvinde?id  klein  wird,  so  erhält  man 

lim(X.  Y)  =  A.B, 

oder 

(2.)  lim  (X  .  y)  =  Um  X  .  lim  Y. 

Dies  giebt  in  Worten: 

Satz  ♦.  Der  Grenzwerth  eines  Productes  ist  gleich  detn 
Producte  der  Grenzwerthe  der  einzelnen  Factoren. 
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Schliesslich  ist 

Y      B+^B       ßA  —  aB 
X  ^  A  +  a'^  A'^  A(A  +  a) ' 
Beim  üebergang  zur  Grenze  werden  ßA  und  aB  verschwin- 
dend klein,  während  unter  der  Voraussetzung,  dass  ^§0  ist, 
A{A  +  a)  den  endlichen  Werth  A^  erhält,  folglich  wird 


lim 
oder 


©=f 


lim  Y 


wenn  lim  X  g  0  ist.    Daraus  ergiebt  sich 

Satz  5.  Der  Gremwerth  eines  Brtiches,  dessen  Nenner  an 
der  Grenze  von  Null  verschieden  bleibt^  ist  gleich  dem  Grenz- 
werthe  des  Zählers,  dividirt  durch  den  Grensnverth  des  Nenners. 

Aus  der  Erklärung  der  unbegienzt  wachsenden  Grössen 
folgt: 

Satz  6.  Eif^  unbegrenzt  tvachsende  Grösse  wächst  mich 
dann  noch  unbegrenzt ,  wenn  man  sie  um  eine  endliche  Grösse 
vermehrt  oder  vermindert,  oder  mit  anderen  Worten:  eine  Grösse 
bleibt  unendlich  gross,  auch  wenn  man  eine  endliche  Grösse  zu 
ihr  addirt  oder  von  ihr  subtrahirt. 

Manche  scheinbar  elementare  Untersuchungen  setzen  bereits 
den  Begriif  des  Grenz werthes,  bezw.  den  Begriff  der  unendlich 

kleinen  Grössen  voraus,  wie  die 
beiden  folgenden  Aufgaben  aus 

p,^ der  Geometrie  und  Mechanik 

zeigen  mögen. 
1.   Es  sei 

(4.)  y  =/(^) 

die  Gleichung  einer  Curve  PPi 
(Fig.  7),  in  welcher  die  Punkte 
P  und  Pi  durch  eine  Secante 
verbunden  sind.  Der  Winkel  ß. 


Fig.  7. 


p/m. 

\ 
-   « 

//^    \ 

i.      ■(    '     i 

T              Q 

*x 
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dea  diese  Secante  mit  der  positiven  Bichtang  der  X-Axe  bildet, 
ist  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung 

*5.)  i%ß  =  tgÄPP,  =  p^  . 

Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktes  P  mit  x 
und  y,  die  des  Punktes  Pi  mit  xi  und  y^*),  so  wird 

OQ  =  x,     QP=-y,     OQi  =  xt,    Q,Px  =  yu 
also 

PR  =  QQx  =  OQt.  —  OQ  =  Xt—x, 
BP,  =Q,P,  —  QP  =  yi  —  t,, 
folglich  wird 

Die  Differenzen  xx  —  z  und  yt  —  y  bezeichnet  man  gewölm- 
lich  mit  Jx  und  ^y.  Die  Gleichung  (6.)  nimmt  dadurch  die 
Form 

an.  Nähert  sich  jetzt  der  Punkt  Pi  dem  Punkte  P,  so  werden 
auch  Jx  und  ^y  immer  kleiner.  Wird  schliesslich  der  Abstand 
des  Pmiktes  Pi  von  P  verschwindend  klein,  so  werden  auch  Jz 
and  ^y  verschwindend  kleine  Grössen,  welche  man  dann  „Dife- 
reniuUe^  nennt  und  mit  dx  und  dy  bezeichnet  Gleichzeitig  geht 
^Secante  PPx  in  die  Tangente  TP  über,  welche  mit  der  positiven 
Kichtong  der  X-Axe  den  Winkel  a  bildet  Die  Tangente  im 
Cun>enpunkte  P  ist  nämlich  eine  Secante^  hei  der  zwei  Schnitt- 
pmkte  P  und  Pt  in  einen  Punkt  ^  den  Berührungspunkt  P  zu- 
Mmmengefaäen  sind. 

Die  Gleichung  (6a.)  geht  daher  über  in 

(7.)  <««  =  ^  =  lim^. 

^  dx  Jx 

*)  In  dem  Folgenden  sollen  die  Coordinaten  eines  Punktes  P  immer 
oüt  z,  y,  die  eines  Punktes  Pi  mit  a;i ,  yi,  allgemein  die  eines  Punkte^ 
Pnmit  dPN,  y»  bezeichnet  werden. 
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Den  Quotienten  der  beiden  Differentiale  dy  und  dx  nennt 
man  einen  ^Differential-Quotienten^. 

2.  Unter  der  Geschwindigkeit  c  eines  (z.  B.  in  gerader 
Linie)  gleichförmig  fortbewegten  Massenpunktes  versteht  man  die 
Länge  des  Weges,  der  in  der  Zeiteinheit  (Secunde)  zurückgeleo:t 
wird.  In  t  Secunden  ist  daher  die  Länge  des  zurückgelegtt-n 
Weges 
(8.)  Ä  =  et. 

Ebenso  ist  die  Länge  des  Weges,  welchen  der  Massenpunkt 
in  ti  Secunden  zurücklegt, 
(8a.)  si  =  ct\,    also    «i  —  «  =  c(ti  —  t). 

Dabei  ist  «i  —  s  der  in  dem  Zeitintervall  von  t  bis  U  zurück- 
gelegte Weg.  Dies  giebt  für  die  Geschwindigkeit  bei  gleioli- 
förmiger  Bewegung  den  Werth 

In  dieser  Formel  ist  es  ganz  gleichgültig,  wie  gross,  bezw. 
wie  klein  das  Zeitintervall  t^  —  t  ist,  weil  der  zurückgelegte 
Weg  8i  —  8  in  demselben  Verhältnisse  wächst  und  abnimmt  A\ie 
h^t. 

Wenn  die  Bewegung  nicht  mehr  gleichförmig  ist,  d.  h.  wenn 
der  bewegte  Massenpunkt  in  gleichen  Zeiten  nicht  mehr  gleiche 
Strecken  zurücklegt,  so  kann  man  doch  noch  von  der  mittieren 
Geschwindigkeit  im  Zeitintervall  von  t  bis  tx  sprechen  und  diese 
wieder  erklären  als  das  Verhältniss  der  in  der  Zeit  U  —  t  zm'ück- 
gelegten  Strecke  si  —  s  zu  diesem  Zeitintervall  ty  —  t  Bezeichnet 
man  diese  Differenzen  «i  —  s  und  ty  —  t  bezw.  mit  ^s  und  JU 
so  ist  also  die  mittlere  Geschwindigkeit 

Js        Sx  —  s 

jt'^Tx—V 
Wird  das  Zeitintervall  dt  immer  kleiner  und  schhesslich 
verschwindend   klein,   so   wird   auch  Js  verschwindend  klein. 
Diese  verschwindend  kleinen  Grössen  bezeichnet  man  bezw.  mit 
dt  und  ds  und  nennt 
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ds       ^,     Js 

(10.)  "  =  ^,=  1""^, 

Me  Geschtcindigkeit  der  ungleichförmigen  Bewegung  zur  Zeit  t^. 

Auch  hier  nennt  man  die  verschwindend  kleineu  Grössen  ds 

imd  dt  ^Differentiale^  und  ihren  Quotienten  einen  y^Diffeiential' 

Quotienten*^. 

§6- 

lieber  die  Rechnung  mit  unendlicli  Ideinen  Grossen. 

Nach  den  Erklärungen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
wild  eine  Grosse  dann  unendlich  klein  (oder  verschwindend 
klein),  wenn  man  sie  kleiner  machen  kann  als  jede  gegebene 
Grösse.  Wie  gross  auch  die  Genauigkeit  sein  mag,  mit  der  man 
rechnen  will,  man  kann  die  verschwindend  kleinen  Grössen  so 
klein  machen,  dass  sie  neben  einer  endlichen  Grösse  nicht  mein- 
in  Betracht  kommen. 

Verlangt  man  z.  B.,  dass  eine  Zahl  bis  auf  n  Decimalstellen 
genau  berechnet  wird,  so  genügt  es,  eine  etwa  hinzutretende 
nnendlich  kleine  Grösse  kleiner  anzunehmen  als 

^1 

2  710*' 
damit  sie  im  Vergleich  zu  der  endlichen  Zahl  verschwindend 
Mein  wird.  Man  kann  daher  die  unendlich  kleinen  Grössen 
nicht  mit  endlichen ,  sondern  nur  mit  unendlich  kleinen  Grössen 
vergleichen;  das  Verhältni$s  zweier  unendlich  kleinen  Grössen 
kann  nämlich  sehr  wohl  einen  endlichen  Werth  haben,  wie  schon 
die  Beispiele 

dy  ds 

in  §  5  gezeigt  haben.  Mit  solchen  Differentialen  und  Differentiale 
Quotienten  hat  man  es  hauptsächlich  in  der  Differential-Rechnung 
zu  thnn. 

Man  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  mit  verschwindend 
kleinen  Grössen  rechnen. 

Theilt  man  nämlich  eine  endliche  Grösse  F  in  n  Theile  (die 
übrigens  nicht  gleich  zu  sein  brauchen),   so   ist  F  gleich  der 
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SmuDe  a]:*rr  dieser  TiieOe.  Weiui  nim  die  Zahl  n.  d.  h.  die 
Anzah]  der  Thrile  ins  Unbegreiizie  wädi<t.  &o  dass  die  einzdiien 
Theile  imiofr  Hemer  und  sdiü^slich  «nendüch  klein  watlen. 
80  erkennt  man.  dass  auch  dir  Somme  tod  unendlich  vielen, 
unendUeh  kUinen  Grössen  sehr  wohl  einen  endUrheu  Werth  F 
haben  kann. 

Solche  Sammen  vi.»n  out-o^Lich  viekrn.  unendlich  kleinen 
Gröfisen  trete»  in  der  Inie^at-Eechnui^g  auf. 

Beiq>ifle  daT(m  kommen  sch<>n  in  der  Planimetrie  und 
Stereometrie  Tor. 

So  beredinet  man  die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer r,  indem  man  sie  in  anendhch  Yiele,  nnend&ch  sdmiale 
Sectoren  zeriegt.  Jeder  solche  Sector  wird  dann  als  ein  Dreieck 
betrachtet,  dessen  Spitze  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  luid 
dessen  Grundlinie  in  der  Peripherie  des  Kruses  hegt.  Da  diese 
Drdecke  alle  dieselbe  Höhe  r  habon,  so  braucht  man  nur  ilire 
Grundlinien  zu  addiren  und  »hält  als  Summe  dei^selben  den 
Um£uig  des  Kreises,  nämlich 

M  =  2r.T. 

Der  Flacheninhalt  des  Kreises  ist  daher 

UT 

In  ähnlicher  Weise  berechnet  man  die  Ob^^äche  einer 
Kugel,  indem  man  sie  in  unendlich  viele,  unendlich  schmale  Zonen 
zeriegt,  welche  man  als  Mäntel  von  Kegelstumpfen  betrachtet. 

Femer  findet  man  das  Volumen  V  ein^  Kugel,  indem  man 
die  Kugeloberfläche  in  unendlich  kleine  Dreiecke  zerlegt  und 
diese  Dreiecke  als  die  Grundflächen  von  Pyramiden  betrachtet, 
die  alle  ihre  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kugel  hal^n.  Die 
Höhe  ist  bei  allen  diesen  Pyramiden  gleich  dem  Halbmesser  r 
der  Kugel,   folglich  ist  die  Summe  ihrer  Volumina  gleich  der 

Summe  ihrer  Grundflächen,  multiplicirt  mit  -  •     Da  die  Sunuue 

der  Volumina  gleich  dem  Volumen  der  Kugel  und  die  Sunuue 
der  Grundflächen  gleich  der  Kugeloberfläche  (4r*7r)  ist,  so 
findet  man 
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Bei  der  Rechnnng  mit  unendlich  kleinen  Grössen  kommen 
daher  hauptsächlich  nur  zwei  Aufgaben  in  Betracht: 

1)  Es  ist  der  Werth  zu  bestimmen^  welchen  das  Verhältniss 
von  zwei  unendlich  kleinen  Grössen  annimmt. 

2)  Es  ist  die  Summe  von  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen 
Grössen  zu  bestimmen. 

In  dem  Folgenden  wird  daher  auch  nur  auf  diese  beiden 
Angaben  Rücksicht  genommen  werden. 


§7. 

Verschiedene  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Grossen. 

Die  yerschwindend  kleinen  Grössen,  welche  in  einer  Rechnung 
Toikommen,  können  noch  sehr  verschiedenartig  sein.  Zerlegt 
man  z,  B-  einen  Würfel  durch  Schnitte,  senkrecht  zu  einer  Seiten- 
kante, in  n  gleiche  Schichten,  so  werden  die  einzeben  Schichten 
verschwindend  kleine  Grössen,  wenn  n  in's  Unbegrenzte  wächst. 

Legt  man  jetzt  noch  Schnitte,  senkrecht  zu  einer  zweiten 
Kante,  so  kann  man  jede  dieser  Schichten  in  n  gleiche  Säulen 
zeri^gen.  Wenn  jetzt  n  wieder  in's  Unbegrenzte  wächst,  so 
werden  diese  Säulen  yerschwindend  kleine  Grössen,  und  zwar 
sind  sie  auch  noch  yerschwindend  klein  im  Verhältniss  zu  jeder 
dnzehien  Schicht,  weil  erst  unendlich  viele  Säulen  eine  solche 
Schicht  aasmachen. 

Schliesüicb  kann  man  noch  durch  Schnitte,  senkrecht  zu 
einer  dritten  E[ante  des  Würfels  jede  Säule  in  n  Würfel  zerlegen. 
Wächst  n  wieder  in's  Unbegrenzte,  so  werden  diese  Würfel  noch 
Ttfschwindend  klein  sein  im  Verhältniss  zu  den  yerschwindend 
kleinen  Säulen,  weil  erst  unendlich  viele  Würfel  eine  solche  Säule 
ausmadien. 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass  man  die  unendlich  kleinen  Grössen 
noch  in  verschiedene  Ordnungen  eintheilen  muss. 

Kommen  also  in  einer  Rechnung  verschiedenartige  unendlich 
kleine  Grossen  vor,  so  kann  man  eine,  z.  B.  a,  nach  Belieben 

Kiepert,  Differentlal-EeoluiTing.  3 
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auswählen  und  festsetzen,  dass  a  eine  unendlich  kleine  Grö.^^ 
erster  Ordnung  heisse. 

Ist  dann  ß  eine  andere  unendlich  kleine  Grösse,  und  wir< 

a 

eine  endliche  Grösse,  so  heisst  ß  gleichfalls  eine  „unendlich  klein 
Grösse  erster  Ordjmng*^, 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  erster  Ordnung  haben  dabei 
nach  dieser  Festsetzung  alle  die  Form  ap. 

Wenn  dagegen  -  selbst  wieder  eine  unendlich  kleine  Grösse 

erster  Ordnung  ist,  wenn  also    -    auf  die   Form   ap   gebracht 
werden  kann,  so  ist 

ß       „ 

eine  endliche  Grösse.    Man   sagt  dann-,  ß  sei  eine  „unendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung*^. 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  haben  dabei 
alle  die  Form  «V- 

Ist  auch  noch  4   ßine  unendlich  kleine  Grösse  erstei*  C»rd- 
nung ,  lässt  sich  also  -^  auf  die  Form  ap  bringen,  so  ist 

«3         F 

eine  endliche  Grösse,  und  ß  heisst  eine  „unendlich  kleine  Gröf^ae 
dritter  Ordnung^. 

So  kann  man  fortfahren;  es  heisst  dann  ß  eine  „unejidlich 
kleine  Grösse  n*""  Ordnung^,  wenn 

eine  endliche  Grösse  ist,  wenn  also 

ß  =  tt**/?. 
Dabei  ist  n   nicht  nothwendiger  Weise  eine  ganze   Zahl, 
sondern  n  darf  auch  eine  gebrochene  potitive  Zahl  sein. 
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Aach  wenn  man  für  n  gebrochene  Werthe  zulässt,  so  sind  in 
der  Form  c^p  noch  nicht  alle  unendlich  kleinen  Grössen  erschöpft, 
wie  später  gezeigt  werden  soll.  Deshalb  möge  die  gegebene 
Erklänmg  dahin  erweitert  werden,  dass  y  »»»  Vergleich  zu  a  eine 
jinendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung^  heissen  möge,  wenn 

y 

hoih    -  unendlich  klein  wird, 
a 

Dies  vorausgeschickt,  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.  Unterscheiden  sich  die  unendlich  kleinen  Grössen 
denelben  Ordnung  a  und  a*  ton  einander  nur  durch  eine  unend- 
lich kleine  Grösse  höherer  Ordnung  y,  so  ist  der  Grenzwerth 
Uires  Verhältnisses  gleich  7. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 
(1.)  a'  —  t^  =  ri    oder    a*  =  a  +  y, 

wobei  Y  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  ist,  so 

dass  -  =  e  selbst  noch  unendlich  klem  wird.    Deshalb  folgt  aus 

Gleichung  (1.) 

(2.)  —  =  1  +  «,     oder     lim  -   =  1, 

u  a 

denn  die  unendlich  kleine  Grösse  e  darf  neben  der  endlichen 
Grösse  1  vernachlässigt  werden  (nach  Satz  1  in  §  5). 

Von  diesem  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung : 

Ist  der  Grenzwerth  j  dem  sich  dus  VerhäÜniss  zweier  un- 
endlich kleinen  Grössen  a  und  a*  nähert,  gleich  /,  so  können  sich 
«  und  u'  nur  durch  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ord' 
nung  von  einander  unterscheiden. 

Beweis.    Ist  nämlich  wieder 

a*  —  a  =  ^,     «'  =  «  +  /? 


a  y 

a  a 

SO  folgt  aus  lim  —  =  1,  dass  -  unendlich  klein  sein  muss. 
^  a  « 

3* 
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Beispiel.    Es  war  (vergl.  Formel  Nr.  1  der  Tabelle) 

,.    sin« 
lim-     =1, 

folglich  wird  z  —  sin  2  unendlich  klein  von  höherer  Ordnuuir 
wenn  z  unendlich  Mein  von  der  ersten  Ordnung  wird. 

Satz  2.  Hat  das  Verkältniss  zweier  unendlich  kleinen  GVöaw^a 
a  und  ß  einen  endlichen  Grenzwerth  {oder  den  Grenzwerth  0), 
so  ändert  sich  dieser  Grenzwerth  nicht ^  wenn  man  a  und  ß  vm 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  vermehrt  oder  cw- 
mindert. 

Man  soll  also  zeigen,  dass 

wenn  a  und  ß  unendlich  kleine  Grössen  von  beliebiger  Ordnun;^^ 
sind,  während  y  und  d  unendlich  kleine  G^rössen  höherer  Ordnung 
sein  sollen,  so  dass 

^  =  y'     und     J  =  d' 

«  ß 

selbst  noch  unendlich  kleine  Grössen  sind. 
Beweis.    Es  ist 


~]i      ß'    l±ä' 


Da 


lim  (1  dr  ä')  =  1,    lim  (dz  r'  =F  d')  =  0, 

und  da  ^  einen  endlichen  Wwth  hat,  so  wird 
P 

(4.)  ^"'ß'~T±ö'-  =  ''' 

d.  h.  -5  •  ^^=-^ — Ys —  w^*  verschwindejid  klein  und  darf  neben 
ß        1  dz  0 

der  endlichen  Grösse  -3  vernachlässigt  werden.  Man  erhält  daher 
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.5..  lim^--^^  =  hm^. 

Da  sieb  die  verschwindend  kleinen  Orössen  u  und  ß  von 
a'  =  a  it  r    und    ß'  =  ß±d 
nur  durch  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unter- 
scheiden, so  kann  man  die  Gleichung  (5.)  auf  die  Form 

(oa.)  lim     =  lim  - 

p  p 

bringen  und  dem  Satze  2  die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  2a.     Der  Grenztverfh  von     -     bleibt  ungeänderty  wenn 

p 

man  die  terschtdndend  Aleinen  Grössen  a  und  ß  durch  andere 
u'  und  ß*  ersetzt ,  welche  sich  von  den  ersteren  nur  durch  ver- 
srhunndend  Aleine  Ghrössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Beispiel.  Nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  ist,  wenn  man  für 
2  das  eine  Mal  ^  und  das  andere  Mal  ^  setzt, 

,.     sin(3T)       ^      ,.     sin(4a;) 
hm^;-^  =  l,    lim--;-'=l, 

folglich  unterscheiden  sich  limsin(3:r)  und  Hmsin(42;)  von  lim(a2;) 
und  lim  (4a:)  nur  durch  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Onlnmig;  man  erhält  daher 

,.     sin  (3a:)       ,.     ^x       3 
hm  .  -f,  (  =  hm  -—  =  -  • 
x=oSin(42:)  427       4 

Sab  3.  Sind  ai,  ua,  .  .  .  a^  verschwindend  kleine  Grössen^ 
deren  Anzahl  n  in^s  Unbegrenzte  wächst,  und  weiss  man^  dass 
die  Summe  dieser  unendlich  vielen,  unendlich  kleinen  Grössen 
men  endlichen   Gremwerth  S  besitzt,  dass  also 

S=  Umfoci  +  wa  H h  «n) 

n=oo 

«/.  SO  bleibt  dieser  Grenzicerth  unverändert,  wenn  man  die  ver- 
ichicindend  Aleinen  Grössen  ai,  «2, .  . .  «n  wm  verschvnndend  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  ^1,^2,...  Vn  c ermehrt  oder  vermindert. 

Dem  Beweis  dieses  Satzes  möge  ein  Beispiel  zur  Erläuterung 
vorangestellt  werden. 
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Fig.  8. 


Es  sei  eine  ebene  Figur  AiABBx 
(Fig,  8),  oben  begrenzt  durch  einen 
Curvenbogen  AB,  links  und  rechts 
von  den  Ordinalen  AiA^  BxB  und 
unten  durch  den  Abschnitt  A^Bx 
der  X-Axe.  Indem  man  AxB\  in 
n  (gleiclie  oder  ungleiche)  Theile 
zerlegt  und  durch  die  Theilpunkte 
Parallelen  zu  der  F-Axe  zieht,  kann 
man  den  Flächeninhalt  F  der  Figur 
in  n  Streifen  «i,  «2, .  .  .  ««  zerlegen.    Dadurch  wird 

(6.)  i^=  «,  +  «2  +   .  .  .  +  «n  =  ^«. 

Ist  nun  QPPiQi  ein  solcher  Streifen,  und  zieht  man  duix:h 
P  eine  Parallele  PR  zur  X-Axe,  so  zerfällt  der  Stieifen  «  in  das 
Rechteck  QPRQi  =  «'  und  das  Dreieck  PRPy  =  y,  folglich  wü'd, 
wenn  man  dieselbe  Construction  für  sämmtliche  Streifen  ausführt, 


(7.) 
oder 

(7a.) 
(8.) 


«1  =  CCx    +  yi,       ffo  -    «2'  +  ^2,.  .  .  .  «n  =  «n'  +  Yn, 


«1'  =  «1  —  YU       «2    =  «2  —  ^2,  .  .  .  a«    =  «n  —  Yn, 

F=:  2a  =  -5"(tf'  +  ;-)  =  2u'  +  2>. 
In  Figur  8  sind  die  Streifen  «  sämmtlich  grösser  als  die 
Rechtecke  «',  so  dass  in  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  die 
Grössen  y  sämmtlich  positiv  sind.  Es  können  aber  auch  (wie 
in  Figur  9)  die  Streifen  «  sämmtlich  kleiner  sein  als  die  Recht- 
ecke a%  oder  es  können  (wie  in  Figur  10)  die  Streifen  «  zum 

Fig.  e.  ^  Fig.  10. 

Ä 


^ 57-^ 

Theil  grösser^   zum  Theil   Meiner   sein   als  die  Rechtecke  a*. 
Die  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  bleiben   auch  in   diesen  Fällen 
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noch  richtig,    wenn   man   unter   den    Grössen  y  &uch  negatice 
ziilässt 

Wird  jetzt  die  Anzahl  n  der  Streifen  immer  grösser,  werden 
also  die  Streifen  selbst  immer  schmaler,  so  werden  die  Dreiecke 
i  nicht  nur  selbst  immer  kleiner,  sondern  auch  ihre  Summe  wird 
immer  kleiner.  Selbst  wenn  man  die  Dreiecke  y  aU^  positiv 
nimmt,  so  ist  ihre  Summe  kleiner  als  ein  Rechteck,  das  die 
Seite  -4,Äi  zur  Grundlinie  und  die  grösste  Höhe  der  Dreiecke  y 
zur  Höhe  hat.  Da  nun  aber  diese  Höhe  mit  wachsendem  n 
immer  kleiner  wird,  so  wird  auch  der  Flächeninhalt  des  Recht- 
ecks und  deshalb  erst  recht  ^y  beliebig  klein.  Man  erhält  daher 
( 9.)  lim  2>  =  0,     i*'  =  lim  2«  =  lim  ia'. 

.  Nach  diesem  Beispiele  möge  der  oben  ausgesprochene  Satz 
zQuächst  für  den  Fall  bewiesen  werden,  dass  die  Grössen  u  und 
r  sämmtlich  positiv  sind.    Es  wird  dann 

^^^^  ^  /  Äi  =  a,  +  «2  H h  a«, 

\  Ä2  =  (a,  +  Y\)  +  (««  +  y«)  H +  («n  -h  Yn)  ^  Su 

Nach  Voraussetzung  sind  yi,  ;^2, . . .  y«  verschwindend  kleme 
<4rössen  höherer  Ordnung,  d.  h.  es  sind 

(in  ^*-p       ^*  — *         ^"-A 

Ul.j  —  =  «ij      -     =  £2j  •  •  •  ■      —  *»* 

ffl  «2  «n 

selbst  wieder  verschwmdend  kleine  Grössen,  die  man  also  kleiner 
machen  kann  als  jede  gegebene  Grösse.  Man  kann  sie  z.  B. 
kiemer  machen  als 

112.)  €  =  --, 

IC' 
wobei  man  den  Exponenten  x  noch  so  gross  machen  kann,  wie 
man  will.    Dies  giebt 

13.)  ^1  ^  ^>       €2  ^  fi,  .  .  .  ««  ^  €. 

Deshalb  wird 

^^z  =  (ofi  +  ai«i)  +  («2  +  «2^2)  -\ h  («n  -r  ««£,») 

=  a,(l  +  €,)  +  «2(1  -f  €2)  +  •  •  •  +  ««(1  +  ti.), 
oder 
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(14.)       ^2  g  a,(l  +e)  +  «2(1  +  €)  +  ...  +  a^(l  +  c), 
(14a.)     6-2  ^  (ai  +  «2  +  •  •  •  +  an)  (!+€)=  S,{1  +  e\ 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (10.) 
(15.)  Si  <:  Si  ^-  Si  +  eSi. 

Wächst  jetzt  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  nach  Voraus- 
setzung lim  Si  =  S  eine  bestimmte,  endliche  Grösse,  und  e  wird 
beliebig  klein;  folglich  wird  auch  lim€6i  beliebig  klein,  d.  h.  ver- 
schwindend klein,  so  dass  die  Ungleichung  (15.)  übergeht  in  die 
Gleichung 
(16.)  limÄ'a  =  lim/Si  =  Ä 

Sind  die  Grössen  a  und  y  theilweise  positiv  und  theilweise 
negativ,  so  möge  der  Satz  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen 
werden,  dass 

S  =  lim(«i  +  «2  +  •  •  •  +  «n)  =  lim^a 

M=00  flsOO 

auch  dann  noch  einen  endlichen  Werth  behält,  wenn  man  die 
Grössen  a  alle  positiv  nimmt.  Bezeichnet  man  also  den  absoluten 
Betrag  von  «  mit  |  «  i  und  den  absoluten  Betrag  von  y  mit  ;  y  , 
so  kann  man  jetzt  in  dei^selben  Weise  wie  vorhin  zeigen,  dass 

lim2^|y  i  =  0 

n=oo 

wird.    Folglich  ist  ei*st  recht 

lim-^;^  ==  0 


und  deshalb 


lim  2«  =  lim-2'(a  +  y). 


M=00  U  = 


Setzt  man 

«i'  =  «1  dz  ;'i,     CC2  =  «2  dr  ^'2, . . .  «n'  =  «n  rb  yn, 
so  unterscheiden  sich  die  verschwindend  kleinen  Grössen  «  und 
«'  von  einander  nur  um  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung;  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  3  wird  dann 

lim  (c/i'  +  «2'  + h  O  =  lim(«i  4-  «2  H h  «•»). 

Man  kann  daher  diesem  Satze  auch  die  folgende  Fassung  geben: 
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Satz  3a.  Det-  Gremwerth  von  ff i  +  ««  +  •  •  •  +  «»  bleibt  un- 
tet  ändert,  tcenn  die  verschwindend  kleinen  Grössen  «i,  a2, . . .  a,» 
durch  andere  Ui%  «j', . . . «»'  ersetzt  werden,  die  sich  von  ihnen 
nur  um  verschwindend  Aleine  Grössen  höherer  Ordnung  unter- 
scheiden. 

Eine  Anwendung  dieses  Satzes  macht  man  schon  bei  der 
Berechnung  der  Kreisfläche,  denn  man  betrachtet  dabei  die  un- 
endlich vielen  Kreissectoren,  in  welche  die  Kreisfläche  zerlegt 
werden  kann,  als  geradlinige  Dreiecke.  Ein  solches  Dreieck 
imterscheidet  sich  von  dem  entsprechenden  Sector  um  ein  Kreis- 
segment; da  aber  diese  Segmente  unendlich  kleine  Grössen 
hriherer  Ordnung  werden,  so  darf  man  sie  nach  dem  vorigen 
Satze  in  der  That  vernachlässigen. 

Ebenso  diirfen  bei  der  Berechnung  der  Kugeloberfläche  die 
Eugelzonen  nur  deshalb  durch  die  Mäntel  abgestumpfter  Kegel 
ersetzt  werden,  weil  sie  sich  von  den  letzteren  nur  um  ver- 
schwindend kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Schliesslich  sind  auch  bei  der  Berechnung  des  Volumens 
einer  Kugel  die  in  §  6  angegebenen  Theile,  streng  genommen, 
keine  dreiseitigen  Pyramiden,  sondern  sie  unterscheiden  sich  von 
diesen  um  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung. 


§8. 

Begriff  der  Stetigkeit. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  5.) 

Wenn  durch  die  Gleichung 
iL)  y=/(^) 

irgend  eine  Function  von  x  erklärt  ist,  so  werden  im  Allgemeinen 
unendlich  kleine  Aenderungen  von  x  auch  unendlich  kleine 
Aenderungen  von  y  nach  sich  ziehen.  Für  alle  Werthe  von  x, 
bei  welchen  dies  der  Fall  ist,  heisst  die  Function  stetig  oder 
continuirlich. 

Diese  Bezeichnung  ist  der  in  §  1  angedeuteten  geometrischen 
Darstellung  einer  Veränderlichen  entnommen.  Durchläuft  näm- 
lich der  Punkt  Q,   welcher  auf  der  X-Axe  den  Werthen  der 
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Fig.  15. 

- 1_ 


Fig.  le. 


012  =  1. 

Daraus  erkennt  man,  dass  sicli  y  sprungweise  ändert,  wenn 
X  den  Werth  0  passirt,  und  zwar  springt  y  von  0  bis  1.  ( Vergl. 
Fig.  15.) 

Sind  X  und  y  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  Punktes  P,  so  stellt 
die  Gleichung  (1.)  eine  Curve  dar.  Die 
Punkte  P  und  Pi,  welche  den  Werthen 
X  und  Xi  entsprechen,  werden  einander 
beliebig  nahe  liegen,  wenn  die  Function 

für  den  beüelfenden  Werth  von  x  stetig 

^  ^      ^*       ^     ist,  und  wenn  xi  — x  hinreichend  klein 

wird.  Nach  Voraussetzung  wird  nämlich  yi  —  y  mit  xt — x 
zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch 

(6.)  PFt  =  Vix,  ~  xy  +  (y,  -  y)2. 

(Vergl.  Fig.  16.) 

Der  Verlauf  der  Curve,  welche  der  Gleichung 

y  =A^) 

entspricht,  ist  also  im  Punkte  P  ein  stetiger  {continuirlicher). 
Wird  aber  yi  —  y  nicht  mit  xx  —  x  zugleich  verschwindend  klein, 
so  ist  die  Curve  im  Punkte  P  unstetüj^  wie  die  Figuren  12,  13, 
14  und  15  zeigen,  welche  den  oben  angeführten  Beispielen  ent- 
sprechen. 


Bemerkimg:. 

Eine  ünstetdgkeit  der  Function  kann  scheinbar  auch  dadurch  ein- 
treten, dass  die  Werthe  von  y  imaginär  werden,  wenn  x  das  Intervall 
von  xi  bis  x^  durchläuft.    Ist  z.  B. 


Mg. 
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so  ist  y  nur  reell,  so  lange  x^  ^  a*  ist;  y  wird  dagegen  imagin&r,  wenn 
x*<  a*  ist,  wenn  also 

'-a<x<'\-a. 

Für  die  Werthe  von  «  3=  —  a 
bis  X  «=  -+-  o  wird  deshalb  die  Curve 
onterbrochen«  wie  man  aus  Fig.  17 
endeht  Trotzdem  darf  man  diesen 
Fall  nicht  als  eine  Unstetigkeit  be- 
trachten, wie  bei  der  Theorie  der 
complexen  Grossen  gezeigt  werden 
soll  Vorläufig,  kommt  t&brigens 
dieser  Fall  nicht  in  Betracht,  weil 
Dor  reelle  Werthe  der  Functionen 
berOcksichtigt  werden  sollen,  wenn 
nicht  ausdrücklich  das  G^entheil 
gesagt  wird. 

Mao  kann  den  Begriff  der  Stetigkeit,  ganz  unabhängig  von 
der  geometrischen  Anschauung,  in  folgender  Weise  erklären: 

Eine  Function 

y  ^A'^) 

hmst  für  solche  Werthe  von  x  stetig ^  für  welche  die  Differenz 

mit  den  positiven  Grössen  d  und  e  zugleich  verschtoindend  kletff 
wird, 

Ist  z.  B. 
/(.)=^,  also  /(^+e)  =  -/,-_:_,'fi^^  =  -_]~' 

SO  wird 

j^       1  .  1  _.^ -(J  +  g) 

x+e — a      X — d — a      (x — a)*  +  (e — d)(x — a) — öe 

Dieser  Ausdruck  wird  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend 
klein,  so  lange  x  von  a  verschieden  ist.  Wird  aber  x  gleich  a, 
so  ist  ' 

"^--^dJ       -6+d 

ein  Ausdruck,  der  für  unendlich  kleine  Werthe   von  d  und  £ 
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sogar  unendlich  gross  wird.     Die  Function  ist  deshalb  für  x 
gleich  a  unstetig. 

Ist 
fix)  =  tga-,    also  f{x  +  €)  -  tgfa:  +  €),  Ax  —  (J)  =  tg(T  —  d  ^. 
so  wird 

J  =  tg(a:  +  c)  —  tg(a;  —  (J)  = ; — ,    \        / rr  • 

^^  ^         ^^  ^        COS(a;  +  €)C0S(a:  —  ö) 

Dieser  Ausdruck  wird  mit  J  und  £  zugleich  unendlich  klein, 
wenn 

•  TT 

denn  dann  ist  cosa:  von  0  verschieden.    Wird  aber  x  gleich  -   ' 
so  ist 

cos(—  +  fij=  —  sine,     cos(  —  —  (Jj=  sind, 

also 

_  — sin((?  -h£)_  —  sind  cose  —  cosrfsin« 
*~     sind  sine     ""  sind  sine 

oder 

J  =  —  ctgd  — ctge, 

ein  Ausdruck,  welcher  für  unendlich  kleine  Werthe  von  d  und  £ 

gleich  —  oo  wird.    Die  Function  tga;  ist  daher  ftir  z  gleich  - 

tittstetig. 
Ist 

f{x)  =  y  ,    also  fix  +  £)  =  —^~y  ,  fix  -  d)  =  -^^ , 

so  wird 

. 1 1 —  2x(d  +  e)  +  fi  —  e^ 

'^(x  +  ey       (a:  — d)2~        ^a:  +  €y{x  —  dy.      '' 

Für  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0  verschieden  sind,  wird 
dieser  Ausdruck  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein;  ist 
aber  z  =  0,  so  wird 
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und  nimmt  beliebig  gi-osse  Werthe  an,  wenn  d  und  e  hinreichend 
klein  mid  von  einander  verschieden  sind;  d.  h.  y  wird  für  x=  i) 

'i/i-y  fetig.  « 

Ist 

±  _i  1 

/(/)  = -,   also/(a;  +  £)= ~,f(x—d)=: ^   , 

1  +  ö*  1  +  a^  1+a'-^ 

so  wird 

1  1 


J  =  - 


^»+«  ^»-d 


I  j    ' 

1  +  ö"^*       1  +  a*-^ 
also  für  a:  =  0  wird 

__      a'  a    ^ 

1+a-        1  +  a    «^ 

Setzt  man  der  Kürze  wegen  ä  =  «,     =  /5^,  so  erhält  man 

0  e 

^  _  _a^ a^_     _        1  a"" 

""  1  +  a'*         1+  a""  ""  1  +  a"'*       1  +  tf""'' 

Nun  werden  aber  «  und  ß  unendlich  gross,  wenn  d  und  e 
unendlich  klein  werden.    Aus 

lima-*'  =  lim  -  =  0,  lima-i*  =  lim  -^  =  0 

U^  daher 

lim^  =  1; 
d.  h.  y  wird  für  a;  =  0  unstetig. 

Satz  1.*)  Änrf  rf/^  Functionen  f{z)  und  g{x)  in  dem  Intervall 
f^on  Xi  bis  X2  endlich  und  stetig^   so   sind  auch   die  Functionen 

*)  SoUten  die  hier  folgenden  Sätze  1  bis  14  dem  Anfänger  noch  zu 
schwer  sein,  so  können  sie  vorläufig  übergangen  werden;  der  Leser 
mtiss  aber  bei  den  späteren  Untersuchungen  beachten,  dass  die  Stetty- 
^fit  der  Functionen  fär  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x  vor- 
»ösgesetzt  wird,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  ist. 
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f(x)  +  g{x)  und  f{x)  —  g{x)   in  diesem   Intervalle  endlich   un^l 
stetig. 

Beweis.    Nach  Voraussetzaug  werden 

(7.)    J,=f(x  +  6)—f(x  —  d),     J^=^g(x  +  e)—g(x  —  d) 

mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch 

J  =  [f{x+  e)dzg{x  +  e)]  —  [f{x-d)^g(x  —  d)]  =  zT,  ±  ^,. 

Satz  2.  Sind  die  Fwicfionen  f{x)  u?id  g(x)  in  dem  Lit^r- 
vaüe  ton  Xi  bis  x^  endlich  und  stetig^  so  ist  auch  die  Function 
F{x)  =f{x).g{x)  in  diesem  Intervalle  endlich  und  stetig. 

Beweis.  Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  wie  in 
den  Gleichungen  (7.),  so  erhält  man 

J=F(x  +  €)—F(x—ä)  ^f{x+B).g{x  +  e)—f{x—d).g{x—ö. 
=/(^  +  ^)'9{x'{'e)—f{x—d).g{x  +  e)  + 

f{x  —  5) . g{x  +  e)  -f(x  —  d).g{x  —  d) 
+  Ji.g(x  +  €)  +  Jt  ^f(x  —  S). 

Nach  Voraussetzung  sind/(a;  —  d),  g{x  +  e)  endliche  Grössen, 
und  ^1,  J^  werden  verschwindend  klein  zugleich  mit  d  und  «, 
folglich  auch  J, 

S«tz  3.  Jede  ganze  rationale  Function  von  x  ist  stetig  für 
aäe  endlichen  Werthe  voti  x. 

Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  ganzen  rationalen  Func- 
tionen aus  der  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen 
nur  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
werden. 

Satz  4.     Sind  die  Functionen  f{x)  und  g{x)  in  dem  Intercall 

von  Xi  bis  xt  endlich  und  stetig^  und  bleibt  g{x)  in  diesem  Int^i- 

volle  entweder  beständig  positiv   oder  beständig  negativ,   so  üf 

fix) 
auch  die  Function  F\x)  ■=^^  y  {  in  diesem  Intervalle  endlich  und 

stetig. 
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Beweis.    Hier  ist 

^         ^         ^         ^     g(x  +  e)     g(x  —  d) 
^gJx  —  S)  .fix  +  e)  —g(x  +  6)  .fix  —  ö) 

g{x  +  B).g{x  —  d) 
_  g{x  —  d)  .fix  +  g)  —  g(x  —  8)  .fix  —  d) 

g{X'{'  e).gix  —  d) 

oder,  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen  anwendet  wie  in  den 
Gleichungen  (?•), 

^  __  Jj  .  gjx  —  d)  —  Jt  .fix  —  S)  ^ 
""  g(x  +  e) .  g{x  —  d) 

Nach  Voraussetzung  werden  Ji^  J%  mit  8  und  e  zugleich 
verschwindend  klein,  folglich  auch  z/,  da  ^(a:  —  8)  und  ^(a;  +  e) 
nach  Voraussetzung  von  0  verschieden  sind. 

fix) 
Sab  5.     Der  Quotient  —r4  zweier  ganzen  rationalen  Func- 

g{x) 

tionen  fix)  und  g{x)  kann  nur  für  diejenigen   Werthe  von  x 
üMt^ig  werden^  für  welche  g{x)  gleich  0  tcird. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  4. 

Da  man  jede  gebrochene  rationale  Function  als  Quotienten 
zweier  ganzen  rationalen  Functionen  darstellen  kann,  so  findet 
man  aus  Satz  5,  för  welche  Werthe  von  x  die  gebrochenen 
rationalen  Functionen  stetig  sind  oder  nicht. 

Satz  6.  Die  n^  Wurzel  aus  einer  endlichen  stetigen  Function 
ßx)  ist  wieder  endlich  und  stetig j^) 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  wird 

J,=f(x  +  a)-f{x-d) 
mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein.    Setzt  man  nun 


*)  Ist  n  gerade,   so  möge  bei  diesem  Satze  x  auf  solche  Werthe 
beschränkt  werden,  för  welche  f{x)  >  0  ist. 

Kiepert,  Differentiai-Beclinung.  4 
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Vr{x  +  a)  =  u,    Yf(^x-Ö)  =  v, 
SO  ist  nachzuweisen,  dass  auch 

J  :=ZU  —  c 

verschAvIndend  klein  wird. 

Ist  zunächst /(a:)^  0,  so  kann  man  d  und  a  so  klein 
machen,  dass /(a:  +  e)  und /(.r  —  d)  dasselbe  Zeichen  haben 
wie  f{x)\  dann  muss  man  auch  den  Grössen  u  und  v  das  gleiche 
Zeichen  geben.    Deshalb  sind  in 

die  Grössen  w"-"S  w^-^t-,  ...«©"-^^   c*-*  alle  von  0  verschieden 
und  haben  sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  ist 

S  —  w»»-!  +  w--2^  H 1-  w«?"-2  +  c'^i  ^  0, 

und 

«'*  —  c"      ^, 

wdrd  mit  rf  und  «  zugleich  verschwindend  klein. 

Ist  /(.r)  =  0,  so  sind  f{x  +  a)  und  /(a:  —  rf)  einzehi  beliebig 
klein  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  d  und  f,  folglich  aucb 
u,  V  und  Jj  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  u  und  t?  beide  reelle 
Grössen  sind. 

Dieser  Satz  giebt  Aufschluss  über  die  Stetigkeit  der  irratio- 
naJeyi  Functionen. 

Satz  7.  Die  Fu7ictionen  sina:  und  cos x  sind  för  alle  TVert/u 
von  X  stetig. 

Beweis.    Für  y  =  sina:  \md 

J  =  %\\\[x  +  £)  —  sin(^  —  S)  =  2sinf — ^  —  jcosLr  +  ^-^  -  )  • 

Dabei  liegt  cosLr  +  -        -j  zwischen  — 1  und   4-  1,  und 

sinf      -— j  wird  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  mit  d  und  i 

zugleich  vei-sch windend  klein,  folglich  auch  ^. 
Fiur  y  =  cosi-  wü'd 

J  =  cos(a:  +  £)  —  cos(.r  —  (J)  =  —  2sinf  — ^  ^  jsinf  a:  +  --~--  \ 
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Auch  hier  liegt  sin(  a-  +  — ^^  j  zwischen    —  1   und   +  1 , 

mirl  sinT    y  jwlrd  mit  <J  und  e  verschwindend  klein,  folglich 

auch  J. 

sin^ 
Satz  8.     Die  Function  \jgz  =      —  wird  nur  für  diejenigen 

Weiihe  von  x  unstetig^  für  welche  cosa:  gleich  0  wird^  also  für 

r=:i=— 7  zb-T>  dz-      ?  •'•>    und  die  runciton  ctg^r  =  -, — 
2  2  2  ^         smx 

in'rd  nur  für   diejenigen    Werihe    von  x   unstetig  ^  für    welche 

<w\z  =  0  wird,  also  für  a:  =  0,  dr  tt,  ±  27r,  .... 

Der  Beweis  folgt  ohne  Weiteres  aus  den  Sätzen  5  und  7. 

Satz  9.     Die  Functioti  a*  ist  stetig  für  alle  endlichen  Wei'ihe 

cön  X. 

Beweis.    Für  y  =  a-»^  ist 

J  =  «'+*  —  «'-<>  =r  a'  .a'  ——^=  a^(a* \  - 

Nun  ist 

limo^  =  1,         lima*  =  l, 

li'l?lich  wird  J  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Satz  10.     Die  Functionen  arcsina;  und  arccosa;  sind  stetig^ 
trenn  —  1  <  x  <  +  1  ist. 

Beweis.    Ist  y  =  ai*csin:r  und  setzt  man 

u  =  arcsinfa;  +  e),    v  =  arcsin(a:  —  d), 
s«)  \sird 

J  =  arcsin(a:  +  e)  —  arcsin(a:  —  6)=zu  —  v. 
Dabei   kann   man  d  und  e  so  klein    machen,   dass   auch 
—  l<2r  —  <J<a:  +  e<+l  ist.    Dies  giebt 

sinw  =  :r  +  €,    sint?  =  x  —  d, 
wobei  u  und  c  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

-2<"<+2'     —2<'<^'2' 
also 

4* 
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—  n<u  +  v<+n,     oder     —  2^<— g"  <+2^ 
Nun  wird 

sin«^  —  sine  =  d  +  e  =  2sin(  -^  -jcosf--_     jf 

sinC  -^     )  = ;; — r— »  Jz=u—v=:  2arcsim — I; 

da  cosf  --— )  von  0  verschieden  ist,  so  wird ; — : — -  mit 

2cos(--) 

d  und  €  zugleich  verschwindend  klein,  also  auch  J. 

Dadurch  ist  die  Stetigkeit  der  Function  arcsina:  bewiesen* 
aus  der  sich  auch  die  Stetigkeit  von  arccosa;  in  folgender  Weise- 
ergiebt.    Es  sei 

y  =  aresin  .r,    z  =  arccosar, 
dann  wird 

X  =  siny  =  cos«  =  ^s(-  —  y  j . 
Deshalb  kann  man  2;  so  bestimmen,  dass 

TT  .  TT  , 

z  =  " —  y,    oder    arccosa:  =  -  —  arcsm^r 
2       ^'  2 

wird,  und  zwar  durchläuft  z  alle  Werthe  von  n  bis  0,  wenn  y  alle 
Werthe  von  — -    bis  +1   <iurchläuft. 

Satz  11.  Die  Functionen  arctga:  und  arcctga:  sind  für  alle- 
endlichen  JVerfke  von  x  stetig. 

Beweis.    Ist  y  =  arctgo:.  und  setzt  man 

u  =  arctg(a:  +  6),     t;  =  arctg(a:  —  d\ 
so  wird 

J  =  arctg(a:  +  e)  —  arctg(r  —  cJ)  =  w  —  t?. 

Dabei  kann  man  u  und  v  so  wählen,  dass 
ist.    Dies  giebt 
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gu=x+  e,     tgr 
tgw  —  tgv  =  <J  +  e  =  - 


tgM=z^-^,     tgr  =  ar  — d, 
sinf«  —  v) 


cosucost? 
sm(w  —  i?)  =  (d  +  e) .  costt  cosc, 
^  =  M  —  c  =  arcsin[(d  +  c) .  cosw  cosc], 
folglich  ^ird  J  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Aus  der  Stetigkeit  von  arctgo;  ergiebt  sich  dann  auch  die 
Stetigkeit  von  arcctgx  in  folgender  Weise.    Es  sei 

y  =  arctga-,     z  =  arcctga-, 
4aim  wird 

:r  =  tgy  =  Ctgz  =  ctg(^  ~  V' 
Deshalb  kann  man  z  so  bestimmen,  dass 

c  =  -  —  y,    oder    arcctgar  =  -  —  arctga; 

wird,  und  zwar  durchläuft  z  alle  Werthe  von  n  bis  0,  wenn  y  alle 

Berthe  von  —  ^  bis  +  ^  durchläuft. 
2  2 

Satz  12.     Die  Function  logx  ist  stetig  für  alle  endlichen y 

positiven  Werthe  von  x. 

Beweis.    Ist  y  =  loga-,  so  wird 

^  =  log(:r  +  *)  -  lo^(:r  -  (J)  ==  log(^^)  =  log(l  +  ^-^^ 

Da  nun,  so  lange  a?  >  0  bleibt, 

lim  logfl  +  -  ^5)  =  logl  =  0 

^t,  SO  wird  J  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Bei  den  folgenden  Betrachtungen  ist  es  von  grosser  Wichtig- 
keit, ob  die  Functionen,  mit  denen  man  operirt,  stetig  sind  oder 
^cU,  weil  die  meisten  Sätze,  die  hergeleitet  werden  sollen,  nur 
ffir  stetige  Functionen  gelten. 

Satz  13.  ht  die  Function  /(ar)  für  aUe  Werthe  von  x 
^^schen  xi  und  Xt  reell  und  stetig,  und  ist 
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so  gieht  es  zicischen  x\   und  xt   mindestens  einen   Werth  con  x^ 
für  tcelchen  fix)  gleich  0  mrd. 

Beweis.    Am  leichtesten  erkennt  man  die  Richtigkeit  des 
Satzes  ans  der  geometrischen  Darstellung.    Setzt  man  nämlich 

80  entspricht  den  Coordinaten  a-i,  y\  ein  Pnnkt  Pi  auf  der  nega- 

Uten  Seite,  und  den  Coordinaten  ts,  yt  entspricht  ein  Pnnkt  /? 

Fig.  18.  auf  der  positiven  Seite  der  X-Axe 

(^vergl.   Fig.  18).      Da   nun    die 

Curve,     welche     der    Gleichung 

y  =/(j:)  entspricht,  zwischen  den 

Punkten  Pi  und  P^  stetig  verläuft, 

i  so  muss  sie  die  X-Axe  zwischen 

-^ X    den  Punkten   Qi    und   Qa    min- 

'  /  *  destens  in  einem  Punkte  Q  schnei- 

J^  den,  um  von  der  negativen  Seite 

der  X-Axe  auf  die  positive  zu 
gelangen.  0Q  =  x  ist  dann  der  Werth  von  x^  für  welchen 
f(x)  =  0  wird. 

Man  kann  aber  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geo- 
metrischen Darstellung  fuhren. 

Es  sei  xz  >  Xij  und  es  werde  die  Differenz  Zi  —  xi  in  zwei 
gleiche  Theile  A  getheilt,  so  dass 

Xi  —  xi  =  2h,     oder     h  =  — ^^-^ 

wird.    I8t/(2'i  +  A)  =  0,  so  ist  der  Satz  schon  bewiesen;  ist 
dagegen  f(xi  +  A)  >  0,  so  setze  man 

xi  =  0:3,    ari  +  A  =  X4, 
und  ist  f{xi  +  A)  <  0,  so  setze  man 

xi  +  h=^  Xz,     ari  +  2A  =  xj  =  X4. 
In  beiden  FäUen  ist 

/(^3)<0,    /(a-4)>0, 
wobei  aber  das  Intervall  von  x^  bis  2-4  halb  so  gi'oss  ist  wie 
das  zwischen  xi  und  X2.    Setzt  man  jetzt 
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üT^  —  xs  =  2Äi,     oder    hi  =  -^ — -  > 

so  ist  der  Satz  bewiesen ,  wenn  /{x^  +  Äi)  =  0  wird.  Ist  da- 
gegen f{xz  +  hl)  >  0,  so  setze  man 

^8  =  ^5,     ^3  +  hi  =  Xe, 
xmi  ist  f(xs  +  Ai)<  0,  so  setze  man 

In  beiden  Fällen  ist     ■ 

/(^5)<0,    /(^e)>0, 
wobei  aber  das  Intervall  zwischen  Xf,  und  are  viermal  kleiner  ist 
als  das  Intervall  zwischen  x^  und  x^. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  entweder 
/! Ji«-i  +  Ä„_i)  =  0,  oder 

/(^2n+l)<0,     /(>2n+2)>0, 

wobei  das  Intervall  zwischen  a-2«+i  und  x^n^^  (2")*®^  mal  kleiner 
ist  als  das  ZAvischen  x^  und  x<i.  Da  aber  die  Function  für  die 
betrachteten  Werthe  von  x  stetig  ist,  so  wird  der  Unterschied 
zwischen  /(a:2i.+i)  und  f{x^n\%)  beliebig  klein,  wenn  man  nur 
n  hinreichend  gross  macht,  folglich  ist  erst  recht  der  Unterschied 
zwischen  0  und /(a:2»-}-i),  oder  zwischen  0  und/(ar2n+2)  beliebig 
klein,  d.  h. 

lim  /(iTan+i)  =  lim  f{x^n^^  =  0. 

n=oo  nsoo 

Der  Satz  gilt  auch  noch,  wenn 

/(2-,)>0    und   f{x^<^ 
ist.    Der  Beweis  wird  dann  in  ganz  ähnlicher  Weise  geffthrt 
wie  vorhin. 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar  noch  folgenden  allgemeineren 

Satz  14.  ht  die  Function  f{x)  für  alle  Werthe  ton  x 
zwischen  Xi  und  x^  reell  und  stetig^  so  wird  f{x)  Jeden  Werth 
zwischen  f{x^  und /{x^)  mindestens  einmal  annehmen^  wenn  x 
alle  Werthe  zwischen  Xi  und  X2  durchläuft. 

Beweis.  Ist  M  irgend  ein  Werth  zwischen  f(x^  und  f{xi\ 
£st  also  entweder 
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f{x,)<M<f{x,\ 
oder 

SO  bilde  man  die  Function 

F{x)^f{x)-M, 
welche  zwischen  x^  und  x^  stetig  ist  und  sicher  das  Zeichen 
wechselt. 

Für  F{x)  gelten  daher  genau  dieselben  Voraussetzung^en  wie 
in  dem  vorigen  Satze  fui-  f{x).  Deshalb  giebt  es  in  dem  Intervall 
von  xx  bis  X2  mindestens  einen  Werth  von  x^  fiir  welchen  F{x) 
gleich  0  wird.    Dieser  Werth  sei  5,  dann  ist 

also 

fit)  =  M, 
was  zu  beweisen  war. 


Httlfssfttze  aus  der  algebraischen  Analysis. 


j 


§9- 

Der  binomische  Lehrsatz  für  positive,  ganzzahlige 
Exponenten. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  6—10.) 

Es  sei 

fn  /'"^  -  »(»  —  1)  (»  -  2) . . .  (w  —  A  +  1) 

■''  \k/~  1.2.3.. .* 

vo  k  me  positive,  ganze  Zahl  sein  möge,  wahrend  »  auch  negativ 

und  gebrochen  sein  darf;  dann  gelten  f&r  die  durch  Gleichung  (1.) 

erklärten  Grössen,  welche  man  „Binomial-Coefßcienten'*  nennt, 

die  folgenden  Sätze: 

Satz  1. 

'^•'         C)<.",Kt')- 

Der  Beweis  möge  zunächst  für  einige  besondere  Fälle  darch- 
gefthrt  werden. 

1.  Beispiel.    Es  ist 

/10\      /10\  ^  10.9.8.7       10  .  9  .  8 

\^)'^\z)        1.2.3.4   ■*"  1.2.3 

_  10  ,  9  .  8  .  7  10.9.8.4 
"  1.2.3.4  "^  1.2.3.4 
_  10.9.8(7  +4)  ^  11.10.9 
"       1.2.3.4        "    1.2.3.4 


HD- 


58   §  9.    Der  binomische  Lehrsatz  für  positive,  ganzzahlige  Exponenten. 

2.  Beispiel. 

{^\4.{^\=  ^iJ  '^'5.4.3       9.8.7.6.5.4 
\7/"*"\6/""  1 .  2  .  3  .  4  .  5  .  6  .7  "•■  1  .  2  .  3  .  4  .  5  .^ 

9.8.7.6.5.4.39.8.7.6.5.4.7 


1.2.3.4.5.6.7  '    1.2.3.4.5.6.7 
^  9  .8.7.6.5.4(3  +  7)  ^  10. 9. 8. 7.6.5,4 
1.2. 3. 4. 5. 6. 7      ""1.2.3.4.5.6.7 


=c;)- 


Allgemeiner  Beweis. 

^  n{n—l)...(n  —  i  +  2)  (w  —  k+1) 
~  1 .  2  . . .  (Ä  —  l)>t 

n(n—l)...(n  —  /c+2) 
1.2...{k  —  l) 

n{n—l)...(n  —  X^  +  2)  (7i  —  k+  1) 


+ 


+ 


1 .  2  . . .  (Ä  —  l)* 


1 .  2  . . .  (A  —  1)A 
_  n(n—l)..,(n  —  k  +  2)  (w_— A+  1 +^) 
•  ^  1.2.3...'(I— l)it 

^  («  +  l);i(n—  1)  .^«  +1— /:+i)  ^  /„  +  ix 
1.2.3...(A— l)>fc  \    k    J' 

Ist  7»  eine  positive^  ganze  Zahl,  so  folgt  aus  Gleichung  (1.) 
unmittelbar  noch  der  folgende  Satz  2: 

<»•)         ©=(»-.)■ 

Auch  hier  möge  der  Beweis  des  Satzes  zunächst  durch  ein 
Zahlenbeispiel  erläutert  werden.    Es  ist 

6.5.4         8.7.6.5.4      3.2.1 


/8\       8.7 
\5y       1.2 


3.4.5         1.2.3.4.5       1.2.3 
8.7.6      5.4.3.2.1        8.7.6 


1.2.3      1.2.3.4.5        1.2.3 


=(a)- 
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(>■ 


Allgemeiner  Beweis.    Es  ist 

n(n  —  1)  (n  —  2) . . .  (n  —  >t  +  1) 
1  .  2  .  3  . . .  A 
_  n(n—l)(n—2)...(n—&  +  1)  ^  i7i—k){n—k  —  l)...S.2.1. 

1.2.3...Ä  '  l,2.S...{n  —  A) 

_  Mn  —  l)(n  —  2),..{k+  1)     k{i  —  l).,.S.2.1 
""  1.2.S...(«  — Aj  '  1.2.3...  {,/c—l)k 

_  n(n—l){n  —  2) . .  .Jk  +  1) 
■"  1.2.3..".(»  — it) 

oder,  da  ii  +  1  gleich  »  —  (»  —  A)  +  1  ist, 

U)"U  — *)• 

Der  Gleichung  (3.)  entsprechend,  setze  man 
dann  gilt  die  Gleichung  (2.)  auch  noch  für  A  =  1,  d.  h.  es  wird 

'-'    (")+(:)="+ -"-^=("t')- 

Satz  3.     Wenn  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist,  so  sind  die^ 
Binamial'Coefficienten  ebenfalls  positive,  ganze  Zahlen. 

Beweis.    Aus  den  Gleichungen 

erkennt  man,  dass  der  Satz  für  m  gleich  2  richtig  ist.  Durch 
den  Schluss  von  n  auf  n  +  1  findet  man  dann ,  dass  der  Satz 
allgemein  richtig  ist;  d.  h.  man  setzt  voraus,  dass  der  Satz 
be\siesen  sei  für  einen  bestimmten  Werth  von  m,  nämlich  für 
m  gleich  «,  und  zeigt,  dass  er  dann  auch  für  m  gleich  «  +  1 

richtig  bleibt.     In  der  That,  sind  Cl\  und  (t_^.)  positive,. 

ganze  Zahlen,  so  folgt  aus  der  Gleichung 


CM.-.)=Ct') 
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3.    Das  Product  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  k  wird  „k-JFaktdttit' 
genannt  und  mit  A;!  bezeichnet.    Es  ist  daher 

k\==l,2.S.,.(k-l)k; 
da 

(^A-_1)!«1.2.3...(Ä-1) 
ist,  so  besteht  die  Gleichung 

kl^{k  —  l)\k. 


Durch  Aliwendung  der  Formel 


kann  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  w*  eine  positive, 
ganze  Zahl  ist,  die  Gleichung  (4.)  noch  auf  eine  einfachere  Form 
bringen;  es  wu'd  nämlich 

(:)=■■  G-0=a).  (»->(")■••■ 

und  deshalb 

(6.)  (1  +  ^r  = 

^+(T>+(2y+--+(2K*+(Ty-*  +  --- 

Satz  5.  Es  sind  also  Je  zwei  Co'efßdenten  in  der  EnttpicAe' 
lang  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  eiiiander  gleich^  tvenn  sie 
zu  Gliedern  gehören^  von  denen  das  eine  ebefiso  weit  vom  A^n- 
fange  icie  das  andere  vom  Ende  absteht. 

Beispiele. 

(1  +  a:)*  =  1  +  4a:  +  ßx^  +  4:X^  +  x^, 

(1  +x)^=l  +  bx  +  10:r2  ^  iQ^^i  ^  5^4  +  ^r^, 

(i  +xf=l  +  ßz+  15x^  +  20a;3  +  15^4  +  ea:^  4-  x^, 

(1  +  :r)"  =  1  +  7i-  +  21a:2  ^  35^3  +  35^  ^  2Lr^  +  ^^^  +  a-', 

Setzt  man  in  Gleichung  (6.) 

_  b 
a 
und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a*",   so  erhält 
man 
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oder 

(7.)       (ö  +  i)-  =  a"»  +  C^^\a^-^b  +  (o  )«*"""*'  +  • '  • 

Satz  6.     2)«tf  Potenz    eines  unächten  Bruches  tcird  beliebig 
gross,  wenn  man  den  Exponenten  hinreichend  gross  macht. 

Beweis.    Es  sei 

ö  >  Ä  >  0,     also    tf  —  ^  =  c>0,     a=rÄ  +  r, 

a  c 

dann  ist  -.-  ein  unächter  Brach.    Bezeichnet  man  ,    mit  z.  so 
0  o 

ist  X  gleichfalls  positiv,  und  man  erhält 

följ^iich  ist 

>  1  +  ^^, 


GT 


denn  die  Gheder  --       ^  x*-,     -^-.-J-.. —    x^,  .  .  .  sind 

nach  Satz  3  alle  positiv,  wenn  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 
Da  man  nun  aber  durch  Vergrösserung  von  m  den  Aus- 

diTick  1  +  mx  beliebig  gross  machen  kann,  so  wird  lA  für 

Würeichend  grosse  Weilhe  von  m  erst  recht  beliebig  gross,  oder 
mit  anderen  Worten: 

Wird  m  unendlich  gross,  so  tcird  auch  l     j  unefidlich  gross. 

Sab  7.     l)ie  Potenz  eines  ächten  Bruches  wird  beliebig  ilein, 
^enn  man  defi  Expedienten  hinreichend  gross  macht. 
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Beweis.    Es  sei  wieder  a>b>0,  also       ein  achter  Bruch: 
dann  wird 


^'^  °[il^  (ir  ■ 


Da  hierbei  ^  ein  unächter  Bruch  ist,   so  wird  nach  dem 

vorhergehenden  Satze  (^  j  für  hinreichend  grosse  Werthe  von 

m  beliebig  gross,  folglich  wird  (    j    beliebig   klein,   oder  mit 
anderen  Worten: 

Wird  m  unefidlich  ffross,  so  wird  (     )    unendlich  Hein. 

Die  Sätze  6  und  7  sind  zunächst  unter  der  Voraussetzung 
bewiesen  worden,  dass  a  und  b  positiv  sind;  weil  aber 

(-:)■=(-')■(!)"= -G)" 

wird,   so  gelten  sie  auch  noch,  wenn  eine  der  beiden  Zahlen 
negativ  ist. 

§  10. 

Geometrische  Progressionen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  11,  IIa  und  12.) 

Die  Reihe  der  Zahlen 

Ay  Apj  Ap^, . . .  Ap*^-  ^ 
heisst  eine  ^^geometrische  Reihe^  oder  „geometrische  Progression^. 
Die  Anzahl  ihrer  Glieder  beträgt  n\   die  Summe  derselben  ist 
leicht  zu  bilden.    Setzt  man  nämlich 

(1.)  S^A  +  Ap  +  Ap'^^ h  Ap'^^ 

so  wird 

pS=^  Ap  +  Af  -\ 1-  Ap""-^  +  Ap^, 

also 
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S  —  pS=  S(l—p)^A  —  Ap'', 

.2..  S=::^'^rj. 

1—p 

Beispiel.     Es  sei 

13.1       S  =  ari*-*  +  xiti*-*  +  x^xi*"^  H +  x^'-^xi  +  3^^, 

dann  wiitl 


"'-'('- ^■)      „: 


*         *  Xl  '  X  Xx  X 

Xl 

Noch  leichter  findet  man  dieses  Resultat  in  folgender  Weise. 
Es  ist 

Sri  =  a?i*  +  xxi"*-^  +  x^xi"^^  H h  a:"-*^:,, 

Sx  =  ÄTt*"-*  +  x^Xi*^*  +  •  •  •  +  x'^^xi  +  a:", 

also 

Sxi—Sx=  S{xi  —x)  =  a;i*  —  af, 


4.)  ^^^,H_^n 

a:i  —  X 

Bisher  war  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  n  eine 
f^^dUche  (positive,  ganze)  Zahl  ist.  Ist  aber  p  ein  ächter 
Bruch  y  so  behält  S  auch  noch  eine  bestimmte  Bedeutung, 
wenn  n  unendlich  gross  wird.  Es  ist  dann  nämlich  nach  Satz  6 
des  vorhergehenden  Paragraphen 

lim/)"  =  0, 


folglich  wird 
5.1  5'=  A  +  Ap  +  Ap^  +  Ap^+"'=^  -^ 

Beispiele.    1)  Es  ist 


2 
Kiepert,  DifferMitial-ReohDaoK  5 
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Wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  (    )  =0,  also 


l+l  +  4+8+"-  =  2- 


2)  Es  ist 

1  — 


1,1.       ^1  VsV      3r      ZIVI 


wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  ( — )  =0,  also 

^3^9^  27^  2 

3)  Es  ist 

_   7         7  7 

0,7777 10  "^  100  ""  '"TÖ^ 

10*"       J^        9L       vio/J^ 

10 
wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  ( — )  =  0,    also 

0,777..,=  ^. 


BemerkuiMir* 

Die  Summe 

S^  A'\-Ap'\-Ap^'\- '"in  inf. 
hat  unendlich  viele  Glieder,  aber  trotzdem  einen  endlichen  Werth.  Mai 
nennt  eine  solche  Summe  mit  unendlich  vielen  Gliedern,  welche  einei 
bestimmten,  endlichen  Werth  hat,  eine  ^yCnnvergente  (unendliche)  Reihe*' 
Später  wird  noch  ausführlich  von  der  Convergenz  der  Jteihen  die 
Bede  sein. 
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§  11. 

Erklärung  der  Zahl  e. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  13  und  14.) 

Setzt  man  in  der  Gleichmig 

,^n—l)(n-2)...{n-k  +  l) 
+  1.2.3...*  x'-i---: 

X  gleich  -  >  so  erhält  man 

^•'V^nJ      ^^l    «^    1.2       »«^       1.2.3  «»^ 

>i(n— l)(n  — 2)...(»  — *  +  1)     1 
"^  1  . 2  .  8  . .  .'X:  '»*"*"" 


0-i)0-:-)-(-*-^0. 


1.2.3.../fc  ^        • 

Es  soll  nun  der  Werth  vonf  1  +  -)  bestimmt  werden,  wenn 

n  unendlich  gross  wird,    wobei  aber  n  zunächst  auf  positive^ 
ganzzahlige  Werthe  beschränkt  sein  möge. 

Bezeichnet  man  den  gesuchten  Grenzwerth  mit  e,  so  ist  also 
(2.)  e  =  lim  (l  +  -T. 

n=oo\  W/ 

Zur  Berechnung  dieses  Grenzwerthes  trenne  man  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (1.)  die  ersten  k  +  l  Glieder  ab 
und  nenne  ihre  Summe  Su,  während  die  Summe  aller  übrigen 
Glieder  Stf  heissen  möge;  es  ist  dann 

ö* 
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/4\  oi_\  ~^/\  ~n/"^\           n    )\~n) 

^*-^  *  ""                     l.'2.3...Ä(>fc+~l)     "     ~       '^**' 

und 

(5.)  i9  =  limÄi  +  limÄA'. 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  >t   eine  endliche  Zahl   ist. 
werden  die  Grössen 

12      3  k—l 

—  )       ,       j   •  •  • 

n       n       n  n 

sämmtlich  imendUch  klein,  wenn  n  unendlich  gross  wii'd;   die 

Factoren 

12  3  k—l 

1 >   1 ->   1 }    •••1  — 

n  n  n  n 

werden  deshalb  alle  gleich  1,  so  dass  man  erhält 

^"^**  =  i  +  I+r;2  +  i.b  +  ---+ 1.2.3.. .>f 

oder 

(6.)  lün'^*=l  +  l!  +  2^^-3!  +  •••+i!• 

Denselben  Schluss  darf  man  aber  nicht  bei  sänmitlicheu 
Gliedern  von  Sk  machen,  denn  in  den  späteren  Gliedern  von 
Sk  hat  der  Zähler  auch  Factoren  von  der  Form 

1-*", 

n 
bei  denen  nicht  noi-  n  unendlich  gross  wird,   sondern  auch  m. 
Ist  z.  B.  m  gleich  ^n,  so  wird  stets,  wie  gross  auch  »  werden 
mag, 

«22* 
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und  ist  m  >  -   »    so  wird  sogar  lim      >  ^  ?    also 

«=oo\         nj      2 

WoUte  man  daher  auch  bei  den  sämmtlichen  Gliedern  von 
Sk  die  Factoren  der  Zähler  alle  gleich  1  setzen,  so  würde  man 
die  Zähler  zu  gross  machen.  Setzt  man  trotzdem  die  Factoren 
der  Zähler  alle  gleich  1 .  so  wird  aus  der  Oleichung  (4.)  eine 
Ungleichung^  nämlich 

(7.,,       \mSu'  <  (^  +  1) ,  +  (-,T-|-2yT  +  lk  +  3)!  +  ' ' '' 

oder,  weil 

(*  + 2)!  =  (*+!)!<* +  2), 

(A  +  3,)!=(A  +  l)!(A  +  2)(>t  +  3), 


ist, 

ca.)  Ü.5.'  <  ^_  [i  +  -^-  +  -  ^^^^^  +  ...]. 

'        Nun  ist  aber 

Z -f-  2      Ä  +  1  '    (A  +  2)  (X-  +  3)      (A  +  1)« '  "  ' ' 
folglich  wird  die  Unglächiing  (7a.)  noch  verstärkt,  wenn  man 

*+i  '****  *i2'  wh?  "^^  {k  +  WF^-^^  •••  ««^^ 

Dadurch  erhält  man 

18.)      limÄ*<   ,    --    .[1+  .  "^      H ^       +•••!• 

Der  AusdiTick  in  der  eckigen  Klammer  ist  hierbei  eine 
geometrische  Progression 

die  sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,  deren  Summe  sich  aber 
leicht  bilden  lässt,  weil 

''=4-1  <' 
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ist;   und  zwar  wird  nach  Formel  Nr.  Ha   der  Tabelle   diese 
Summe  gleich 

^^'>  i—p-i  k 

/t  +  1 

Daraus  folgt 

oder,  da  (A  +  1)!  gleich  k\  (k -\-  1)  ist, 
(10.)  Um**'<-^j^^  . 

Nach  Gleichung  (5.)  ist  dalier 

^  k\"k 


(11.)  lim  ÄA  <  tf  <  lim  Ä*  + 


Nun  wird  aber  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  k  die 

Grösse  77-7  beliebig  klein,  so  dass  man  e  zwischen  zwei  Grenzen 

gebracht  hat,  die  einandei-  beliebig  nahe  liegen ;  ja  diese  Grenzen 
fallen  sogar  zusammen,  wenn  man  jetzt  auch  k  unendlich  gross 
werden  lässt.    Es  ist  daher 

(12.)  .  =  lim(l+0=l  +  ij  +  A+jj  +  --ininf: 

Kommt  es  nur  darauf  an,  die  Zahl  e  bis  auf  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Decimalstellen  genau  zu  berechnen,  so  genügen 
schon  verhältnissmässig  wenige  Glieder  der  Reihe  auf  der  rechten 
Seite  von  Gleichung  (12.).  Will  man  z.  B.  e  bis  auf  10  Decimal- 
stellen genau  finden,  so  genügen  schon  die  ersten  16  Glieder  der 
Reihe.  Es  ist  nämlich,  wenn  man  zunächst  12  Decimalstellen 
berücksichtigt, 
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1  +  1:1!    =2 

1:2!    =0,5 

1:3!    =0,166  666  666  667 

1:4!    =0,041666  666  667 

1:5!    =0,008  333  333  333 

1:6!    =0,001388  888  889 

1:7!    =0,000  198  412  698 

1:8!    =0,000  024  801587 

1:9!    =0,000  002  755  732 

1:10!  =  0,000000275573 

1:11!  ^  0,000  000  025  052 

1:12!  =  0,000  000  002  088 

1:131  =  0,000  000  000  161 

1:14!  =  0,000  000  000  011 

1:15!  =  0,000000000001 
also 
(13.)  (9  =  2,718  281828  459 

Hierdurch  ist  e  ohne  Zweifel  auf  10  Decimalstellen  genau 
berechnet,  denn  der  Unterschied  zwischen  e  und  der  Summe 

"^l!'"^2!  "^  3!  "^*  '■  "^15! 
ist  Gunter  Berücksichtigung  von  14  Decimalstellen) 

limiS',5  <  ,  ^  ,-7  o-  =  0,000  000  000  000  05 
»=oo  15!  15 

und  kommt  daher  bei  den  ersten  12  Decimalstellen  nicht  in 
Betracht.  Dagegen  können  die  11^*  und  die  12^  Decimalstelle 
dadurch  fehlerhaft  geworden  sein,  dass  bei  Summirung  der  16 
Glieder  die  auf  die  12*«  Decimalstelle  folgenden  Stellen  veniach- 
lässigt  worden  smd.  Dieser  Fehler  ist  aber  bei  jedem  der 
Glieder  in  der  12^°  Decimalstelle  kleiner  als  i,  so  dass  der 
^Tesammtfehler  kleiner  als 
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sein  muss.  Im  Allgemeinen  wird  der  gesammte  Fehler,  welcher 
bei  solchen  Rechnungen  durch  Fortlassung  der  späteren  Decimal- 
stellen  begangen  wird,  noch  viel  kleiner  sein,  als  das  hier  an- 
gedeutete Verfahren  ergeben  würde,  weil  die  einzelnen  Fehler 
verschiedenes  Zeichen  haben  und  sich  in  Folge  dessen  wenigstens 
theilweise  gegen  einander  fortheben. 

In  der  soeben  ausgeführten  Berechnung  der  Zahl  e  ist  z.  B. 
der  gesammte  Fehler  bei  der  12^«*^  Decimalstelle  nicht  8,  sondern 
0,  wie  sich  aus  der  Berücksichtigung  der  späteren  Dedmalstellen 
ergiebt.  Die  Gleichung  (13.)  enthält  daher  die  Zahl  e  bis  auf 
12  Dedmalstellen  genau. 

Es  war  vorhin  angenommen  worden,  dass  n  eine  positive, 
ganze  Zahl  sei.  Von  dieser  Voraussetzung  kann  man  sich  noch 
frei  machen.  Liegt  nämlich  n  zwischen  den  positiven  ganzen 
Zahlen  m  und  m  +  1,  ist  also 

m<i?i<Cm  +  1, 
so  wird 

und 


m       n      w  +  1 

1  +•    -^  >  1  +   ~  >  1  +    -^  ^ 
m  n  m  +  1 


Da  die  Potenz  eines  unächten  Bruches  mit  dem  Exponenten 
zugleich  wächst,  so  wird 


(14.) 
also 


Nun  ist 

lim  (l  +  -^ T"^*=  lim  ("l  +  ^  V  lim  (l  +  ^ T=  «, 
m=oo\        m/  «1=00  \        rn/  »,=oo\        »»/ 

Um(l+^^   ^"=lim-       ^  -ümA+^^T^^., 

«=oo\  «»+1/        «r=oo-      ,  1_      m=oo\  fn-\-\/ 

"^  m  +  1 
folglich  gehen  die  Ungleichungen  (14a.)  über  in 
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oder 

(16.)  Umfl  +^Y==^. 

n=oo\  «/ 

Die  Zahl  e  spielt  eine  sehr  wichtige  Rolle  in  der  höheren 
Mathematik;  sie  ist  die  Basis  der  sogenannten  natürlichen 
Logarithmen.  Welche  Vorzüge  das  Logarithmen -System  mit 
dieser  Basis  besitzt,  soll  an  einer  späteren  Stelle  gezeigt  werden. 

Man  hätte  übiigens  die  Zahl  e  auch  durch  die  Gleichung 

erklären  können.    Es  ist  nämlich 
(Hier,  wenn  man  n  —  1  gleich  m  setzt, 

('-:r=(-rr=o+x=o^i)o +»-)■• 

Wird  n  unendlich  gross,  so  gilt  dasselbe  von  w,  folglich  ist 
lim(i_-^y"=iiinfi+  ^yi+  ^T=lim('l+M'"=^. 

Satz.  Die  Zahl  e  üt  keine  rationale  Zahl,  d.  h,  es  ist  nicht 
möglich,  e  auf  die  Form  ,  zu  bringen^  so  dass  k  und  l  ganze 
Zahlen  sind. 

Beweis.    Wäre 

^l  ^  J{k—i)\    _  l(k—  1)! 

^-^.  -  (k—i)ik  ^     kl      ' 

80  Wäre  nach  Ungleichung  (11.) 

oder,  wenn  man  diese  doppelte  Ungleichung  mit  kl  multiplicirt 
nnd  die  ganze  Zahl 
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mit  -4  bezeichnet, 
oder 


A<l{k  —  1)\<A+^, 


0<l{k  —  l)l-A<^^ 


Es  mässte  also  zwischen  0  und  y  noch  eine  positive  ffame 
Zahl  l{k — 1)\—A  liegen,  und  das  ist  unmöglich. 


Diflferential-Rechnung, 

Erster  Theil. 
FBoetionen  von  einer  nnabhängigen  Veränderliehen. 

I.  Abschnitt. 

ErkIHmng  und  Bildung  der  DijDTerential- 
Quotlenten. 

§  12. 

Bildung  des  Differential-Quotienten  einer  stetigen  Function 

V  =/(«). 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  15.) 
Es  sei  die  Function 

'1.)  .  y=/W 

fiir  die  betrachteten  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen 
/  (des  Ai^mentes)  stetig.    Setzt  man  also 

^2.)  yi=/(^i), 

so  sollen  die  DiflFerenzeri 

(3.)  ari  —  X  =  Jx    und    yi  —  y  =  ^y 

gleichzeitig  verschwindend  klein  werden.    Den  Quotienten  dieser 

Differenzen  /ix  und  ^/y,  nämlich 

(^•)  5=1' El' 

/MX         X\  X 
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nennt  man   „Differenzen- Quotient^.     Werden  jetzt  die  Diffe- 
renzen ^z  und  Jy  verschwindend    klein,    so   nennt  man   sie 
^Differentiale^  und  bezeichnet  sie  mit  dz  und  dy.    Es  ist  also 
dx  =  WvaJxy    dy  =  Mm  Jy. 

Dabei  geht  der  Differenzen-Quotient  über  in  den  Differential^ 
Quotienten,  nämtich  in 

,5.)  ?=iin.^y=iimy'-y. 

Beispiel  1.    Es  sei 

y  =  ü^,    also    yi  =  x^^, 
dann  wiid 

Zi  Z  Zi  —  z 


,    =  lim  izi  +  x)=  2z. 
dz 


^y  -  li 

Beispiel  2.    Es  sei 

y^z?,    also    yi  =  z^^ 
dann  wird 

Z\ Z  Z\  —  z 

^J  =  lim  (2:1«  +  zyx  +  z^)  =  3a:«. 
dz       x,=x 

In  den  meisten  Fällen,  in  denen  y  eine  stetige  Function  von 
z  ist,  wird  es  möglich  sein,     ,^>    d.h.  den  Grenzwerth  von 

•     —    zu  bestimmen.    Es  giebt  aber  auch  Functionen,  die  für 
Zi  — z 

einzelne  oder  für  unendlich  viele  Werthe  von  x  nicht  differen- 

tiirbar  sind,  d.  h    es  giebt  Fälle,  in  denen  -^  deinen  bestimmten 

ax 

endlichen  Werth  hat.    Ist  z.  B.  y  =  a-sinT- j  >  so  wird,  wie  sich 

zeigen  lässt,   ^  für  a:  =  0  unbestimmt,  obgleich  die  Function 
selbst  für  diesen  Werth  von  x  noch  stetig  ist. 
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In  den  hier  folgenden  Untersuchungen  werden  aber  nur 
FuDctionen  in  Betracht  kommen,  welche  differentiirbar  sind. 

Die  Gleichungen  (4.)  und  (5.),  durch  welche  der  Differemen- 
Quotient  und  der  Differential -Quotient  erklärt  werden,  kann 
man  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  bringen.  Mit  Rücksicht 
auf  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  erhält  man  zunächst 

JX  Jz  X\  —  X 

dz         dx         xi=*       ^\  —  X 
Aus  den  Gleichungen  (3.)  folgt  femer 

Zx^X  +  Jz,    f{Xi)  ^f{x  -I-  Jx)\ 

dies  giebt 

Ib.) 


(5b.) 


Jy  ^  Jf{x)  ^f{x^Jx)-f{x)  ^ 
Jx         Jx  Jx 

^y  =  .^(^)  =  lim  /(^  +  ^^)  -/(^) , 

dz         dx        jx=Q  ^x 


Bemerkungen. 

Der  Anfänger  möge  noch  besonders  darauf  aufinerksam  gemacht 
weiden,  dass  in  den  Ausdrücken  Jx  und  ^y  das  Zeichen  J  nicht  von 
I  oder  von  y  getrennt  werden  darf,  denn  Jx  und  ^y  sind  nicht  etwa 
Producte  von  J  und  x  oder  von  J  und  y,  sondern  sie  sind  Symbole, 
welche  die  gleichzeitigen  Zunahmen  von  x  und  y  bezeichnen. 

Aehnliches  gilt  auch  von  den  Difi'erentialen  dx  und  dy.    Dabei  ist 

noch  zu  beachten,  'dass  die  Differentiale  dx  und  dy  immer  mit  einem 

$9radm  d  (nicht  mit  einem  geschwungenen  d)  geschrieben  werden ,    weil 

■üe  Symbole  dx  und  dy  später  in  einer  etwas  anderen  Bedeutung  benutzt 

weiden  sollen.    Ebenso  haben  die  Bezeichnungen  9x  und  Sy  eine  andere 

Bedeataug  wie  dx  und  dy, 

dy 
Der    Differential' Quotient    -^    einer  entwickelten  Function 

dx 

y=^f{z)    ist    also    der    Gre?izwerth,    welchem    sich    de?'    Bruch 

1 — ZA_   nähert,  wenn  Jx  unendlich  Alein  toird. 

Jx 

Um  anzudeuten,  jdass  ^  gleichfalls  eine  Function  von  x 
ist,  bezeichnet  man  dieselbe  gewöhnlich  mit  f\x) ;  es  ist  daher 
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(6.)  rf^=/'(^)- 

Die  Function/'(a:)  nennt  man  im  Gegensatz  zu  der  ursprüng- 
lichen Function  f{x)  die  „abgeleitete  Function*^  oder  die  y,Ah- 
leitung  von/(a:)**. 

In  derselben  Weise,  wie  f\x)  erklärt  ist  durch  die  Gleichung 

werden  auch  die  Ableitungen  der  Functionen  F{x),  g{x)  n.  s.  w. 
erklärt.    Es  ist  daher 


(7.) 


F'{x)  =  hm  -^  -i ^,    • 


Jx 
(8.)  yX^)  =  lim^"  +  ^^^--^-(-"). 

Jx=^  ^X 

u.  s.  w. 

Hervorzuheben  ist  noch,  dass  bei  dieser  Erklärung  des 
Differential-Quotienten  die  Grösse  dx  nach  Belieben  posüic  oder 
negaiio  vorausgesetzt  werden  darf.  Man  hätte  also  mit  dem 
selben  Rechte /'(t)  durch  die  Gleichung 

f\x)  -  lim  ^-^-     -  -'     ^^  ^ 

jx=0  ^X 

erklären  können.  Im  Allgemeinen  wird  man  auch  beide  Male 
fiir  f\x)  denselben  Ausdinick  erhalten.  Setzt  man  nämlich  in 
diesem  Falle  x  —  Jx  =  xt,  so  wird  x  =  xt  +  Jx,  also 

fix  —  Jx)  —fix)  ^  f(x,)  -f(x,  +  Jx)  _f{x,  +  Jx)—f{x,)  ^ 
—  Jx  —  Jx  Jx 

Dies  giebt 

^;r=0  ^X 

lim  /(^'  +  ^;) -/M  =  ii„,/.(,o  ^/.(,). 

Jz=Q  ^X  xi=x 

Man  erhält  daher,  wenn  die  Function /'(^)  stetig  ist,  den- 
selben Werth  von  f\x),  gleichviel  ob  man  Jx  positiv  oder 
negativ  wählt. 
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§  13. 

Geometrische  Deutung  des  Differential-Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  16.) 
Für  viele  Untei^uchungen  ist  die  Bildung  des  Differemen- 
QuotietUen  und  des  Differential-Quotienten  von  grosser  Bedeutung, 
am  zu  beurtheilen.  in  welchem  Verhältnisse  die  Äendeining  der 
Function  zu  der  Aenderung  des  Argumentes  steht.    Ist  z.  B. 

(1.)  y=/(^) 

die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  19),  und  legt  man  durch  die 
benachbarten  Punkte  P  und  Px  eine  Secante  in  der  Richtung  von 
P  nach  Pi ,  welche  mit  der  positiven  Richtung  der  -X-Axe  den 
Winkel  ß  bildet,  dann  wird,  wie  schon  auf  Seite  29  gezeigt  wurde, 
/>JJ=  QQ,  =  0Q,— OQ  =  iri  — a:, 


also 


(2.1 


w=<,*i'i',=i^'=i^i. 


Fig.  1». 


pM. 


// 


o       » 


7' 

/OL 


Daliei  giebt  der  Difterenzen- 
Quotient  ^^—^^  ein  Mass  für 

Xi  —  X 

die  Steigung  der  Curve  vom 
Punkte  P  bis  zum  Punkte  Pi, 
d.  h.  dieser  Ausdruck  giebt  an, 
in  welchem  Verhältnisse  die 
Zunahme  der  Ordinate  y  zur 
Zunahme  der  Abscisse  x  steht. 
Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Function  y  =/(:r)  Tuv 

den  betrachteten  Werth  von  x  diflferentiirbar  ist,  nähert  sich  die 
Secante  PPi  einer  bestimmten  Grenzlage  TP,  wenn  der  Punkt 
Pi  dem  Punkte  P  immer  nähei*  rückt  und  schliesslich  mit  diesem 
Punkte  zusammen<a.llt.  Eine  solche  Secante,  bei  der  zwei  Schnitt- 
punkte in  einen  Punkt  P  zusammenfallen,  heisst  ..Tangente'' 
und  der  Punkt  P  ihr  „ Berührungspunkt''.  Bei  diesem  Grenz- 
übergänge werden  die  Strecken 

PR  =  Xi  —  x    und     ÜPi  =  yi  —  y 


«i 
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verschwindend  klein,  der  Winkel  ß  geht  in  den  Winkel  «  ülier, 
und  man  erhält  ans  Gleichung  (2.)  die  wichtige  Foraiel 


(3.) 


*«=J;5r'=£=^<'>- 


in  welcher  der  folgende  Satz  enthalten  ist: 

Satz  1.  Der  Differential' Quofiefit  ist  gleich  der  trigohotnetrischen 
Tangente  desjenigen  Winkels  a,  welchen  die  geometrische  Tangente 
im  Ourcenpunkte  P  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet^ 
wenn  y  =f{x)  die  Gleichung  der  Curve  ist,  und  der  Putikt  P 
die  Coordinaten  x  und  y  hat. 

Wenn  die  Curve  im  Punkte  P  steigt,  so  ist  a  ein  spitzer 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(4.) 


tg«  =  |>0; 


Fi|?.  20. 


^X 


und  wenn  die  Curve  im  Punkte  P*  fäUt^  so  ist  a'  ein  stumpf pt 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(5.) 


t«:«'  =  g<o. 


(Dabei  sind  allerdings  nur  die  Winkel  zwischen  0®  und  ISO* 
berücksichtigt,  weil  auch  nur  solche  Winkel  hier  in  Betracht 
kommen  können.) 

In  der  vorstehenden  Figur  20  ist  also   im  Punkte  P  der 

du 
Differential-Quotient    •    positiv,  im  Punkte  P*  dagegen  negativ. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Satz  2.  Wenn  eine  Fknctiony=f{z)  gleichzeitig  mit  x  zufiimmty 
so  ist  die  Ableitung  für  den  betrachteten  Werth  von  x  positiv; 
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fcemi  aber  die  Function   abnimmt^  während  x  zunimmt ^  so   ist 
^  Ahleüung  für  d&n  betreffenden  Werth  von  x  negativ. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  aach  unabhängig  von  der 
gerMetriachen    Deutang    des    Differential  -  Quotienten     gefdhrt 

werden. 

Nimmt  nämlich  y  mit  x  gleichzeitig  zu,  so  wird 
Zi—x>0,    yi  —  y>0,, 
also  auch 

Xi Z 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  xt  —  x  werden  mag,  folglich  wird 

auch 

(4a.)  t  =  l™^-^^0. 

äx      x,«x  Zi  —  X 

Hierbei  i;^  das  Gleichheitszeichen  dem  üngleichheitszeichen 
hinzDgefogt,  weil  möglicher  Weise  der  Zuwachs  von  y  im  Ver- 
gleich za  dem  Zuwachse  von  x  eine  verschwindend  kleine  Grösse 
höherer  Ordnung  ist 

Nimmt  y  ab,  während  z  zunimmt,  so  wird 
zt—z>0,    yi— y<0, 
also 

Xi X 

Dies  gilt  gleichfalls,  wie  kl^in  xt — x  auch  wwden  mag, 
fidglieh  ist 

(5a.)  ^^li^y^-y^O. 

äx        je,a«r  Xi X 

Von  dem  tuigegebenen  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung: 
Satz  3.     Eine  Fkincüon  nimmt  gleichzeitig  mit  z  zu  für  alle 

Wertke  von  x^für  welche  -j-- positiv  istj  und  die  Rtnction  nimmt 

«^,  toährend  x  zunimmt^  für  alle.  Werthe  von  Zj  für  welche  -~ 

dx 

fiegativ  ist. 

Der  Beweis  folgt  aus  Satz  2  selbst  ohne  Weiteres. 

KJepCTt,  Diffetential-Beohnim«.  Q 
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§  14. 

Einige  Leiirsätze  Ober  Differential-Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  17—20.) 
Satz  1.     Zwei   Functionen  f   welche   sich  von   einander   nui 
durch  eine  additive  Constanfe  unterscheiden,  haben  dieselbe  Ab- 
leitung,.  d.  h.  ist 

SO  wird 

<f.'{x)  =f{x). 

Beweis.    Ist 

so  •wird 

if{x-\-Jz)=f{x-\-Jx)JrC, 

ftlSO 

ip{x  +  Jt)  -  ip(x)  ^f{x  +  Jx)  -fix), 

(p{x  +  ^3:)  —  (p(x)  _  f(x  +  Jx)  —fix) 

Jx  Jx 

/^  \       i/  \       T      ipix+Jx) — t^ix)       -.    f{x+Jx)—f(x^       ^    , 

Bezeichnet  man/(a;)  mit  y,  so  wird 
und  die  Gleichung  (1.)  nimmt  die  Form  an 

<-)         n^-%-    ■ 

Satz  2.  Wird  eine  Function  y  -='fix)  mit  einem  consfanten 
Factor  A  muüiplicirt,  so  ist  die  Ableitung  dieses  Productes  gleich 
der  Ableitung  dei^  Function  y,  muUiplicirt  mit  dem  constanten 
Factor  A,  d.  h.  es  ist 

dx  dx 

Beweis.    Setzt  man 

ifix)  =  Afix), 

80  wird 

(fix  +  Jx)  =  Afix  +  Jx), 
also 
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y(a;  +  Jx)  —  y(a.)  =  Af{x  +  Jx)  —  Af{x) 
=  A{f{x^Jx)-f{x)\ 
y(^  +  ^a-)  —  v(r)  ^  ^/(jr  +  Jx)  -f{x)  ^ 
Jx  Jx 

oder,  wenn  man  Jx  unendlich  klein  werden  lässt, 
(2.)  ^>\x)  =  Af'{x). 

Bezeichnet  man  nun  wieder /(jr)  mit  y,  so  wird 
^>{x)  =  Af{x)  =  Ay- 
dadurch  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

Satz  3.  Die  Ableitung  einef^  Summe  von  zwei  (oder  von 
mehreren)  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Ableitungen  der 
mzelnen  Functionen;  d.  h.  es  ist 

d{u  +  v)  ^du      do 
dx       ^  dx       dx 
Beweis.    Es  seien 

u  =fix)    und    V  =  g{x) 
zwei  beliebige  Functionen  von  ^,  und  es  sei 

y  =  F{x)  =  u  +  v~f(x)  +  g{z). 
Es  wird  dann  . 

F(x  +  Jx)  =/(a:  +  Jx)  +  g(x  +  Jx\ 
^y  =  F{x  +  Jx)  —  F{x)=f{x  +  Jx)—f{x)+g{x  +  Jx)  —  g{x), 
iV  _/(g  +  Jx)  —fix)      g(x  +  Jx)  —  g{x) 
dx  Jx  ^  Jx  ' 

l  =  lim^<-+-^j-^^->+  lim  ^-^±^]p^^  ^fXx)+,'^x), 

***         JXzsQ  ^X  jx^=0  ^X 

oder 

(3  }  rf(«  +  0 )  _du      ih_  ^ 

dx  dx       dx 

In  derselben  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  der  angegebene 
Sata  auch  für  eine  Summe  von  beliebig  vielen  Functionen  gilt; 
BBr  rnuss  die  Anzahl  der  Summanden  eine  endliche  sein. 

6* 
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§  14. 

Einige  Leiirsätze  Ober  Differential-Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  17—20.) 
Satz  1.     Zwei   Functionen,   welche   sich  von   einander   nui 
durch  eine  additite  Con^tante  unterscheiden y  haben  dieselbe  Ab- 
leitungy  d.  h.  ist 

y(;r)=/(x)  +  C, 

SO  wird 

Beweis.    Ist 

y(x)=/(:r)+C, 

SO  wird 

<f(x  +  Jx)  =f{x  +  Jx)  +  C, 

also 

<P(x  +  Jx)  -  <p{x)  ^f{x  +  ^x)  -f{x\ 

(f'(x  +  ^x)  —  (f(x)  __  fix  +  Jx)  —f(x) 
Jx  Jx 

(1.)  yx^)  =  lim  y(^+-^;)-y(^.)  =  x^^-^^f-f^-^  ^f^.x 

jx^dfi  Jx  jix^=fi  Jx 

Bezeichüet  man/(2;)  mit  y,  so  wird 
und  die  Gleichung  (1.)  nimmt  die  Form  an 

Satz  2.  Wird  eine  Ikinction  y  ^=^f{x)  mit  einem  consiantefi, 
Factor  A  muüiplicirtj  so  ist  die  Ableitung  dieses  Productes  gleich 
der  Ableitung  det^  Function  y,  muUiplicirt  mit  dem  coftstanteK 
Factor  Aj  d.  h.  es  ist 

d(Ay)^^dg 
dx  dx 

Beweis.    Setzt  man 

<f{x)  =  Af{x\ 


so  wird 
also 


if(x  +  Jx)  =  Afi^x  +  Jx\ 
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q>{z  +  Jx)  —  <p{x)  =  Af{x  +  Jx)  —  Af{x) 

tfix  +  Jx)  —  <p(x)  ^  ^^f(x  +  Jx)—fix)  ^ 
Jx  Jx 

oder,  wenn  man  Jx  unendlich  klein  werden  lässt, 
(2.)  ^\x)  =  Af{x). 

Bezeichnet  man  nun  wieder /(:r)  mit  y,  so  wird 
ip{x)  =  Af{x)  =  Ay\ 
dadurch  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

Satz  3.  Die  Ableitung  einer  Summe  von  zwei  (oder  van 
mehreren)  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Ableiiunge7i  der 
einzelnen  Functionen,'  d.  h.  es  ist 

d{u  +  v)  ^du      do 
dx  dx       dx 

Beweis.    Es  seien 

u  =/(x)    und    V  =  g{x) 
zwei  beliebige  Functionen  von  x,  und  es  sei 

y  =  F{x)^u  +  v~f{x)  +  g{x). 
Es  wird  dann  . 

F(x  +  Jx)  ^f(x  +  Jx)  +  g{x  +  Jx\ 
Jy  =  F{x  +  Jx)—F{x)  ^f(x  +  Jx)—f(x)  +  g{x  +  Jx)  —  g(x\ 
iV ^f{x-\'Jx)—f{x)      g(x  +  Jx)-g(x)  ^ 
Jx  Jx  Jx  ^  . 

J>  =lim>^±^>3Öf)+iün^fe±^).Z:^-)  =f^x)  +  9'i_x), 
äx      jx^o  Jx  jj,^  Jx  J  \  J^J  \  J^ 

oder 

(3  <"  +  ^)  _.  ^^  ,  ^  . 

dx  dx       dx 

In  derselben  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  der  angegebene 
Satz  auch  för  eine  Summe  von  beliebig  vielen  Functionen  gilt; 
nur  mnss  die  Anzahl  dei*  Summanden  eine  endliche  sein. 

6* 
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Auflösung.    Hier  ist  nach  den  Formeln  Nr.  19  und  20  der 
Tabelle 

dy  _  d{^x^)       d(\l^       d{lx)       rf(8)  ^ 
dx'^     dx  dx  dx  dx 

Femer  wird  nach  Formel  Nr.  18  der  TabeUe 

dx  dz  ' 

dx  dx 

^^  =7^  =  7.1  =  7 
dx  dx  ' 


folglich  ist 


^  ==  12a:3  +  22x 
dx 


In  welcher  Weise    sich  dieses  Verfahren  verallgemeiDem 
lässty  soll  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y  =  ax""  +  axx""-^  +  atx^-^  H h  an-ix  +  a^ 

bilden. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 
dy  _  d(a^      dja^sf^'^)      d(a,xf^  d(an-xx)       rf(a^) 

dx'^     dx     "^       dx       "^       dx       "^  •••"+"        dx       '^    dx   ' 
und  nach  den  Formeln  Nr.  18  und  21  der  TabeUe  wird 

-n-l 


diax*")  d{a^') 

dx  dx 


— ^^_a.  — — _a,(«-l>»  «, 


rf(On— 1^)   dx 

dx 
folglich  erhält  man 


dx      -'^-•^- ''••-" 
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£  =r  «ÄC*-»  +  (n  —  l)öia:"-*  +  (»  —  2)flfj«*-»  H f-  0,^1. 

Da  sich  jede  gaiize][^rationale  FuBction  anf  die  Form 
y  ==  aaf  +  GiOf*^^  +  a^"*  +  •  •  •  +  «»-lar  +  a* 
bringeü  lässt,  so  ist  damit  gezeigt,  wie  man  jede  beliebige  ganze 
rationale  Function  differentiiren  kann. 


§  16. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  y  =  6aJ^  +  4,  ^  =  30^:*. 

2)  y  =  6a:»  — 4,  £=z  30a:*. 

3)  X=z^iO^  ^=:^\ 

4)  y  =  3a:*  —  7ä  +  9,  £^^^~'^' 

5)  y  =  (ar  — 5)(a:*+  IIa:  — 3),      ^  =  6a:«  +  34a:  —  61. 

Hier  findet  man  das  Resultat,   indem  man  zunächst  die 
Klammem  auflöst  .und  dadurch  y  auf  die  Form  bringt 
y=z2x^+  17ar»  —  61a:  +  15. 

6)  y  =  5a:*  — ya;»+4a:«— 3a:  +  7,  ^=20a:«  — lla:8  +  8a:— 3. 

7)  y  =a:*+12ar^— 29a:*— 61a:— 134,  ^  =  4a:»  +  36a:2  — 58a:— 61. 

8)  y  =  a:3  — 5a:«  +  8a:  — 4,  ^  =  3a:«  —  10a;  +  8. 

9)  y  =  3a:*  —  7a:«  +  13a:,  ^  =  15a:*  —  21a:«  +  13. 

ax 

10)  y  =  5a:»  — 3a:«  +  2a:*  — 4a:«+7,  $^  =  40a:'— 18a;»+8a:»— 8ar. 

ax 


88     §  17.    Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem  Exponenten.  I 

S17.  ,  ' 

Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem,  ganzzahrigen 

Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  21.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Ableitung  von 
(1.)  y  =  af» 

bilden,  wenn 

(2.)  m  =  —n 

eine  negative  ganze  Zahl  ist. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 

(3.)  y=/(^)  =  ^-*  =  -^' 

(4.)  y,=f(x,)  =  X,'-^=^^, 

also 

...                                      11            xi'^  —  a* 
(5.)  y,_y=-^^,--  = ^jj-s-, 

also  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

(6.)  yi--zy  =  __L_^.-i!iz^ 

^     ^       Zi X  X'^Xi**       Xi X 

= ^-  (xi«-*  +  xxi*"-^  +  •  •  •  +  af'^xi  +  a^^). 

X  X\ 

Dies  giebt 

oder 

(8.)  ä  ="  ""  nxr^-'  =  mx^-\ 

Die  Formel  Nr.  21   der  Tabelle   bleibt  also  noch  richtig, 
anch  wenn  m  eine  negative  ganze  Zahl  ist. 
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§  18.    • 

Differentiation  der  iogaritlimisGlien  Function 

/(a?)  --  loga?. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  22  und  23.) 

Aufgabe.     Man    soll    die   Ableitung    der    logarithmisQhen 
Function 

(1.)  y  =f{x)  =  log:r 

bilden. 

Auflösung.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 
(2,1    f(x)  =  logz,    f(x  +  ^x)  =  log(:r  +  /1x\ 

oder 

(3.)  f{x  +  Jx)  —f[i)  =  log(l  +  ^^, 

Jx  Jx  Jx      ^\  X  / 

Setzt  man 

. ,  Jx       \        .        ^        X 

10.)  -    =  - ,   also    Jx^-  j 

X        n  n 

Nun  wird  aber  n  unendlich  gross^  wenn  Jx  unendlich  klein 
wird:  deshalb  ist 

Diesen  Grenzwerth  kann  man  leicht  angeben,  denn  nach 
Formel  Nr.  13  der  Tabelle  ist 


(8.) 

lim(l+~)  =  ^, 

folglich  wird 

(9.) 

dy  _  rf(loga:)  _  löge 
dx          dx      ~    X 

90  §  18.    Differentiation  der  Function  ioga:. 

Dabei  ist  die  Basis  des  Logarithmen -Systems  noch  eine 
ganz  beliebige;  wählt  man  aber  die  Zahl  e  selbst  zur  Basis  des 
Logarithmen -Systems,  so  ist 

log«  =  1, 
so  dass  die  Gleichung  (9.)  eine  noch  einfachere  Form  an^iimmt. 

Die  Logarithmen  mit  der  Basis  e  hei^^sen  die  „nafüvlichen 
Logarithmen"  und  mögen  in  dem  Folgenden  nur  durch  den  Buch- 
staben 1  bezeichnet  werden. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9.) 

>»-)  v-i- 

Bemerknn?« 

In  der  höheren  Mathematik  henutzt  man  fast  ausschliesslich  die 
natflrlichen  Logarithmen  mit  der  Basis  e;  es  ist  aber  sehr  leicht,  von 
dem  einen  Logarithmen-System  zu  einem  anderen  überzugehen. 

Es  bezeichne  z.  B.  logar  den  -Bri^^a'schen  Logarithmus  von  x  mit 
der  Basis  10,  und  Ix  den   natürlichen  Logarithmus   mit  der  Basis    e; 
dann  ist 
(10.)  y«logj:  gleichbedeutend  mit  10*'  =  ar 

und 

{11.)  z=»lxist  „  „      «a=ar. 

Daraus  folgt 
(12.)  10^  =  e'. 

Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  den  nafürltchefi 
Logarithmus,  so  erhält  man 

\x 
(13.)  yllO  =  z,     oder    logr=  ^jq  * 

Nimmt  man   dagegen  auf  beiden  Seiten   der  Gleichung  (12.)    den 
^»^^^«^schen  Logarithmus,  so  erhält  man 
(14.)  f/  —  zloge,    oder    logo:  =  \x  .  löge. 

Aus  den  Gleichungen  (13.)  und  (14.)  folgt  zunächst 

femer  geht  aus  denselben  hervor,  dass  man  die  natürlichen  Logarithmen 
sämmtlich  mit  dem  constanten  Factor 

löge  =  iIt)  =  2,302585  0930  =  0'*^*  ^94  481  9 
ZU  multipliciren  hat,  um  aus  ihnen  die  entsprechenden  Brig^s^ochevL  zu 
erhalten.     Man  nennt  diesen  Factor  logc  gewöhnlich  „den  Modul    der 
-Pn'^^Ä'schen  Logarithmen  " 
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§  19. 

Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen 
s\(ix  und  coso!?. 

(Yergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  24  und  95.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 
(1.)  y  =/(«)  =  sina: 

bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
(2.)  f(x  +  Jx)^sm(x  +  Jx\ 

l3.)  f{x  +  Jx)  '—/(x)  =  ^f{x)  =  sm(a:  +  Jx)  —  änx. 

Nun  ist  bekanntlich 

sina  —  smÄ  =  2smf — ^— jcosf — ö~"  )' 

folglich  wird 

(4.)  Jfix)  =  2sin(^^)cos(.:  +^)^ 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 
(5.)  Jx=2z 

setzt, 

^f{x)  =  2  sin«  cos(a;  +  z), 

/ü\  ^f{^)     sin;?       /     .    ^ 

,,  V       df(x)      dy     ,.    sin;?       /     .     s              v    sin;? 
( /.)        "v,^  ^  =  -^  =  lim cosfa:  +  «)  =  cosa: lim 

Nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  ist  aber 

,..   sin« 

liin =  1, 

folglich  ist 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(9.)  y  =f{x)  =  cosa: 

bilden. 
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Auflösung.    Aus  Gleichung  (9.)  folgt 
(10.)     '       f{x  +  Jz)  =  COS(ar  +  Jx),  \ 

(11.)  /(fl:+//:r)— /(ar)=  ^/(a;)  =  COS(«  +  ^a:)  — C08X.    | 

Nun  ist  bekanntlich  I 

c  '  /ö  —  *\  •  /ö  +  *\  I 

cosa  —  cosÄ  =  —  2sinf  -     —  jsrnf- -     u 

folglich  wird  | 

(12.)  Jf{x)  =  -2mi(^/)sin(x+^y  I 

oder,  wenn  man  wieder 

Jx  =  2z 
setzt, 

(12a.)  4f{^)  =  —  2  sin2  sin  {x  +  «), 

4f(x)         sin«  .  /     ,    N 


(13.) 


Jx 


(14.)  -^  ^  z=i^=i—  smx  hm  — » 

oder 

/,  e  X  '  ^y        fl?(C0Sa:) 

Bemerkung. 

Es  wird  hier  nochmals  darauf  aufmerksam  gemacht,  daas  in  sinx 
und  cosx  die  Grösse  z  kein  Winkel^  sondern  die  Länge  eines  Xreishogem 
ist.    (VergL  §  1,  Seite  10.) 


§  20.    • 

Differentiation  der  trigonometrisclien  Functionen 
\qx  und  ctgo^. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  26  und  27.) 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y=/(^)  =  tg2: 

bilden. 
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Auflösung.    Aus  Gleichong  (1.)  folgt 
(2.)  f{x  +  Jx)==tg{x  +  Jx), 

13.)  f{x  +  Jx)  —f(x)  =  Jf(x)  =  tgix  +  Jx)  —  tgx. 

Non  ist  bekanntlich 

.           ,    ^     'sin(a  —  b) 
tga  —  tgb  =  — -^^ ^  , 

folglich  wird 

*^  >^/    V  Sin(^:r) 

i4.  Jf(x)=- — —----.  —         > 

•^  ^  ^       Costa;  +  Jx)  cosa: 

^/•(g)  ^  1 9m{Jx) 

Jx     "  COS(a:  +  Jx)  COSa: '      Jx 

nod  da  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle 


(5, 


wird,  80  ist 

'  dx         dx  dx  cos^a:  ® 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 
(7.)  y  =f{x)  =  ctga; 

bilden. 

Auflosung.    Ans  Gleichung  (7.)  folgt 
(8.)  f(x  +  Jx)  =  Ctg(a:  +  Jx\ 

(9.)         f(x  +  Jx)  —fix)  =  Jf{x)  ==  ctg(a;  +  Jx)  —  ctgo:. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

.    ,  sin(a— 6) 

ctga  —  ctg*  = .-^^ — r-^» 

^  ^  sinasin* 

folglich  wird 

(10.)  ^/(,)  =  -      ii^(^-) 


(11.) 


siü(a;  H-^a:)sina: 

Jfjx)  ^ 1 sin(^a:) 

Jx  sin(a;  +  Jx)  sina?       Jx 


—  > 


(12.)  ffi  =  ^=^i§^=— ^  =  -(l+ctg«.). 
^     dx         dx  dx  sin^a;  v     •     -ts    / 


94  §  21.    Differentiation  der  Producte  und  Qi^otienten. 

§  21. 

Differentiation  der  Producte  und  Quotienten 
von  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  28—33.) 

Aufgabe  1.    Es  sei 

(1.)  u  =  <f{x),         V  =  ip(x)] 

man  soll  die  Ableitung  des  Productes 
(2.)  y  =f{x)  =  uv  =  (fix)  \p{x) 

bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (2.)  folgt 
(3.)  f(p  +  ^x)  =  (f{x  +  Jx)  xp{x  +  Jx\ 

f(x  +  Jx)  —fix)  =  Jf{x)  =  (fix  +  Jx)  ipix  +  Jx)  —  if(x)  tp{x\ 
oder 

(4.)        Jf{x)  =  tp{x  +  ^x)  xp{x  +  Jx)  —  (p{x)  xp{x  +  Jx) 
+  (f>{x)  ip{x  +  Jx)  —  (fix)  \p{x\ 

also 

(5.)  ^(?)=v'(:r+^:.)5^^^+^t:^)+y(,)iKH:^)zz!K?). 

^x  ^x  ^x 

Nun  ist 
lim  v(*  +  ^x)  =  V'W,      lim  y('^  +  -^^)-y('^)  =  y-(^)^ 

folglich  wird 

^^•)  ^^ = ä  ^  ^(^)  ^'(^)  +  ^(^)  ^'(^)' 

oder 

^     '"^  dx     "^     dx  dx 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ein  Ptoduct  von  zicei  Factoren  tvird  difierentnrt,  indem  man 
jeden  der  beiden  Factoren  einzeln  differentiirt ^  mit  dem  andern 
Factor  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  beiden  Producte  badet. 
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Beispiele. 

^=  4(2  —  7z)  —  7(3  +  4a:)  =r  —  13  —  56a;. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  sich  äucb 
dadtircli  überzeugen,  dass  man  nach  Auflösung  der  Klammem 
y  =  6  —  13ar  —  28a:2 

erhält,  woraus  sich  unmittelbar  derselbe  Werth  von  -^  ergiebt 

2)  y  =  (x*  —  3a;2  +  11)  sinar; 

-^  =  (4a:»  —  6a:)  sinar  +  (ar*  —  3x^  +  11)  cosar. 

3)  y  =  c0Sa;tga:; 

-^  =  — sma:tga:  H ~^— 

dx  ^  COS^a: 

sin*a:   ,1  1  —  sin^a: 

H = =  cosa*. 


COSa:         COSa:  cosa; 

Dieses  Resultat  hätte  man  noch  einfacher  finden  können, 

indem  man  berücksichtigt,  dass 

sina: 
tga:  = 

°  cosa: 

ist,  denn  dadurch  wii*d 

y  =  cosa:  tga:  =  sina: 
nnd  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 

-f  =  cosa:. 
dx 

Aufgabe  2.    Es  sei 

(7.)  u  =  tf>{x\     V  =  \\){x\     w  =  x{x), 

man  soll  die  Ableitung  von 

(8.)  y  =  uvw 

bilden. 

Auflösung.    Indem  man 
(9.)  VW  =  Vi 

setzt,  erhält  man 
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(10.)  y  =  wt?i, 

SO  dass  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe 
dy  du  ,       dvi 

wird.  Nim  ist  aber,  gleichfalls  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe. 
.^.  dci  dv    ^      dw 

folglich  wird 

,  ^  ^  dy       diuvw)  du   ,         dv    ,         dw 

Dies  giebt  den' Satz: 

Ein  Product  von  drei  Factoren  toird  differentiirt,  indem  man 
jeden  dieser  Factoren  einzeln  differentiirt,  mit  den  beiden  anderen 
Facteren  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  Proditcte  bildet. 

Man  erkennt  leicht,  dass  sich  diese  Regel  auch  auf  Prodncte 
mit  beliebig  vielen  Factoren  übertragen  lässt.  Zum  Beweise 
mögen  die  Gleichungen  (6a.)  und  (13.),  indem  man  sie  beziehungs- 
weise durch  UV  und  uvw  dividiit,  auf  die  Form 

1    d(uv)       1  du       1  dv 
(6b.)  —  ^^  =  ^  ^-  +  -  ^ ' 

^      ^  UV     dx         u  dx       V  dx 

.^^    V  1     d(uvw)      1  du  ,   1  do       l   dw 

^  uvtv      dx  u  dx      V  dx      w   dx 

gebracht  werden. 

Dem  entsprechend  kann  jetzt  durch  den  Schluss  von  m  auf 
w  +  1  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

/.^  V ,1 d(uiU2..,u„,)  ^  1^«!^  ,   1  c?W2  j 1  du^ 

^         UiU2 . . .  w«,  dx  Ui  dx       u%  dx  u^  dx 

nachgewiesen  werden. 

Ist  nämlich  ««  wiederum  aus  zwei  Factoren  zusammen- 
gesetzt, ist  z.  B. 

so  wird  nach  Gleichung  (6b.) 

1   dum  __  1  du      1  dv 
Um  dx       u  dx      V  dx 
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Deshalb  geht  Gleichung  (14.)  über  in 

Uftts  .  -  -  u^^xUD  dz 

1  </mi   ,    1  rftt2    ,           ,       1     e/««-i  .   1  rfw  ,   1  rf«? 

u^dx       Ui  dx                   f<»i>i     c/:r  u  dx      c  är^ 

daraus  folgt,  wenn  man  u^  statt  u^  u^^x  statt  v  schreibt, 

(15a.)  ^- djuxfH.     u^u^^x)  ^ 

UxU-2 . . .  w»i*«+i  dx 

1   rfwi    ,     1  du2    ,  ,     1  du,„   ,       1     e/tt|„^., 


-f.  ~ t  +  . . .  _|.  .*  _1J?  „1 1 

Ui    dx  U2   dx  Um    dz  Um-^x       dx 

Damit  ist  die  aUgemeine  Gültigkeit  der  Gleichung  (14.) 
nachgewiesen.  Durch  Multiplication  mit  uxU2 . . .  w«  erhält  man 
aus  derselben  die  Formel 

(16.)  ^"^-^^-^^ 

dx 

dtix    .  dui  .  dun. 

imd  damit  den  Satz: 

JEin  Product  von  beliebig  tieleti  Factoren  wird  diff'erentiirt^ 
indem  man  Jeden  dieser  Factoren  einzeln  differentiirt,  mit  allen 
übrigen  Factoren  multiplicirt  und  die  Summe  diesem'  Producte 
bildet. 

Sind  die  m  Factoren  alle  einander  gleich,  ist  also 

«1  =  «2  =  t/3  =r  .  .  .   =r  W^  =  // , 

SU  folgt  aus  Gleichung  (16.) 

d(u^)  du 

,17.)  -k--=""'-'^- 

Für  den  besonderen  Fall,  wo 

u  =^  z 
ist ,    geht  diese  'Gleichung  in  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  über, 
nämlich  in 

— —  -  =  mxr   *. 
dx 

Die  Gleichung  (17.)  gilt  vorläufig  nur,  weim  m  eine  positive 

ganze  Zahl  ist,  sie  bleibt  aber,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 

auch  noch  richtig,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 

Kiepert,  Diffcrentlal-RechniiDg  7 
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Wird  nämlich 
(18.)  m  =  j^    oder    tnb  =  a, 

wo  o  und  b  positive  ganze  Zahlen  sind,  so  folgt  aus 

a 

(19.)  y  =  w«  =  tt~t, 

indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  in  die  V'  Potenz  erhebt 

(20.)  ^  y^  =  u\ 

Differentüi-t  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  An 
Wendung  der  in  Gleichung  (17.)  ausgesprochenen  Regel.  s< 
erhält  man 

(21.)  V*  T^  =  ««^'-^  $^  =  mbu-^^^  ^' . 

^      ^  ^       dx  dx  dx 

Da  aber  aus  Gleichung  (19.)  folgt,  dass 
ist,  so  geht  Gleichung  (21.)  über  in 

dx  dx 

oder,  wenn  man  beide  Seiten   dieser  Gleichung  durch  *«*'*-■ 

dividirt,  in 

(22.)  ^=^„-.5^, 

'  dx  dx 

ein  Resultat,   das  der  Form  nach  mit  Gleichung  (17.)  genau 
übereinstimmt. 

Es  gilt  daher  auch  die  Gleichung 

(22a.)  ^^")^^^m-i 

noch,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 

Man  kann  sogar  die  Eichtigkeit  dieser  Formeln  noch  zeigen, 
wenn 

(23.)  m  =  —n 

eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist.    Es  \\ird  dann 

(24.)  y  =  w«»  =  W-»  =  i-  , 


(25.)  M«y  =  1. 
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Differentiirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung,  so  tndet 
man  nach  der  Regel  für  die  Differentiation  eines  Productes 

oder,   wenn  man  mit  u  moltiplicirt  und  für  w^y  den  Werth  1 
setzt, 

also 

.^^  X  rfy  4  du  .du 

^       ^  dx  dz  dx 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichung  (17.)  und  deshalb  auch 

die  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  gilt,  gleichviel  ob  m  eine  ganze 

oder  eine  gebrochene  ^  eine  positive  oder  negcUive  Zahl  ist. 

Beispiele. 

1)  y  =  (2a:»—  7;t«  +  Sx  +  11)*; 

^  =  Mß^  —  7a:«  +  3a:  +  ll)3(6ar2  —  14a:  +  3). 

Setzt  man 

a^  -{-  Z'  =  u, 
so  wird 

c/a:""2"      rfa-"'2^''   ^"^^      "''^' 
oder 


(27a.) 


Ebenso  findet  man 


dx         .  Yx-i  —  d' 
3)  y  =  VÖ«^^i«  =  (a«  — a:«)*. 
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Setzt  man  hier 

«2  _  a;«  ==  u, 
so  wild  wieder 

dy      1    -^  du      1  -t . 

c/a;       2  cfjc       2  ^  -^      ^  ^' 

oder 


^^^•^  dx    ^v^~ä^' 


i)  y=z  'p^(2x  —  hy  ==  {2x  —  5)^'; 
|=i(.,-5)1.2=|f2~-5. 

«)  y  =  ^i  =  ^"*- 

7)  y  =  -f^a:  =  x^; 


di- 

—  ix- 

-8^ 

\'-'- 

1 

dx 

1  - 

-*  =  - 

1 

cly_ 

_.12, 

u_5_ 

_  ''^^^ 

si^'^ 


10)  y="     +  J  +  cy:r  ^a:r  ^  +  J +ra;^; 

Yx 

'ä  =  ^    «     +    -^._. 

rfe       2yx'     2yx 

11)  J/  =  12  -y^^"^  —  Ti^a:*  +  Ha:  —     ^-    =      - 


12  r 


'^—7x''  +  II2:  — 8a:   ^;   • 
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12)  y  =  (ar*  —  3z  +  4)  }/(4a-  —  3)». 

Setzt  man 

23^  —  3x+i  =  u,     V(4a:— 3/  ==  (4a;  —  3)*  —c, 
so  wird 

y  =  UV, 

rr  =  ^-^'     g  =  |(4.-3)*.4  =  6>/4.---3, 

rfz ""     dx         dx 

=  (4a:—  3)^ (4a:  — 3)  +  {2x^  —  Zx  +  4) .  6  y4^^'3 
=  Yi^—S  [(4a:  —  3)=*  +  ß{2x^  —  3x  +  4)J 
=  yix~-^  (28a:'-  —  42a:  +  33). 

13)  y  =  sina:  —  Jsin'a:  +  ^sin^a:; 

^  =  (1  —  2sitfa:  +  sin*a:)  COSa:  =  cos^a:. 

14)  y  =  cosa:  —  cos^a:  +  |  COS'^a:  —  i^  COS^a:; 

Y  =  (1  —  3C0S^a:  +  3C0S*a:  —  COS^a:)  ( —  sina:)  =  -^  sinV. 

15)  y=  3ig^x  —  2tg*x  —  bt^x  +  ^tg^'x; 

^  -  (löt^a;  —  8 tg»a:  —  IStg^a:  +  8tga:)  (1  +  tgV) 
=  15tg«a:  —  8tg5^  —  lölg^ar  +  8tga:. 

Aufgabe  3.    Es  sei 

(29.)  u^tfix),     v=ip{xy, 

man  soD  die  Ableitung  des  Quotienten 
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(80.)  ^        ,  =  ^    odei-/(.)  =  |g 

bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (30.)  folgt 

ip{x  +  Jx)  \p{x) 
Dies  giebt 
.32 X  ^/(^)^ L .  y(^'+  ^x)ip{x)  —  t//(g+  ^a;)iir(^) ^ 

oder,   wenn  man  in  dem  Zähler  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  Grösse  <p{x)  xfj(x)  sübtrahirt  und  wieder  addirt, 

.•(33.)  ip{^  +  ^^)y^i^)^^^= 

f{x  +  Jx)  ip(x)  —  q:{x)  ip{x)  —  \p{x  +  Jx)  (f{x)  +  y(ar)  ipjx) 

Jx 

=  ^M  y(^  +  ^^)  — <ip(^)  _  /^N  ip{x  +  Jx)  —  ip{x)  ^ 

^M  X  ^M  X 

Geht  man  zur  Grenze  aber,  indem  man  Jx  unendlich  klein 
werden  lässt,  so  erhält  man 

-.      (p(x+Jx) — q(x)        ,,  .      -.     xb(x+Jx) — ip(x)  ,,  . 

und  deshalb 

'/34)  ^i^  =  rfy^v/;(3:)y/(.r)-y(.r)i/;X^)^ 

^     "^  (f:r  .rfa:  </'(a:}  \p(x) 

oder 
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Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Ableitung  eines  Bruches  ist  gleich  dem  Nenner,  multi- 
plirirt  mü  der  Ableitung  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler,  mulli- 
pUcirt  mit  der  Ableitung  des  Nenners,  das  Ganze  dividirt  durch 
das  Quadrat  des  Nenners. 


Beispiele. 

OSarcosa: — s 
COS 
cos'a:  +  sin*a:  1 


.      __  sina: ,   dy  ^  cosa?  cosa: — sina?( —  sina;) 
^  ^  ""  cösi '    dz  ^  COS^a: 


COS^a:  COS*a; 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  26   der  Tabelle 
übereiii,  denn  es  ist 

sinar 


COSa: 


=  tga:. 


^.  _„        1       dy       a;»» .  0  —  na:»-»  ^   ^ 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Formel  Nr.  21  der  Tabelle 
nberein. 

3^  —  a^ 


^)  ^-^«+a2 

Hier  ist 

tt  =  a;*  —  a^,     ü  =  a;^  +  a^,  ' 

also 

du      ^       do       ^ 

^- 

(«2  +  a«)  2x  —  («» —  «2)  2x  _      iu^x 

dz"    .  {a?-^a^y^  (a:-*  +  a2)2 

'  a:— Va^  +  a:^ 

Hier  ist 

M  =  ^  +  Ka>  ^*a:2    _  =  i  +  -  =  — '  1 JT —  j 
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dx  Ya^  +  x'-  Ya^-^x" 

also 
dy  _  (x—y^^+^>i(x  +}/^^"^)  +  (.r  +l/a^  +^)  {x—Ya^  +^ ) 

^^  (a-  —1/02  +  -^^^21/;^  ^2 

—2a»  _  —  2(3;+ya»  +  y^)'  ^ 

""(a:— ya2+^^)2}/a2  +  ä:2"  a^^a*  +  rr^ 


II.  Abschnitt. 
Functionen  Yon  Functionen. 

§  22. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form  f{n). 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  34  und  35.) 
Es  sei  y  irgend  eine  stetige  Function  von  w,  also 

(1.)  y  =.m, 

und  u  sei  wieder  irgend  eine  stetige  Function  von  x,  also 
(2.)  «  =  (fix), 

dann  ist  y  auch 'eine  stetige  Function  von  x,  nämlich 
(3.>  y  =/[y<T)]  =  F{t). 

Beispiele  solcher  „Functionen  ton  Iiinciione?i^^  sind 
y  =  j/4tx^  —  7x  +  11,    y  =  sin  (3a:),    y  =  (sina:)*, 


y  =*log(sina:),  y  ==  (logxy,   y  =  arcsinl/  -_-^ 


■X 

Es  ist  die  Frage,  in  welcher  Weise  solche  Functionen  von 
Functionen  diflferentürt  werden  können. 

Vei-mehrt  man  x  um  Jx^  so  gehen  die  Grössen  ar,  u  und 
y  bezw.  über  in 

a-  +  ^a-,    w  +  z/tt  =  (f{x  +  Jx),    y  +  Jy  =fiu  +  ^ti), 
folglich  ist 
(4.)       Ju  =  (f(x  +  Jx)  —  q:.(x),     Jy  =f(u  +  Ju)  —f(u), 

/5  )  ^-^M  =  ^  ^f(u  +  Ju)—f(u)  ^ 

"^  Jx         Jx  Jx 
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oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  Zähler 
imd  Nenner  mit  Jii  gleich  y(a:  +  Jx)  —  (fix)  multiplicirt, 
^y  _  /(u  +  /Iti)  —f(u)      (r(x  +  -^3:)  —  q{x)  ^ 
Jx  Ju  J-x  ' 

folglich  ist 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Ableitung  einer  Function  von  einer  Function  ist  gleich 
dem  Producte  der  Ableitungen  beider  Functionen, 

Aus  diesem  Satze  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  man 
mit  den  verschwindend  kleinen  Grössen  cfo,  dy^  du,  . . .  ebenso 
rechnen  darf,   als   wären  sie  bestimmte  ZaUen.    Man   erhält 

nämlich  ~ß  -j-  aus  -~  >  indem'  man  Zäiiler  und  Nenner  mit  du 
du  dx  dx 

multiplicirt. 

Eine  etwas  einfachere  Form  erhält  dieser  Satz,  wenn  man 
statt  der  Ableitungen  oder  Differential-Quotienten  die  Differentiale 
einführt. 

Aus  der  Erklärang  des  Differential-Quotienten  einer  Function 
y  =f{x\  nämlich  aus 

dx  dx        -^  ^  ^       ^x=o  ^x 

folgt  unmittelbar 
(7.)    dy  =  d/{x)=r{x)dx  =  lim  fS^.  +  ^^)-f(^) .  j^^ 

d.  li.  das  Differential  einer  Function  von  einer  unabhängigen 
Veränderlichen  x  ist  gleich  dei'  Ableitung,  multiplicii^t  mit  dem 
Differential  dieser    Veränderlicheii. 

Aus  Gleichung  (6.)  folgt  daher 
(6a.)  dy=f\u)<pX^)dx; 

da  aber 

du  =  (f>\x)dx 
ist,  so  findet  man  hieraus 
(8.)  dg  =fXu)du, 
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d  L  man  findet  das  Differential  ton  y,  indem  man  die  Function 
u  als  die  unabhängige   Veränderliche  ansieht. 

Beispiele. 

1)  y  =  «3      ^ufl      „  —  si,!^^ 

Hier  ist  , 

rfy  =  *6u^du     und     cfu  =  cosarrfr, 


also 


dy  =r  Ssin-a;  cosxcJr,    oder    ~  =  3sin^j:  cosa:. 


2)  y  =  1(1  —  ic*)  =  Iw,     wo     w  =  l  —  a?. 

dg=-du=z ^(_2i:)cfo  =  - . 

^       t«  1  —  ar^  ^  1  —  z^ 

Ist  y  eine  Function  von  u,  u  eine  Function  von  t?,  und  » 
eine  Function  von  a-,  ist  also 

y  =/(«),   «<  =  y(«^),    «?.  =  '/^W, 

so  wird  auch  y  eine  Function  von  v  und  deshalb  auch  eine 

Function  von  x;  daher  findet  man  nach  dem  vorhergehenden 

Satze 

(9.)  dy  =f'{u)duj     du  =?  (p*{o)do^     dv  =  ip\x)dxj 

oder 

ao.)      c/y  =f{u)du  ^f\u)if\v)dv  =^f\uypXc)ipXx)dx. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  das  Differential 
vou  y  auch  dann  noch  finden,   wenn  die  Keihe  der  veränder- 
lichen Grossen,  von  denen  jede  eine  Function  der  folgenden  ist, 
noch  länger  wird. 
Es  sei  z.  B. 

y  =  sinw,    m  =  o*,     o  =  a'  +  x^^  ^ 

oder 

y  =  sin[(a»  +  ^)''*J, 
dann  wird 

dy  =  cosudu,     du  =  mt^-^dv,     do  =  3a:-flfe, 
also 

dy  =  COSM .  mt?'"~W«7  =  COSM  .  mö"*-*  .  ^x^dxj 

^  =  3ma;2(a»  +  i»)"-*  cos[(a3  +  ^8),,.j , 
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§  23. 

Uebungs-Aufgaben. 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 
überein.  Daraus  erkennt  man,  dass  diese  Formel  nur  ein  be- 
sonderer,Fall  von  Formel  Nr.  35  ist. 

2)  y  =  sin(w.r). 

Man  setze 

dann  wird 

y  =  sinw,     dy  =  cosurfu, 

du  =  mdx,     dy  =  mco»{fnx)dz, 
oder 


dx~ 

»1  COS  (mar). 

3)  y  = 

COS(aa:^  +  ir*). 

Man  setze 
dann  wird 

aa?  +  bx*  =  M, 

y  =  cosw, 

rfy  = 

—  sinwrfw, 

du  =  (Sax^  +  ibx^)dx, 

rfy  = 

—  sin(ac3^^3.4j 

.  (3aa:ä 

'  +  Ux^)dx, 

oder 

±-_r. 

l/»«.2  _L 

AA-*>3\  Qin /^*/«>3  J_  A«»» 

4^ 

Hier  ist 


y  =  tgtt,      wo  "  =  2' 

-  du  j        dx 

dy  =  — ^-  >  du^=~    1 

also 

,  rfar  dy 

dy  = TT-  '  :7   ""  — 


2cos«g)         '^^       2cos»(Q 
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^^    y  =  T^{sin^ 

+  C0S2-)3; 

dy  ^   3(C0S2:  —  sina:) 
öte      5f(sin:c+cosa:)2 

6j    y  =  l(sin^). 

Hier  ist 

y  =  le/, 

wo 

M  =  sin.r, 

,        du 

dy  =■  —  j 

^        u 

rfw  =  COS^rrfr, 

,        COSa:e/Ä 
^         sina; 

1=«^*^:- 

7.    y  =  l(cos.T); 

8j   y=l(tg^); 
i^)    y=l(ctgir); 
lOj    y  =  l(C0Sar  +  sina:)  ; 


dy  ^        1 
fl^a:       sin  a;  COS  a; 
e/y_  1 


cSr  sinarcosar 

f/y  _  —  %mx  +  cosj^ 
äz"^     COSa:  +  sina: 
11)    y  =  l(l/^M^2+y^i2^Z72), 

Man  setze 


dann  wird 


y  =  h«,     dy=^-du, 


Uu 


_  xiVa^—x^'—Yä^  +a^)dx 


Ya* 


-X*    . 


,/,  =       a:(Vft^  —  g^  —  Vo^  +'x^)dx 
oder 


;r(}/a«  —  i«  — y^M^a:*) 


''^     ( V«*  +  «-  +  Va^  —  x^)  Y^—  X* 

Indem  man  noch  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite 
(lieser  Gleichung  mit  Va^  +  a;- — Va* — x^  multiplicirt,   erhält 

iiia:i 
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dy  _  ~  x{2a^  —  2l/ä*  — ^^j  _  —  g«  +  Va^  — ^ 


«^a:                2x«V 

»*  — a:* 

12)    y  =  l(U). 

Hier  ist 

y  =  1«,    wo 

M  =  \x, 

-        du 
dy  =  —  i. 

,        dr 
du  =  — » 

X 

,         dx 

dz      x\t 

§  24. 

Differentiation  inverser  Functionen,  insbesondere  der 
cyldometrischen  Functionen  und  der  Function  a^. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  36—43.) 

Wie  schon  früher  (§  1)  hervorgehoben  wurde,  kann  raan 
aus  der  Gleichung 

wenn  y  keine  Constante  ist,  durch  Auflösung  nach  x  eine 
Gleichung 

(2.)    .  x^ifiy) 

herleiten;  man  nennt  dabei  die  eine  Function  die  inverse  der 
anderen,  weil  die  eine  aus  der  anderen  durch  ümkehrung  ent- 
steht. 

Es  ist  nun  häufig  nothwendig,  ^  zu  bilden,   wenn  nicht 

y  =/(r)  gegeben  ist,  sondeni  die  inverse  Function  x  =  (f(y\ 
Dies  geschieht,  indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (2.)  nach 
X  differentiirt;  dabei  muss  man  aber  beachten,  dass  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  eine  Function  von  y  steht,  und  dass 
y  wieder  eine  Function  von  x  ist.  Es  kommt  dabei  also  Formel 
Nr.  35  der  Tabelle  zur  Anwendung,  wobei  man  erhält 

oder 
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Beispiele. 

1)  Es  sei 

<  5. )  y  =  arc  sina:, 

dann  findet  man  durch  Umkehrung  der  Function 

<6.)  a:  =  siny 

und  dnrch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  t 

(i.)  1  =  cosy  •  ~» 

.s  ^__1     _         1 

rfa:  "■  cosy  ""  yr"-Z^2y  ' 

oder  mit  Bücksicht  auf  Gleichung  (6.) 
.   ,  rf(arcsina:)  1 

dx  yi—:t^ 

Für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und  +  1  giebt  es 
einen  Werth  von  y  zwisclien  —      und  +     •    Daa:  =  siny  und 

der  Bogen  y  in  diesem  Intervalle  gleichzeitig  zunehmen,  da  also 
dx  und  dt/  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  mnss  in  Gleichung  (8.) 
die  Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Vorzeichen  genommen 
werden. 

2)  Es  sei 

(9.)  y  =  arc  cos  .r, 

dann  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhm 
(10.)  X  =  cosy, 

(11.)  1  =  — smy^, 

(12.)  ^-___1_«^  1 


dx  siny  j/i  _  cosiy 

ödes  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (10.) 

^2a)  rf(arccosa:)^ 1 

dx  yi  —  x^' 

Für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und  + 1  giebt  es 
einen  Werth  von  y  zwischen  0  und  tt.    Da  a-  =  cosy  von  +1, 
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bis  — 1  abnimmt^  während  der  Bogen  y  von  0  bis  /r  zunimmt^ 
da  also  dx  und  dy  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  so  ist 
in  Gleichung  (12.)  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  richtig 
bestimmt. 

3)  Es  sei 

(13.)  y  =  arctga-, 

dann  wird 

(14.)  ^  =  tgy, 

(15.)  i  =  (i  +  tg.,).|,      (mt-i^^-y' 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (14.) 
rf(a^^      1 

^  dx  1  +  r- 

4)  Es  sei 

(17.)  y  =  arc  ctg;r, 

dann  wird 

(18.)  X  =  ctgy, 

dy         ,      .    dy 

oder 

5)  Es  sei 
(21.)  y  =  arcseca:, 
dann  wü-d 

(22.)  a-  =  secy  =  ^,      cosy  =  J-  =  :r-, 

(23.)  _ sin,.  !  =  _.-., 


(19.)     l=-(l+ctgV).|.      (•2«-)|=-T44t 


ctg*y 


(24.) 

oder 
(24a.) 


rfa:  ~  siny  ~  >/i-r"cosV  ""  ^/i  —  x-^ 
c/(arc  seca;)  __         1 
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6)  Es  sei 


(25.) 
dum  ysirä 

1-26.)                X  = 

y  =  arc  coseca;, 
cosecy-^.^^,    siny-^-^-', 

27.) 

Cosy.^  =  — .r-S 

,-2S,             ^  = 
•ider 

x-^                   3r--^                       X-' 

cosy          yi  — sin^y          yf—a;-«  ' 

'25a.) 

rf(arc  coseca;)               1 
^                 xyz^—l 

7)  Es  sei 
29.)                                         y  =  a*, 

«lann  wird,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  den  natürlichen  Loga- 
rithmos  nimmt, 
t30.)                                        ly  =  a;.la, 

.31.)                              '•?  =  !«. 

132.) 

oder 

i32a.) 

dx 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  a  gleich  e  (der  Basis  der 
natüi-lichen  Logarithmen)  wird,  erhält  man 

la  =  lc=l, 
so  dass  die  Gleichung  (32a.)  tibergeht  in 

Ist  C  eine  beliebige  Constante,  so  ist  auch 

,34.)  "  '-i§^==C^. 

'  dx 

Dieses  Resultat  ist  deshalb  bemerkenswerth,  weil  CV,  wie 
später  gezeigt  werden  soll,  die  einzige  Function  ist,  welche  mit 
ihrer  Ableitung  übereinstimmt.  Man  nennt  ^  „die  Exponential- 
Function.^ 

Kiepert,  BifferentiaL-Beclmung  8 


in  §  26.    Uebungs-Beispiele. 

§25. 

Uebungs-Beispiele. 

1-)  ä^aa?  —  bx'  +  c)  =  x{Bax  —  2b)dx. 

2)  d{\st?  —  1«»  +  4a;  -  5)  =  (a:^  —  3x  +  4:)dz. 

3)  ci(2a;*  -  7«  -  5  + 1)  =  (4a: -  7  - l^a-. 

6)  rfr(a^«»  — ix»  +  c)»]  = 

»in(oi2"  —  5:r«  +  c)'»-'(2aa-  —  J)a:»-'rfa-. 

11)  rf  [(2a»  +  3a;')yK— a;')']  =  —  ISa^^V^*"^^^ .  dx. 

13)  dta'  +  ^)  =  <^(«'  +  «")  =  («'  —  «"')!<'  •  <^' 

14)  rf[(a;  —  l)a*]  =  o'[l  +  (a;  —  l)la]rfa-. 

1 5)  d{e' .  X«)  =  c" .  a:"-'  (a;  +  »»)(&. 

16)  dle'ia^  —  3a:«  +  6a;  —  6)]  =  C  .  a?dx. 
X    t/    i/r+^N        c*(2  — a;«)(ia 


ofa: 
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dx 


.8)  <*■(.+ V?-+a-i)  =  ^_^ 


dx  dx 


2  \3«  — 4      3z  +  4/  9««  —  16 

23)  dlfa  +  X+  y2ax  +  xA  = 
^      Vi— ^/       8(1  — 


2a'xdx 


rfa; 


V2aa;+'a;* 


■^/       8(1  —V^x^)-p^; 


X' 


wobei 

du_       X  X        _  x{^a''—x^—Y^+^^) 

dx''Ya^-^^~Y^_^~2''         yl^^^        ' 

do  _        X  X        _  y()/ö^^^  +  y^~+x^) 

oder 

rftf  xo  dv        ,        a:M 


Dies  giebt 

8* 
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du      dv 


,1  /«\        7  1  IN       du      i 

rfiy=rfa«-i«')=„  — 

xvdx  xudx        x{v'-\'U-)da' 

uYa* — i*       cY  a"^  —  x!^  ucYä* — :r* 

Nun  ist 

UV  =  a«  +  x^  —  {d^  —  x^)==2x^, 
u^  +  v^  =za^  +  x^  +  ^yä'^—x^  +  a^'  —  x^ 


+  a^  +  x^'  —  2ya^—x*  +  a«  —  a:« 

=  4a2, 
folglich  wird 

,./m\_  -ia^xdx      _  2ä^dx 

V/  ~       2x'^ya^—i^  ""  ~  a:yä*  —  a^  * 

26)  eflfi^^Z+L^^ 

=  ^[-|l(:r  +  2)+^l(x  +  4)-^l(a:-l)] 

V3(a:  +  2)  "^  5(x  +  4)       ^[x  —  1))     ' 

27)  c/sill(2i:  +  5)  =  2  COS  (2a;  +  5)dx. 

28)  dcos{mx)  =  — m^m{mx)dx. 

29)  rf(sinV)  =  2sina:  cosarc?^-. 

30)  f/(siii^ir  cos 5-)  =  sin-a:(3  —  4:Sii^^x)dx. 

31)  d(  .V--  •— )=f-  -V  +  A-W^^ 

_  (5  sina;  —  ß)cosxdi 
"~  sin^a: 

2sina:r/r 


V    ^/l  +  COSa:\ 2sil 

,  "^     \  1  —  cosz  /  "~      (1  —  cosa;)*- 


34)  dctg(3x)  =  —  3[1  +  ctg^3x)]dx, 
cosi^x 


35)  ditg"'x)  =  -     "  j    -  dx=:  mtg'"-*x{l  +  tg*x)dx. 
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36)  rf(4tg»x— 3tg«z+6tgi-)  =  (I2tg*z— 6tga-+6)(l+tg*x>fe 

=  6(2tg«a:  —  tg»;r  +  3tg«x  —  tgz  +  l)dx. 

37)  rf(c*C0Sa:)  =  c*(cosar  —  sinaryj-. 

38)  dän{\x)  =  cos(lr)  .  rf(la-)  =  ^"^^  rfa-. 

'^  '^(T^^)=''n(l  +  cosx)-l(i_cosx)j 

_  rf(l  +  cosa;)  _  rf(  1  —  cosa:)  _       2dx 
1  +  cosa;  1 — cosa;  sinx  ' 

[•^u;]  ^(.)  ^K.)  ,^(,)  ^^.(g  u) 


2sinf 


dx  dx 

%\Vix 


■15)  rflC-^sin^arcos^o;)  =  /?  \{wix)  +  |l(cosar)l 

_  3  /cosa: sina:\ 

""  4  \sin2;       cosa:-/ 

3(cos^r— sin-:r)öfe      3    ,   ,^  ,  , 
4  sin  a:  cosa:  ^ '^^ö^-^'"*-^- 

46)  (/(esmx)  ^  ^sinx ,  rf(sinar)  =  ^slni; ,  cosa:rfa:. 

47)  f/(a:eco8x)  =  gcosx (jL  _  a:sina->/a:. 

48)  d^ .  cos(m2:)]  =  a'''[acos(m.r)  —  m %\\n{mx)\dx. 
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49)  d{a^)  =  a^\a .  d(lx)  =  —  dx. 

50)  rfarcsin(-)=— 7-^= — ^rf(-)=  ,.-- — -' 


f-©' 


52)  rfarc  ig  l/-^-  = ^ ''']l';rh^ 


"*■  a  +  ic 


__^  a  +  a;      1  -■ /a  +  ^    ^Z     ^    \ 

_  (g  +  a:)]/q  +  x        adx adx 


2(a  +  2x)yx      (ö  +  iP)'       2(rt  +  2x)  Vxia  +  x) 
53)  d \a .  arc  co^(^^^^f  —y2ax  —  x^\  = 
a  ,/a  —  x\       d{2ax  —  x^) 

adx (g  —  x)dx  __        xdx__^ 

"~       y2ax—x^      y2ax  —  ^  ""  y2a^—  ^' 

54)y  =  a:^,     ly  =  ^1^,     ^^=1  +  1^» 

rf(:f^)  =  x'^il  +  \x)dx. 

55)  y  =  a:«^^-^, 

1  '        1       ^du  ,      ,   sina; 

ly  =  sma: .  IX,     --r  =  cos:«: .  ix  H j 

^  ^   y  dx  X 

56)  y  =  -j/^, 

,  1,         Idy      l—\x 

\y  =  -  \x,     -  -7  = 5^ — » 

'       X      ^     y  dx  X" 

d  -y^x  =  y^a;  • ~  dx. 
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57)  y  =  {x'Y  =  jK*^, 

ly  =  x^Ax,    l^^  =  ^  +  2xAx^x{l+2U), 
dKx'Y]  =  zi'^i.xil  +  2lx)dx  =  x'^-^^il  +  2\x)dx. 
58)y  =  >'\ 

nach  Aufgabe  54,  folglich  wird 

rfL^*'^J  =  ;r(''\  25  [(1  +  lar)la:  +  a:-«]  rfz 

=  x'^-^'K!  +  la:)lÄr  +  a:-*]di. 
59)  y  =  (cosar)«*>»*, 

ly  =  sina:l(cosar),     ~  -r  =  cosarKcosa;) > 

.  ^       y  dx  ^        ^       COSa; 

</[(C0Sa:)8in*]  =  (c0Sa;)-i+8*n'[c0S*a;l(C0Sa:)  — sin*a:]- 
60)y  =  arcsiii[tg(^--^)], 

siny  =  tgu,    wo    t*  =  — ^^ , 
a  +  2: 

•"  (te      cOS^w  dx       COS^u     (a  +  2:)2 

C0S2^«  COS^W 

5^  _  1 —2a 

^^     COS«  Vcos(2w;    («  +  ^/ ' 


.«^[,g(i;^)]= 


—  2arfa: 


<«+')'-(^7-^)/-c-?^")■ 


III.  Abschnitt. 
Ableitungen  und  Differentiale  höherer  Ordnung. 

§  26. 

Ermittelung  von  f"'\x). 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  44—46.) 
Wie  schon  früher  gezeigt  wurde,  ist  die  Ableitonff  einer 
Function  f{x)  im  Allgemeinen  wieder  eine  Function  von  x.    Es 
wurde  deshalb  auch  das  Zeichen /'(a;)  eingeführt,  so  dass 

war. 

Man  kann  daher  f*{x)  ebenso  behandeln  wie  f{x)  selbst  und 
untersuchen,  ob  f\x)  eine  Ableitung  besitzt.  Ist  dies  der  Fall, 
so  bezeichnet  man  die  Ableitung  von/'(a;)  m\tf**{x)  und  nennt 
sie  die  „zweite  Ableitung''  \onf{x).    Es  ist  also 

(2.)  '^)  =r{r). 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  erhält   durch 
wiederholte  Differentiation  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

df'iz) 


(3.) 


dz 


=/'», 


^^^  =/<•%). 


dx 
Dabei  heisst/^")(a;)  die  w'*  A  bleitun  ff  der  Function /(ä-). 

Es   ist  nun  auch  von  Interesse,    zu  untersuchen,    nach 
welchem  Gesetze  die  höheren  Ableitungen  von  f{x)  aus  f(x) 
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:^Ibst  gebüdet  werden  können,  ohne  dass  man  die  dazwischen 
liegenden  Ableitungen  benutzt. 

Der  erst«  Differenzen-Quotient  war 

'  ^  Jx  Jx  ^  ^  ^ 

Vertauscht  man  in  diesem  Ausdrucke  x  mit  x  '\'  Jx  unter 
der  Voraussetzung,  dass  sich  dabei  Jx  gar  nicht  ändert,  so  er- 
hält man 

Indem  man  die  Gleichung  (4.)  von  der  Gleichung  (5.)  sub- 
trahirt  und  die  Differenz  duich  Jx  dividirt,  ergiebt  sich 


^^ 


Jx  Jx  Jx 

^  fix  +  2Jx)  —  2f{x  -f-  Jx)  +f(x) 
Jx^ 
Lässt  man  jetzt  Jx  vei^chwindend  klein  werden,  so  wird 

folglich  ist 

(7.1       fix)  =  lim  /(-^  +  2^^)  -  V'i^  +  ^^)  +./(^) , 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
{8.)/'"(;r)  =  Um  /(^+3^^)-  3/(3:+2^3:)  +  3/'(^+^^)-/(^)  ^ 


-Jjt=iO 


.:/a:3 


19.)   /(n)(;,)  =  Um  ^^T»{/(^  +  ^'^^)-(i)/[^  +  {n-l)Jx] 

+  Q)/^^  +  («  -  2)^^]  -  +  •  •  •  ±  (^)/(:r  +  ^;r)  H=/(:r)}  • 

Der  Beweis  dieser  Formel  kann  durch  den  Schluss  von  7^ 
auf  n  + 1  geführt  werden,  möge  aber  hier  übergangen  werden, 
weU  fiii-  das  Folgende  nur  der  Fall,  wo  w  =  2  ist,  in  Betracht 
tommen  wird. 
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Man  kann  auch  von  dem  Differentiale 
(10.)  dy=f\x)dx 

ausgehen  und  das  Differential  von  dy  bilden. 

Dann  bezeichnet  man  dieses  neue  Differential  d{dy)  mit  rf*y 
und  nennt  es  das  ^zweite  Differential  von  y".  Bei  der  Bildung- 
von  dhj  muss  man  aber  beachten,  dass  in  Gleichung  (10.)  die 
unendlich  kleine  Grösse  dx  einen  von  x  unabhängigen  Werth  hat 
imd  deshalb  bei  der  nochmaligen  Differentiation  als  etoe  Con- 
siante  anzusehen  ist.  Deshalb  wird 
(11.)  cPy  =  d{dy)  =  d[r(x)dx\  =  d[f\x)\dx^ 

nach  Formel  Nr.  34  der  Tabelle  ist  aber 

d[nx)]^r{x)dx, 

folglich  erhält  man 

(12.)  d^y  =r{x)dx\ 

Hierbei  soll  cte^  immer  mit  (r&)-  gleichbedeutend  sein  und 
ist  wohl  zu  unterscheiden  von  d{x^)  =  2xdx. 

Aus  Gleichung  (12.)  folgt  jetzt  auch,  dass 

(12a.)  %  =/"(-) 

ist. 

Unter  dem  dritten  Differential  von  y  versteht  man  das 
Differential  von  d^y^  also  d{d^y)  und  bezeichnet  es  mit  d^y. 
Deshalb  wird 

<Py  ^  rf(d2y)  =  d[f\x)d^]  =  d[f\x)]dx\ 
oder 
(13.)  d^y  =f"'{x)dx^. 

Hier  ist  di?  gleichbedeutend  mit  {dxf  und  wohl  zu  unter- 
scheiden von  d{x^)  =  ^x'dx. 

Aus  Gleichung  (13.)  folgt  wieder 

(13a.)     ,  §=/"'(^)- 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahi'en  und  findet 
(li.)  rf-y  =  rf(J"-'y)  =  ß"\z)dx", 
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wobei  cfe**  immer  mit  ((fe)"  gleichbedeutend  sein  soll. 


§  27. 

Uebungs-Beispiele. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  47  und  48 ) 

Aufgabe  1. 

Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

büden. 

y=/W  =  ^* 

Auflösung. 

dy 
dx' 

=/'(z)  =  \z\ 

g=/"(a;)  =  4.3z*  =  12a^, 
g=/'"(T)  =  4.3.2^  =  24ar, 
g=/C)(:r)  =  4.3.2.1  =  24, 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 
y  ^f{x)  =  3ä»  —  7it*  +  8a:»  +  11:2:^  —  6:r  +  9 
bilden. 

Auflosung. 

^1  =/'(a:)  =  15a:*  —  2%x^  +  2ia:2  +  22^  —  6, 
2  =/"(^)  =  60a:3  —  84a:2  +  43;,  +  22, 

^^  =/(*  (a;)  =  360a:—  168, 
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Aufgabe  3.    Man  soll  die  höheren  Diffei-entiale' von 


y=/(x)  =  ;r* 


bilden. 

Auflüsung. 


d*y  =ß*Kx)dx*  =  - 1 . 1 .  i  .  y-^dx*, 


Aufgabe  4.    Man  soll  die  höhereu  Differentiale  von 

y  =/(^)  =  ^"^ 
bilden. 

Auflösung. 

dy  =^f\x)dx  =  mx"^-~^dx, 

d^y  ^'f*\x)dx''  =  fn{m—l)(m  —  2)x'''-^dx^, 

d^'y  =:ß>'\x)dx''  =^  m{m  —  1)  (m  —  2) . . .  (wi  —  «  +  l)x'^-''dx\ 

Ist  hierbei  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  ist  also /^"»^Ij-) 
eine  Constante  und  die  höheren  Ableitungen  werden  alle  gleich 
0;  in  allen  übrigen  Fällen  aber  kann  man  die  Düferentiation  bis 
in's  Unendliche  foi-tsetzen. 
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Aufgabe  5.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bilden. 

Auflösung. 

ß-\x)  =  ^. 

Die  Ableitungen   der  Exponential- Function  c*  sind  also 
sümmtlich  wieder  gleich  ^. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =/(^)  =  «' 
bilden. 

Auflösung. 
fix)  =  a-Aa,    f^x)  =  a-  .  (la)\  . .  .ß-\x)  =  a' .  (la)". 
Für  a  =  <9  geht  diese  Aufgabe  in  die  vorhergehende  über. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y=/(a:)  =  l^ 

bilden. 

Auflösung. 

fXx)=^l=x-\ 

fXx)^-l.x-\ 

/(n)(a,)  ^  (_  l)n-l  ,  (,^_  1)!  ^-«. 

Die  Richtigkeit  der  letzten  Formel  wird  durch  den  Schluss 
von  «  auf  n  +  1  bewiesen. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 
y  =zf(z)z=:  sina: 
bilden. 
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Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  28  der  Tabelle  ist 

tblglich  wird 

f'\x)  =  ff{x)  xp"{x)  +  2tp\x)  rp'{x)  +  cp'\x)  xf,{x), 
•f'"{x)  =  q{x)xp"'(x)  +  ^tpXx)xp"(x)  +  Z<p"{x)  ip'{x)  +  ip'"{x)  ip{£), 

ß-\x)  =  y(r)  V^-'C^)  +  (j)y'(^)  V'"-'(^)  +  (2)y"(^)'/'^'-*'(^) 

+  •  •  •  +  (")»<"-"(^)  «/''C^)  +  9''"X^)'^(^)- 

Die  Eichtigkeit  dieser  letzten  Formel  wird  dra^h  den  Schluss 
von  n  auf  w  +  1  bewiesen. 


IV.  Abschnitt. 

Herleitnng  und  Anwendungen  der  Taylor'schen 
nnd  der  Mac-Lanrin'schen  Reihe. 

§  28. 

EntWickelung  einer  ganzen  rationalen  Function /(a?  +  ^) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h. 

Ehe  die  Tayfor'sche  Reihe  in  ihrer  allgemeinen  Form  her- 
geleitet wird,  möge  ein  besonderer  Fall  behandelt  werden, 
welcher  dazu  dienen  soll,  die  später  angewendeten  Methoden  zu 
erläutern. 

Es  sei 
<!•)  /(^)  =  OK*  +  üxs?  +  a^^  +  a^  +  a4,^ 

also,  wenn  man  mit  h  eine  beliebige  zweite  Veränderliche  be- 
zeichnet, 

(2.)  /(^+Ä)  =  a{x+hy-^a,  {x+hf+a^  {x+Kf+a^  {x+h)+a,, 
dann  folgt  aus  Gleichung  (2.)  durch  Auflösung  der  Klammern 
und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  die  mit  gleichen  Potenzen 
von  h  multiplicirt  sind, 
(3.)  fix  +  Ä)  =  {aa^  +  üisfi  +  a^^  -f  öaa:  +  a^ 

+  {^ax^  +  ^üiX  +  C2)Ä« 
+  (4ac  +  ai)A3 
+  ahK 
Dieses  Resultat  hätte  man  schneller  auf  folgendem  Wege 
finden  können. 

Man  weiss,  f{x  +  h)  lässt  sich  auf  die  Form 
(4.)   /(a:+Ä)  =  F{x)+F,{x)  .  h+Fiix)  .  h^+Fz{x) .  h^+F^{x) .  Ä* 
Kiepert^  Differenüal-Heclmaiig;  9 
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bringen,  wobei  die  Coefficienten  F{x)^  -Fi(^),  J^W,  Fs(x),  E^Qr) 
Functionen  von  x  sind.  Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte  man 
h  als  einzige  Veränderliche  und  differentiire  beide  Seiten  der 
Gleichung  (4.). 

Nach  Formel  Nr,  35  der  Tabelle  wii*d 
df(u)  __  dfj^)_  ^  du 
dz  du       dz 

oder,  wenn  man  die  unabhängige  Veränderliche  mit  h  be- 
zeichnet, 

^(«)  _  df{u)  du  _      ,  ,    du 
dh    "    du     dh'^^^^    dh 
Setzt  man  für  den  vorliegenden  Fall 

tt  =  a:  +  A,     also    -3-  =  1, 

so  findet  man,  dass 

..X  df{z  +  h)      df{z  +  h)    d{z  +  h)  _ 

^^'^  dh        -  d{x.+  h)  •       dh       ^^  ^"^  +  ^^ 

ist.    Man  erhält  daher 

(6.)   /'(«  +  A)  =  1 .  F,{z)  +  2F^{z) .  h  +  ^F^{z) .  h^  +  ^F^(x)  .  Ä^ 

und  hieraus  durch  wiederholte  Differentiation 

(7.)    f*'{x  +  Ä)  =  1 .  2F2{z)  +.  2  .  m{x) .  Ä  +  3  .  4F4(rr) .  Ä«, 

(8.)  f*'\z  +  Ä)  =  1 .  2  .  3J?8(:i^)  +  2.3.  ^F^{z) .  Ä, 

(9.)  /<*)(t  +  ä)  =  1.2.  3.  41^4(4 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (4.)  und  (6.)  bis  (9.)   die 
Veränderliche  h  gleich  0,  so  findet  man 
f{z)  =  F{z),  oder  F(z)  =/(:r)  =  a^^+aiZ^+a^a^+a^z+a^, 

f\x)^  1 .  F,{z\  „  F,{z)  ='^^^=  4az3  +  3aia:2  +  2a2:r+a3, 

r{z)  =  1 .  2F,{z\       „  JJ(:r)  ^^-^  =  6ar«  +  3ai:r  +  «„ 
/'"(^)  =  1 . 2. 3i^3(^),    „  F,{x)  ^-^^P  =  40.:+  a„ 
/(%)=!. 2.3.4F4(4  „  Ji(:r)  =^^  =  a. 
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Setzt  man  diese  Werthe  von  F(x\  Fi{x)j  F2{x\  Fs{x),  Fa{x) 
m  die  Gleichung  (4.)  ein,  so  erhält  man  in  der  That  genau 
dasselbe  Resultat  wie  in  Gleichung  (3.). 

Fs  wird  also 

Diese  Entwickelnngs-Methode,  welche  hier  nur  für  eine  ganze 
rationale  Function  4*®^  Grades  ausgeführt  wurde,  lässt  sich  ohne 
Weiteres  sxdjede  ganze  ratfowafe  Function  übertragen.  Es  sei 
jetzt  also  ganz  allgemein 

10.)    f{x)  =  ax"^  +  tfijc'»-^  +  Q'iX'^-^  H h  On-ia;  +  a» 

and  deshalb 

'  11-)  /(^  +  *)  =  q{x  +  hy  +  ax{x  +  Ä)"-»  +  asC-r  +  Ä)*»"«  H 

+  an-i(a?  +  *)  +  «n; 
dann  weiss  man,  dass  sich/(a:  +  Ä)  durch  Auflösung  der  Klam- 
mem und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  welche  mit  derselben 
Potenz  von  h  multiplicirt  sind,  auf  die  Form 

-h  Fn-iix) .  Ä»»-»  +  Fn(x)  .  Ä« 
bringen  lässt,  wobei  die  Coeificienten 

F{x\  F,(x\  Fix),  . . .  Fn^i{x\  Fn(x) 
noch  Functionen  von  x  sind.    Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte 
man  wieder  h  als  einzige  Veränderliche  und  differentüre  beide 
Seiten  der  Gleichung  (12.)  zu  wiederholten  Malen  nach  h.    Da- 
durch erhält  man  der  Eeihe  nach  die  Gleichungen 

(  f'(x  +  Ä)  =  l.Ftix)  +  2F2{x).h  +  SFz(x)  .  Ä*  -|-  4Ji(a;)  .  h^ 

+  ...+  (;,_  1)  Fn^i(x)  .  Ä»-2  +  nFnix)  .  Ä""», 

f%x  +  Ä)  =  1 .  2Fi(x)  +  2 .  SFs{x) .  Ä  +  3  .  4  j;(a:) .  h^ 
+  ...  +  (n—2)(n  —  l)F,^i{x).h^+(n—l)nFn{x).h*^-'\ 
f\x  -f  Ä)  ^  1 .  2  .  ZFz{x)  +  2  •  3  .  ^F^x)  .  Ä  -f  •  •  • 
+(«-3)(n-2)(n-l)F„^i(a;).Ä~-*-i-(w-2)(«-l);»i^.(a:).A«-% 
/(%  +  Ä)  =  1.2.3.  ^FJ^x)  -f  •  •  • 

-K»  —  4)(n  —  3)(»  —  2)(n—  l)Fn-i(a;) .  Ä«-» 
-K»  —  3)  (n  —  2)  (n  —  l)»i^,(a:)A«-*, 

y(»-I)(a;+Ä)=1.2.3!..(«— l)k-i(a^)+2.3.4.!.(n— 1>^^ 
/(")(ar  +  *)  ==  1  >  2  .  3  . . .  (»  —  1)»  jF;*(5^).  9* 


ii3.y 
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Setzt  man  jetzt  in  den  Gleichungen  (12.)  nnd  (13.)  die 
Veränderliche  h  gleich  0,  so  findet  man 

fix)  =  Fix),  oder    Fix)  =  fix), 

f'ix)  =  l.F,ix),  „  F,ix)=-^-lf-, 

f"ix)==1.2Ftix),  „  F,ix)=-f^^-, 

f"'iT)  =  1.2.3F,ix),  „  i^,(^)=/^(^ 

'    ß*Kx)=1.2.S.iF,ix),  „  F^ix)=-^^, 

/C-«)(x)  =  («  -  1)!  F^,ix),    „  F„.,(^)  ==-^~i ' 
/(»)(.:)  =  »!F„(x),  „     i=;(.r)=-^^'|^. 

Die  Gleichung  (12.)  geht  daher  über  in 

(15.) /(.+»)=/(«)  +f|ö,+4Wi.+««.+. .  .+.qw,. 

Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  auf  folgendem  Wege. 
Nach  Gleichung  (5.)  wird 

In  derselben  Weise  findet  man,  indem  man  h  mit  x  ver- 
tauscht, 

folglich  ist 

Man  wird  also  mit  einanda-  übereinstimmende  Ausdrücke 
erhalten,  gleichviel  ob  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (12.) 
nach  X  oder  nach  h  differentürt.    Dies  giebt 
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tI6.)  F{x)  +  F\{x)  .  h  +  F't{x) .  Ä»  +  F',ix)  ./*»  +  ••• 

1 .  i^,(x)+2F,(a;).Ä+3Fa(ar)Ä»+42=;(«)Ä«+  —  +«F,(3-).Ä»-». 

Fär  A  =  0  findet  man  aus  Oleichong  (12.) 
(17.)  F(x)  =f{x) 

nod  aas  Gleichong  (16.) 

(18.)   F\x)  =  1 .  Ft{x)  =  ^  =/'(a-),  oder  F,{x)  =-ffl  • 

Wenn  man  jetzt  in  Gleichung  (16.)  F'(x)  gegen  1 .  Fi(x) 
torthebt  und  beide  Seiten  der  Gleichung  dnrch  h  dividirt,  so 
erhält  man 

(16a.)  Ft{x)  +  F't (x).h  +  F'»{x) . Ä«  +  •  •  •    • 
+  F'^tix) .  Ä"-«  +  F'nix) .  Ä»-'  = 
2F^z)  +  3Ft{x) .  Ä  +  4F«(a-) ./,«  +  ...  +  nF„(ar) .  Ä"-2. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  meder  A  =  0  setzt, 
F,(x)==2F^x)^^^^=f"(x),    Oder    F,(ar)  =-^^f'^ 

Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,  findet  man  der  Reihe 
nach  die  Gleichungen 

Fi{x)  =  BFi{x),     oder     F^x)  ^•f^'^f\ 
F'^x)^^FJix),        „        i=i(^)=Ä^, 


F'^,{x)^nF.{x),        „        Fnix)^^^^ 
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§  29. 

Anwendung  auf  den  binomischen  Leiirsatz  für  positive, 
ganzzalilige  Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  10.) 
Wie  wichtig  die  oben  angegebene  Entwickelnng  ist,  kam 
man  schon  aus   einem  sehr  einfachen  Falle  ersehen.    Es    se 
nämlich 

(1.)  /W  =  ^, 

also 

(2.)  Ax  +  h)^{x  +  hr, 

wobei  n  eine  positive  ganze  Zahl   sein  soll.     Knn  ist  nach 
Gleichung  (15.)  des  vorhergehenden  Paragraphen 

(e.)/(.+A)=^i)+^-i?/.+Ö),.^*.+  ..,+ÄV. 

In  diesem  Falle  ist  aber 
Ax)  =  x-,   /'(«)  =  fw^S    /"(a:)  =  «(»-l);r-S 
f"'{x)  =  n(»— l)(n— 2)a;"-», . .  ./«")(«)  =  »(«— 1)... 8 . 2 .1  =n! 
folglich  geht  Gleichosg  (3.)  über  in 

(4.)    (x  +  hy  =  x»+^x'>-*h+'^-^a^h^ 

^«(«-l)(»-2)^,^,  n!^. 

3!  nl 

=  ^«  +  Q^^-^Ä  +  (^x^^h^ + Q)^-^  +  ..•  +  *«. 

Setzt  man  noch 
so  erhält  man  den  binomischen  Lehrsatz,  nämlich 

eine  Formel,  welche  schon  in  §  9,  aber  auf  andere  Weise,  her- 
geleitet wurde. 
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§  30. 

Verallgemeinerung  der  gegebenen  Entwiekelungs-Methode. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  und  in  welcher  Weise  die  her- 
geleitete Entwickelung  einer  ganzen  rationalen  Function /(a:+Ä) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  auch  auf  andere  Functionen 
übertragen  werden  kann. 

Ohne  jede  Aenderung  ist  eine  solche  Uebertragung  nicht 
möglich,  denn  es  gilt  der  Satz:  Ist 

„.,    /(.+*)=/(.,+Äl,+/:ö*Hä£),H...+ÄV, 

80  üt/{x)  eine  ganze  rationale  Function  n**»  Grades. 
Beweis.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  fttr  x=^0 

oder,  wenn  man  A  =  a:  setzt, 

(2.)       f{x)  =  A  +  Aix+  A^^  +  A^  +  •  •  •  +  Anx^\ 

Und  doch  liegt  eine  solche  Verallgemeinerung  sehr  nahe, 
denn  mau  kann  dieselben  Schlüsse,  welche  in  §  28  richtig  waren, 
auch  bei  jeder  anderen  Function /(a;  +  A)  anwenden,  von  der 
man  weiss,  dass  sie  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  h  ent- 
wickehi  lässt,  dass  sie  sich  also  auf  die  Form 

(3.)  f{x+h)=F{x)-^F,{x).h+F^{x).h^+F^{x).h^+F,{x^ 

bringen  lässt.  Man  findet  dann  nämlich,  indem  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  (3.)  zu  wiederholten  Malen  nach  A  differentiirt*), 
der  Reihe  nach  die  Gleichungen 


*)  Dabei  ist  allerdings  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  Summe 
auf  der  rechten  Seite  differentiirt  wird,  indem  man  jedes  Glied  einzeln 
<lifferentürt.  Enthielte  die  Summe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern, 
so  wäre  diese  Voraussetzung  ohne  Weiteres  richtig;  enthält  die  Summe 
*ber  unendlich  viele  Glieder,  so  muss  man  erst  beweisen,  dass  diese 
Voraussetzung  gilt. 
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/•{x+h)=l.Ft{x)+2Ft{x).h+3F,{z).h*+iFt{x).h»+— , 
(4.)     !  /"(aJ+Ä)=1.2Fj(a:)+2.3F,(a:).A+3.4F4(a:)Ä»+.-., 
f"'{x+h)—1.2.3Fa{x)+2:_3AFt(x)k+  •  •  •, 

Setzt  man  dann  in  den  Gleichungen  (3.)  und  (4.)  die  Ver- 
änderliche h  gleich  0,  so  findet  man  genau  so  wie  damals 

(5.)    F{x)  =f{x),  F,{x)  =J^1 ,  F,{x)  =-^ ,  F,{x)  =-Q^v.v 

80  dass  Gleichung  (3.)  übergeht  in 

(6.,/(.+*)=/(.)+/Jf>,.+/3^>*HÖ..+«-i.+-. 

Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ist  es  aber  nicht  möglich, 
dass  diese  Reihe  an  einer  Stelle,  z.  B.  beim  (»  +  l)*«»  Gliede, 
abbricht;  sie  kann  nur,  wie  gezeigt  werden  soU,  unter  gewissen 
Bedingungen  richtig  sein,  wenn  man  sie  bis  in's  Unendliche 
fortsetzt. 

Da  /(^  +  A)  von 

/W+Ä^*+G^v  +  ...+Äti,. 

vei'schieden  ist,  wenn  f(x)  keine  ganze  rationale  Function  ist, 
so  möge  der  Unterschied  zwischen  beiden  Grössen  mit  R  be- 
zeichnet werden.    Es  sei  also  E  erklärt  durch  die  Gleichung 

,7.,  ^=/(.+*)-/(«)-«„-/f  *.-...  _«a., 

oder 

(7a.)  f(x+h)  =f{x)  +'f-[^h  +Qf^h^'  +  •  • .  +-^^Ä- +Ä 

Wird  nun  B  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig 
klem,  so  daif  man  ü  vernachlässigen,  so  dass  dann  die  Gleichung 
(7a.)  auch  noch  in  dem  Falle,  wo  f(x)  keine  ganze  rationale 
Function  ist,  sehr  brauchbare  Resultate  liefert. 

Man  nennt  die  Summe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung 
(7a.)  die  T'oyZor'sche  Reihe  und  R  das  Restglied  der  Taylor- 
sehen  Reihe. 
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Wie  Dothwendig  die  Untersnchung  dieses  Restgliedes  7^  ist, 
soll  zunächst  bei  einem  einfachen  Beispiele  gezeigt  werden. 
Es  sei 

(8.)  /(:r)  =  i  =  ,r-S 

also 

~  x  +  h 


,9.)  /(:,;ä)  =  --] 


-    '^    \f"\x)  =  —  l.2.Zx-*,...      /<»)(a:)=(— l)"«!a:-"-». 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (7a.)  ein,  so 
erbSlt  man 

Für  ar  =  2,  Ä  =  —  1  giebt  dies  z.  B. 

2  —  1  ~'^'^2"^4'^8"*'  16"^  "^  2»»+»  "^ 

Hier  wird,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennt, 

also  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

In  diesem  Falle  würde  daher  die   Tay/or'sche  Keihe  an- 
wendbar sein.    Setzt  man  aber 

a:  =  2,     Ä  =  —  4, 
so  findet  man  aus  Gleichung  (11.) 

^    =  — i  =  ^  +  l  +  2  +  4  +  ---  +  2»-*+i2. 


2  —  4  2       2 

Jetzt  ist 

«  =  —  2»* 

und  wird,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  sogar  beliebig  gross,  wenn 
»  hmreichend  gross  ist.  Man  darf  also  R  nicht  vernachlässigen, 
i  h.  man  darf  in  diesem  Falle  die  Entwickelung  nach  der 
royfor'schen  Keihe  nicht  anwenden. 
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Man  kann  in  dem  vorliegenden  Beispiele  das  Restglied  i^| 
auch  für  beliebige  Werthe  von  x  und  A  sehr  leicht  bestimmen., 
Aus  Gleichung  (11.)  folgt  nämlich 

(12-)  Ä  =  --r-Ä-.-  +  :;2-:;5  +  :;:4-+ (-1)^ 


X  -{■  h       X        3^       3?       3C^  '  a^+' 

1      ir.  .  — Ä  .  /— ÄV .  /— Ä\» ,      .  /—AN 


K'-=;-+(^)+(v)v-H^)'} 


Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  ist  eine  geometrische 
Progression,  deren  Summe  man  nach  Formel  Nr.  11  der  Tabelle 
bilden  kann.    Da  nämlich 

1  —  «w+l 

1  +;>  +  />*  +  P^  +  •••  +r  =  T^^ ' 
so  erhält  man  in  diesem  Falle,  in  welchem  p  gleich ist. 


rr 


,_,_^_.-(-r_.-(^T 


X 


Daraus  folgt 
(14.)  iJ  = 


■(vT  (^T 


Nun  wird  nach  früheren  Sätzen  (vergl.  §  9)  die  Potenz 
eines  ächten  Bruches  beliebig  klein  und  die  eines  unächten 
Bruches  beliebig  gross  ^  wenn  man  den  Exponenten  hinreichend 
gross  macht,  folglich  wird  hier  R  nur  dann  beliebig  Alein,  wenn, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  h  kleiner  als  x  ist. 

Bei  diesem  Beispiele  wird  also  die  Tayfor'sche  Reihe  nur 
anwendbar  sein,  wenn 

wobei  man  unter  I  h  \  und   |  a:  |  die  absoluten  Befrage  (d.  h.  die 

Zahlenwerthe,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  von  h  und  x  vei-steht. 

So  leicht  wie  in  diesem  Beispiele  ist  im  Allgemeinen  die 

sehen  B^^"^  des  Eestgliedes  R  nicht.    Man  braucht  aber  den 

^  TiT-at^th  von  R  auch  gar  nicht,  sondern  braucht  nur 
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ZU  wissen,  ob  B  fOr  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig 
klein  wird. 

Diese  üntersnchnng  soll  nnn  in  dem  folgenden  Paragraphen 
aosgefnhrt  werden. 


§  31. 

Bestimmung  des  Restgliedes  der  Taylor'schen  Reihe 
nacli  Lagrange. 

(Vergl.  die  Jormel  -  Tabelle  Nr.  49,  49a,  50  und  50a.) 

Es  war  nach  den  Gleichungen  (7.)  nnd  (7a.)  in  §  30 

(1.)  f(x+h)  ^f(x)+^fh  +'^^f-h^  +  •  •  •  H--^- *•*  +  Ä» 
oder 

,.)fi=/(.+*)-/w_/J^^4-£Wi._...-»U-. 

Setzt  man  hierbei 
(3.)  X  +  h  =  b,    also    A  =  *  —  x, 

so  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

a.)  B=f{b)-f(x)-'f^^fib-x)-^^^ 

-^ — \-^  (b  —  xY. 

ni     ^ 

Aus  dieser  Darstellung  erkennt  man,  dass  R  eine  Function 
von  X  ist,  welche  für  x  =  b  verschwindet,  dass  also 
Ua.)  Ä=:0    für    xz=b. 

Wenn  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  b  bei  dieser 
folgenden  Untersuchung  einen  constanfen  Werth  behält,  beide 
Seiten  der  Gleichung  (4.)  differentürt,  so  erhält  man 
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-^'(-')-  +  («^(-^)"-. 


oder 

(-)      §=-^;®('-^)"- 

Nun  war  in  §  13  der  Satz  bewiesen  worden:  „£me  Function 
y  =  i^ic)  nimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alle  Werike  ton  ar, 

für  welche  —  positiv  ist,  und  die  Function  nimmt  ab ,  während 
X  zunimmt^  für  alle  Werthe  von  x^  für  welche  -p  negativ  ist,'' 

Dieser  Satz  möge  hier  zunächst  unter  der  Voraussetzuug 
angewendet  werden,  dass  x  kleiner  als  b  ist  und  alle  Werthe 
von  einem  Anfangswerthe  a  bis  zu  dem  Endwerthe  b  di«*cli- 
läuft,  so  dass 

a^x^b 

ist.    Femer  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Functionen 

/(^),  n^i  r{^\  .../^"K^),  ß^'^'K^) 

in  diesem  Intervalle  sämmtlich  stetig  sind. 

Der  klemste  Werth,  welchen /^"^^^(a:)  in  diesem  Intervalle 
wirklich  annimmt,  heisse  JT,  und  der  grösste  heisse  G;  es  sei 
also 

(6.)  /(»+%!)  =  ür    und   /(»»^»(ara)  =  G, 

wobei 

a S a-i  S i     und     a'^x^'^b 


§  31.    Das  Restglied  der  Taylor'Bchm  Reihe.  141 

ist    Ä  und  G  sind  dann  constanfe  Grössen,  und  es  wird  ftir 
alle  hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x 
7.)  jr— /(«+i)(ar)  g  0,     a  — /t«+i)(:r)  ^  0. 

Xnn  wird  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (5.) 
dR_JC     d[ib-xr+^]  _     ß'^H.)  K 

dr       («+!)!  dx  -  n\      ^*      '''  ^li\  ^^     "">  ' 

oder 


IM 

In  derselben  Weise  findet  man 


Dabei  ist    nach   Voraussetzung   b  —  x  und   deshalb    auch 

b--xY 

, —  ^  0 ;  daher  folgt  aus  den  Ungleichungen  (7,),  dass 


n\ 


dxl  (»+1)!      J""  ^^L  (w  +  1)!      J  — 

Wächst  also  x  von  a  bis  J,  so  muss  nach  dem  oben  an- 
geführten Satze 

R —  —^ — .   .\.    K  beständig  abnehmen, 

{n  +  1)! 

R —  — — .   i  ,     G  beständig  zunehmen: 
{n  +  1)\ 

ih.  die  Differenz  72  — ^^'^.'^^JV  erhält   füi-  x  =  b   ihren 

(n  +  1)! 

.- .  h xY-^^ 

kUifusten^  und  die  Differenz  R  —  \    -   !-^,-  G  erhält  für  ^r  =  i 

ihren  yrössten  Werth,  wenn  x  das  Intervall  von  a  bis  4  durch- 
läuft. Dieser  kleinste  Werth  von  R—^y^^^^,-K  ist  aber 
_^  {n  +  1)! 

*)  Um  Platz  zu  sparen,  schreibt  man  hier  und  in  ähnlichen  Fällen 

r     (6-^)»+!  ] 
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nach  Gleichung  (4a.)  gleich  0,  folglich  müssen  die  übrigen  Werthe 
grösser  als  0  sein,  so  dass  man  erhält 

Ebenso  ist  dieser  grösste  Werth  von  B  —  -^^7 — t^ttt-  ^ 

nach  Gleichung  (4a.)  gleich   0,    folglich  müssen  die  übrigen 
Werthe  kleiner  als  0  sein,  so  dass  man  erhält 

Die  beiden  Ungleichungen  (9.)  und  (10.)  kann  man   rer- 
einigen,  indem  iuan  schreibt 


Erklärt  man  jetzt  die  Grösse  M  durch  die  Gleichung 

{b  —  xf 


m  ^=7l^^ii. 


SO  wird 

und  die  Ungleichungen  (11.)  gehen  über  in 

(14.)  /f^J/^G, 

d.  h.  M  ist  ein  Miitelwerth  zwischen  K  und  G. 


Aehnliche  Schlüsse  gelten,  wenn 

ist,  nur  muss  man  dann  zwei  Fälle  unterscheiden,  jenachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist, 

Weü  für  gerades  n  auch  hier  (6  —  xY  positiv  ist,  SO  gelten 
in  gleicher  Weise  wie  vorhin  die  Ungleichungen  (8.),  nämlich 
dr^       (6-:r)"+i      1       (b-xY 


(15.) 
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Wächst  also  z  von  i  bis  a,  so  moss 

B  -  —. — --^  K  beständig  abnehmen. 
(»  +  1)I 

22  —  S — r-TTT  G^  beständig  zunehmen ; 

(«  +  !)! 

d.  h.  wenn  2:  das  Intervall  von  &  bis  a  durchläuft,  so  erhält  die 

Differenz  R  —  ^, — t-ttt-  K  9qx  z  =  l  ihren  orössten  Werth, 

(«  +  1)! 

nämlich  den  Werth  0,  und  die  Differenz  JR — \ — .  ,,,  G  er- 
halt  ihren  kleinsten  Werth,  der  ebenfalls  gleich  0  ist.    Daraus 

also 

(»+  1)!       —      —   (»  +  1)! 
Setzt  man  wieder  wie  in  Gleichung  (13.) 

SO  findet  man  auch  hier 

Ist  dagegen  n   ungerade^   so   wird   (i  —  ar)**   negativ,   die 
Ungleichungen  (8.)  gelten  dann  nicht  mehr,  es  wird  vielmehr 

Wächst  also  a:  von  4  bis  a,  so  muss  jetzt 

jR  —  \ — r-TTi—  ^  beständig  zunehmen, 
(n  +  1)!  ^ 

R  —  ^^7 — ~xi-G  beständig  abnehmen; 
(n  +  1)! 
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d.  h.  wenn  x  das  Intervall  von  h  bis  a  durchläuft,   so  erhält 

die  Differenz  B  ——, — r-Ta--fi'  für  a:  =  6  ihren  kleimten  Weilh, 

(w  +  1)! 

nämlich   den  Werth   0,   und   die   Differenz   R  —  ^ — ,   ,.,   G 

{n  +  1)! 

erhält  ihren  grössten  Werth,  der  ebenfalls  gleich  0  ist.    Daraus 
folgt 


(17.) 


also 


Setzt  man  in  den  Ungleichungen  (18.)  wieder  in  Ueberein- 
stimmung  mit  Gleichung  (13.) 


R 


SO  findet  man  auch  in  diesem  Falle 

d.  h.   die  Gleichung  (13.)   und  die  Ungleichungen  (14.)  gelten, 
gleichviel  ob 

a ^ a: ^ 6,    oder  ob    b%z'^a 
ist. 

Wenn  man  für  K  und  G  ihre  Werthe  einsetzt,  so  kaim 
man  die  Ungleichungen  (14.)  auch  auf  die  Form 
(14a.)  ß''-^'Kxi)  S  J»f  S/'»+i)(ar2) 

bringen. 

Nun  war  in  §  8  der  Satz  bewiesen  worden:  ^Ist  die  litnctiou 

f{z)  für  alle  Werthe  von   x  zivischen  Xx  und  x^  stetig^  so  tcird 

f{x)  Jeden  Werth  zwischen  f{xi)   und  f{x^  mindestens  einmal 

annehmen^  wenn  x  alle  Werthe  zwischen  x\  und  x^  durchläuft.^ 

Dieser  Satz  möge  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet 
werden,  in  welchem  aber  die  Function  nicht /(a:),  sondern /^••+*^(^) 
heisst.    Da  der  Mittelwerth  M  zwischen  /<**+*^(a-i)  und  f'^^Xi) 
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hegt,  SO  muss  es  zwischen  xi  und  X2  mindestens  einen  Werth 
von  z  geben,  er  heisse  g,  für  welchen /^'•+*)(a:)  gleich  M  wii'd. 
Dies  giebt 

n9.)  /^«+*>(5)  =  M. 

Ist  zunächst  a  <  i  und  xt  <  xz,  so  erhält  man 

ist  a<*  und  a:2<a-i,  so  erhält  man 

in  beiden  Fällen  wird  also 

(20.)  aS?§*. 

Ist  dagegen  J  <  a  und  xi  <  a:«,  so  erhalt  man 
Ä  ^  ari  ^  §  ^  a:2  ^  a; 
Ist  A<a  und  xt<zi,  so  erhält  man 

4  ga-2S5^a:i  ga; 
in  diesen  beiden  Fällen  wird  also 
(21.)  6§5^a. 

In  allen  vier  Fällen  liegt  5  zwischen  a  und  6.    Deshalb 
wird  die  Grösse 

,22.)  0  =  |z:^  =  ^ 

immer  zwischen  0  und  1  liegen',  weil  in  diesem  Bruche  Zähler 
und  Nenner  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  der  Zähler,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  kleiner  ist  als 
der  Nenner.  Am  besten  kann  man 
ach  von  der  Richtigkeit  dieser  Be- 
kaptung  durch  die  geometrische  Dar- 
stellung der  Werthe  a,  |  und  b  durch 
<1ie  Punkte  A,  P,  B  überzeugen,  indem 
man 

OA=za,     OB  =  b,     OP=l 
macht;  dann  entspricht  Figur  21  den  Ungleichungen  (20.)  und 
Fi^ff  22  den  Ungleichungen  (21.).    In  beiden  Fällen  ist 

^~b  —  a~a  —  b~  AB' 
Kiepert,  DUrerentUl-Eechnnng.  10 


Flg.  21. 

0 

A        P 

B 

Flg.  22. 

0 

B       F 
1 1 

A 

146  §  31.    Das  Restglied  der  Taylar'schen  Reihe. 

und  zwar  sind  im  ersten  Falle  Zähler  und  Nenner  beide  positiv^ 
im  zweiten  Falle  sind  Zähler  und  Nenner  beide  negativ.  Des- 
halb wird  in  beiden  Fällen 

(23.)  OSÖS+  1. 

Diese  Einschränkung  des  Werthes  von  ©  ist  für 
das  Folgende  besonders  zu  beachten. 

Aus  Gleichung  (22.)  folgt 

|_a  =  0(J  — a), 
oder 

(24.)  $=:a  +  0(i  — a). 

Hierdurch  erhält  Gleichung  (19.)  die  Form 

(25.)  M  =/(»+^)  [a  +  0(6  —  a)], 

und  Gleichung  (13.)  geht  über  in 

Diese  Gleichung  gilt,  wenn  x  alle  Werthe  zwischen  a  und 
b  durchläuft,  sie  gilt  also  auch  fiir  x  =  a.  Dann  gehen  die 
Gleichungen  (4.)  und  (26.)  über  in 

(27.)  f{b)  =f{a)  +Ä  (5  _  a)  +/>)  (j  _  „)i  +  . . . 
wobei 

(2s.)  ii=/'-f;+//,^-)i(»-.)...,  os«s+.. 

Nachdem  man  auf  diese  Weise  den  Werth  von  R  ermittelt 
hat,  darf  man  die  Grösse  a  auch  als  veränderlich  betrachten 
und  wird  sie  dann  am  besten  wieder  mit  x  bezeichnen.  Dadurch 
gehen  die  Gleichungen  (27.)  und  (28.)  tiber  in 

(29.)  /(*)  =f{x)  +-^(f)  (b  - X)  +Ä)  (j  _  ^)2  +  . .  . 

(SO.)  «=^""f;+//^^^(,-.)».s    o^ö^  +  i. 
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Setzt  man  jetzt  wieder,  den  Gleichungen  (3.)  entsprechend, 
*  =  ar  +  Ä,    also    4  —  a:  =  A, 
so  erhält  man  hieraus 

.31.)  f{x  +  K)  =f{x)  +'^p-h  +'^^h^'  +  . .  •  +^^^f-h^'  +R. 

.32.)  Ä=/!!;!^^  O<0^+1. 

Diese  Ghichungefi  geben  an^  in  welcher  Weise  man  f(x+h) 
nach  steigenden  Potenzen  ton  h  enticickeln  kann* 

Bemerkvng. 

Um  die  Form  des  Restes  jR  leichter  zu  behalten,  merke  man  sich, 

daNS  R  aus  dem  letzten  Gliede ' ^h^  entsteht,  indem  man  n  mit  n-f-1 

und  £  mit  x-j-öA  vertauscht. 

Für  »  =  0  findet  man  aus  den  Gleichungen  (31.)  und  (32.) 

m  fix  +  h)  -f(x)  =  h  .fix  +  eh). 

Man  kann  in  den  Gleichungen  (27.)  und  (28.)  die  Grösse 
ö  auch  als  constani  und  die  Grösse  b  als  veränderlich  betrachten, 
wobei  es  zweckmässig  sein  wird,  den  Buchstaben  b  mit  dem 
Bachstaben  x  zu  vertauschen.    Dann  ist 

134.)  fix)  =f{a)  +'flp(x-a)  +f!M{x^af  +  •  •  • 

Diese  Gleichungen  geben  an,  in  welcher  Weise  man  f{x) 
fioch  steigenden  Potenzen  van  x  —  a  entwickeln  kann. 

Für  «  =  0  findet  man  aus  den  Gleichungen  (34.)  und  (35.) 
^ '^^O  fiF)  -/(«)  =  (^  -  «)/'  [a  +  0  (rr  —  a)j. 

Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird  für  hin- 
reichend  grosse  Werthe  von  n,  so  darf  man  B  fiir  unbegrenzt 
wachsende  Werthe  von  n  vernachlässigen  und  schreiben 

10* 
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(31a.)  fix  +  h)  =/(z)  +Ä  Ä  +-^^Ä«  +-^-^Ä»  +  •  •  - 
(3ia.)         /(^)  =/(«)  +-^^  (:r  -  a)  +Ä  (^  _  «)« 

WO  die  Punkte  andeuten  sollen,   dass  die  Reihen  bis  in's  Un- 
endliche fortzusetzen  sind. 


§  32. 

Die  Mac-Laurin'sche  oder  Stirling'sehe  Reihe. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  51  und  51  a.) 
Uie  MaC'Laurm'sche  oder  Stirling'sche  Reihe  ist  nur  ein 
besonderer  Fall  der  Tay^or'sche  Reihe,  den  man  erhält,  indem 
man  in  den  Gleichungen  (34.)   und  (35.)   des   vorhergehenden 
Paragraphen  a  gleich  0  setzt.    Dies  giebt 

(..)  /W  =/(o)  +Ä),  +/^o)^  + . , .  +««)^  +  ^, 

wobei 

(2.)  ^^/(n^i)(0^)^^^^       ^^^      O<0^+1 

ist.    Für  n  =  0  findet  man  hieraus 

(3.)  fix)-Ao)^x.f\&xy 


§  33. 

Entwickeiung  der  Functionen  6^  und  a\ 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  52  und  53.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function  e*  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  X  entwickeln. 
Auflösung.    Hier  ist 


(1.. 
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f{x)  =  e',         also  /(O)  =  1, 

/'W  =  «*,  «  /'(O)  =  1, 

/"W  =  «'^  ,,  /"(O)  =  1, 

f^\x)  =  «•,  „  /(-\0)  =  1, 

/(»+»(r)  ==  •*,  „      /l"+'»(0a-)  =  e<»'. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Jtfoc-ZaMrt«'sche  Reihe 
rW  =/(»)  +f^  .  +«  .'  +  ...  +».-  +  H 
trin,  SO  erhält  man 

,2.)  c.=  i  +  £j  +  ^^+...+^+i2, 

wobei 

^•'  ^         (n+l)!  "^       "'  {n+l)\    ^     • 

Bezeichnet  man  nun  den  absoluten  Betrag  von  x  (d.  h.  den 
A\'erth  von  x,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  mit  |  a- 1 ,  und  bestimmt 
die  Zahl  g  so,  dass  sie  der  Ungleichung 

g^^x  <g  +  1 

genügt,  so  zerlege  man  ^-  in  die  Factoren 

,  ==-  .  ~ und  1^2  = 


12       g  g+l    g+2       n+l 

Es   ist  dann,    wenn    man   vorläufig  voraussetzt,    dass  x 
positiv  ist, 

(4.)  ~^--  =  k 

g  +  l 
ein  ächter  Bruch,  und  es  wird 


ff+2^   '   ff+3^    '        n+l 
Daraus  folgt 

9+1    ff  +  2   ff  +  3       n  +  1^  ' 
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(5.)  B  =  Fl. Fi.  Fi,    wobei    7^3  =  «^^ 

ist.    Die  Factoren 

Fi=^^     und    Fs  =  e^' 

sind  endliche  Grössen,  während  man  k^'^^-^  und  folglich  erst 
recht  den  Factor  Fi  beliebig  klein  machen  kann,  indem  man 
den  Exponenten  »  +  1  —  g  hinreichend  gross  macht ;  deshalb 
wu'd  auch  jB  beliebig  klein  für  hinreichend  grosses  n. 

Vertauscht  man  x  mit  —  x.  so  ändert  der  Factor  -, — -~~. 

{n  +  1)\ 

höchstens  sein  Vorzeichen,  und  F^  =  e^'  geht  über  in  e~^^  =^  "  ^ ' 

bleibt  also  eine  endlic/te  Grösse.  Deshalb  wird  R  auch  dann 
beliebig  klein  fiir  hinreichend  grosses  n,  wenn  x  einen  negativen 
Werth  hat. 

Man  kann  daher  in  allen  Fällen  das  Bestglied  bei  dieser 
Entwickelung  vernachlässigen,  wenn  man  die  Reilie  bis  in's 
Unendliche  fortsetzt,  und  erhält 

(6.)  «.=  i  +  J  +  ^-  +  ^  +  5;+--.minf. 

Für  a:  =  1  stimmt  diese  Gleichung  mit  Formel  Nr.  14  der 
Tabelle  überein. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Function  a*  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 

f{x)  =  a^  also  /(O)  =  1, 


(7.) 


r(x)  =  ana,  /'(0)  =  la, 

rix)  =  a^{la)\  rW  =  (laf, 


ß^\x)  =  a-(la)^  ß^\0)  =  (la)~ 

Daraus    folgt    durch    Anwendung   der    Mac'.Laurin'schen 
Reihe 
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,s,/w  =  «.  =  i  +  ^'^  +  '-!M'+...+^'"-  +  «, 

wobei  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhm  zeigen  kann,  dass 
£  beliebig  klein  wird  für  hmreichend  grosse  Werthe  von  ». 
Dies  giebt 


1!  ^       2!      ^      3!       ' 

Dasselbe  Resultat  hätte  man  auch  aus  Gleichung  (6.)  in 
folgender  Weise  finden  können.    Es  sei 

dann  wu-d 

ly  =  l(«')  =  ^l^, 
folglich  ist 

also  nach  Gleichung  (6.),  indem  man  x  mit  x\a  vertauscht,. 
o-_e-    -1+    1!   ^      2!      ^      3!      +         ' 


§34. 

Entwickelung  der  Functionen  sino;  und  cosa;. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  54  nnd  66.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function  sin«  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflosung.    Hier  ist 

/(^)  =  sinr,  also  /(O)  =  0, 

fix)  =  cosa:,  „  /'(O)  =  1, 

/"(^)  =  -siiix,       „  /"(0)  =  0, 

f"'{x)  =  -cosx,      „  f"'(o)  =  -i, 

/(%)  =  sina-,  „  /W(0)  =  0, 


(1.) 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  ungerade  Zahl  ist, 
wd  dahei- 
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j     fi^){z)  =  dz  cjosx,    also        /^"^(O)  =  rb  1. 

Dies  giebt  mit  Hülfe  der  Mac-Laurin'scheü  Reihe 
(3.)  sm^  =  ^--,  +  ^--  +  ...±-;^+ii, 

wobei 

(4.)  Ä==^^!!'_sm(0^). 

Nun  wurde  bereits  im  vorigen  Paragraphen  bei  Entwickelung 

von  ^  gezeigt,  dass  man  7^-—  ,.,  beliebig  klein  machen  kann, 

(n+l)I 

wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  wählt  Ausserdem  liegt 
sin(0ar)  zwischen  —  1  und  +  1,  folglich  kann  R  vernachlässigt 
werden,  wenn  man  die  Reihe  bis  ins  Unendliche  fortsetzt.  Da- 
durch erhält  man 

/c  \  •  X  SC^     ^     T"  X"^     , 

(5.)  smz  =  -^— ^+3j— ^  +  ----. 

Heisst  das  letzte  Glied,  welches  man  für  die  Berechnung 

von  shia;  benutzt  hat,  ±—7»  und  ist  \x\<n  +  l.  so  ist  der 

Rest,  welcher  vernachlässigt  wiid,  nämlich 

Ä  =  =F  — 7  •  — :  —  •  sin(0a:), 

vom  Vorzeichen  abgesehen,  immer  nur  ein  Bruchtheil  dieses 
letzten  Gliedes,  so  dass  man  füi-  die  Genauigkeit  der  Rechnung 
ein  sicheres  Mass  erhält. 

Aufgabe  2.  Man  soll  nach  dieser  Formel  sinl5ö25'20"  be- 
rechnen. 

Auflösung.  Die  Länge  des  Bogens,  welcher  dem  Centri- 
winkel  von  15°25'20''  in  einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  l 
entspricht,  ist 

,^  76       n        2776.3,141592  65       ^^^^,^oro 
^=^^180-  180  = äköö =  ^^^^^  ^^^'^^- 
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Deshalb  wird 

^  =  0,269  168  56,       -|^  =  0,003  250  29, 

1^  =  0.000  011  77,       -^,  =  0,000  000  02. 
5!         '  '       7!         ' 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen 

keine  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 

smr  =  0,269  180  33  —  0,003  250  31, 

oder 

sinl5ö25'20"  =  0,265  930  02. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Function  cosz  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

AuflSsung.    Hier  ist 

f{x)  =  cosa-,  '      also         /(O)  =  +  1, 


(6.1 


/'(^)=:-sin:r,  „  /'(0)  =  0, 

/"(;r)  =  -COS:r,  „  /-(O)  =  ~  1, 

r\x)  =  Sinar,  „  /'"(O)  =  0, 

f^\x)  =  COS^r,  „  /(*)(0)  =  +  1, 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  n  eine  gerade  Zahl  ist, 
wd  daher 

P     j      P'X^)  =  ±  cosar,      also      p\^)  =  ±  1, 
'■^    I  /^-^*^(^)  =  ^  sinz,        „  ß^^'\Qx)  =  ^  sin(0;r). 
Dies  giebt  mit  Hülfe  der  3fac-Zawrm'schen  Reihe 

wobei 

Der  Rest  hat  hier  dieselbe  Form  wie  in  Aufgabe  1 ,  nur 
war  dort  n  eine  ungerade  Zahl,  während  hier  n  eine  gerade 
Zahl  ist.  Man  findet  daher  ebenso  wie  in  Aufgabe  1 ,  dass  R 
beliebig  klein  wird  für  hinreichend  giosse  Werthe  von  n ,  und 

erhält 
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(10.)  ^^^ -^  =  ^  -  ll  +  4!  -  6 !  + • 

Auch  hier  ist  der  vernachlässigte  Rest  niu-  ein  Bruchtheil 
des  letzten  von  der  Reihe  beibehaltenen  Gliedes. 

Aufgabe  4.    Man  soll  nach    dieser  Foimel   cos  15^25' 20" 
berechnen. 

Auflösung.    Da  in  diesem  Falle 

X  =  0,269  168  56 
ist,  so  findet  man 

1  =  1,000  000  00,     ^  =  0,036  225  86, 

■^  =  0,000  218  72,     ^  =  0,000  000  53. 
4!  Ol 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen 
keine  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 

COS:r  =  1,000  218  72  —  0,036  226  39, 
oder 

COS15025'20"  =  0,963  992  33. 


§  35. 

Berechnung  von  Tafeln  für  die  Functionen 
sinr/^  und  cos^^^ 

Es  war  für  alle  endlichen  Werthe  von  z 

/t  \  •  X        x^    ^    x^       x^    . 

(1.)  sm^  =  ^-^+^-^  + , 

X^         X  x^* 

(2.)  cos;r=  1  --_+__^  + . 


Dabei  ist  x  die  Länge  des  zugehörigen  Kreisbogens,  nämlich 
..^  V  an       71     a 

^  '^  "^  18Ö  ~  2     90 

wenn  der  entsi)rechende  Centriwinkel  gleich  a^  ist.    Da  man 
nun  für  den  Gebrauch  zweckmässiger  Weise  die  trigonometrischen  ' 
Functionen  der  Winkel  in  Tafeln  zusammenstellen  wird,  so  wird  | 
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man   den  in  Gleichung  (3.)  angegebenen  Werth  von  x  in  die 
CTleichungen  (1.)  und  (2.)  einsetzen.    Dadurch  erhält  man 

6!\2/    \90/^  ' 

wobei  man  die  numerischen  Coefficienten 

n:       1  /7r\«       1  /;r\»       1   /nrV 

2'  2TV2A  äTvW'  nU/ ■• 

ein  für  alle  Mal  ausrechnen  kann,  und  zwar  wird 

'I     =  1,570  796  33,  -^i  (o)    =  ^''^^^  '^^  ^^' 

3^  (Jj  ="  ^'^^^  ^®*  ^^'  'iVGJ  ""  ^'^^^  ^^®  ^^' 

7 !  (2)  ="  ^'^^*  ^^^  ^•^'  TfGJ   ^^  ^'^^^  ^^^  '^^' 

ä\  GJ  =  ^'^°^  ^^^  *^'        lird)'"  ="  ^'"^^  "'^^  ^"' 

jT^äj   =<^'000  003  60,  j2,(^-j    =0,000  000  47, 

islW   =0'00*^ÖOÖO^'  r4!(2)    =0.0'>000001. 

Bezeichnet  man  also  —  mit  t,  so  wird 

(4a.)  sinao  =  1,570  796  33  .  t  —0,645  964  10  .  t^ 

+  0,079  692  63  .  <5  —  0,004  681  75  .  V 
+  0,000  160  44 .  t'  —  0,000  003  60  .  <" 
+  0,000  000  06  .  <>3, 


9 

1 

ii 
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(5a.)  costt«  =  1,000  000  00       —  1,233  700  55  .  ^ 

+  0,253  669  51 .  <*  —  0,020  863  48  .  /« 
+  0,000  919  26  .  ^«  —  0,000  025  20  .  i'^ 
+  0,000  000  47  .  <»2--  0,000  000  Ol .  <**. 
Da  man  nur  die  Winkel  zu  berücksichtigen  braucht,  welche 
zwischen  0°  und  45^  liegen,  so  ist  t  unmer  kiemer  als  0,5,  so 
dass  man   bei   der  Berechnung  nicht  einmal   die   angeführten 
Glieder  alle  brauchen  wird.    Dabei  ist  es  für  die  Genauigkeit 
des  Endresultates   von  grosser  Bedeutung,   dass  f,  /*,  ^,  . . . 
sämmtlich  ächte  Brüche  sind,   weil  deshalb  die  Fehler,    weicht 
bei  den  Coefficienten  durch  Vernachlässigung  der  späteren  Decimal- 
stellen  entstehen,  durch  die  Multiplication  mit  t,  ^,  t\  ...  nicht 
vergrössert  werden. 

Ist  z.  B.  a  =  18,  so  wild  <  =  18  :  90  =  0,2,  also 
sin  18  0  ^  0,314  159  27  —  0,005  167  71 
+  0,000  025  50  —  0,000  000  06 
=  0,314  184  77  —  0,005  167  77, 


oder. 


sml8o  =  0,309  017  00. 

coslS^  =  1,000  000  00  —  0,049  348  02 
+  0,000  405  87  —  0,000  001  34 
=  1,000  405  87  —  0,049  349  36, 


oder 


COSl80  =  0,951  056  51. 

Aufgabe.  Man  soll  eine  Tafel  herstellen,  welche  die  Smusst^ 
und  Cosinusse  aller  Winkel  von  10'  zu  10'  bis  auf  6  Decimal- 
stellen  genau  berechnet  enthält. 

Auflösung.  Bekanntlich  ist 

(6.)  sin(«  zt  ß)  =  sin«  cos/5?  dz  cos«  sin//, 

(7.)  cos(a  zb  //)  =  cos«  cos/Sf  ^  sin«  sin//. 

Ist   dabei  /Sf  =  lO',   so   ist   der  zugehörige  Werth  von  t 

gleich  —  -  >  und  man  erhält  aus  Gleichung  (4  a.) 
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( s.  i  sin  10'  =  0,002  908  88, 

wobei  man  nur  das  erste  Glied  zu  berücksichtigen  braucht,  und 
ans  Gleichung  (5a.) 

i/.O  cos  10'  =  1  —  0,000  004  23  =  0,999  995  77, 

wobei  man  ausser  der  1  wieder  nur  ein  einziges  Glied  zu  be- 
rücksichtigen braucht    Indem  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chungen (6.)  und  (7.)  einsetzt,  findet  man 
iH»..    siu(a  ±  10')  =  0,999  995  77  sina  dz  0,002  908  88  cos«, 
(11.)    cos(a  zjz  10')  =  0,999  995  77  cosa  q=  0,002  908  88  sina. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  sin(a  ±  20')  und  cos(a  zt  20'), 
^iiiiaibSO')  und  cos(aiii30')  berechnen,  wenn  sin«  und  cos« 
bekannt  sind. 

Es  gentigt  also  nach  dieser  Methode,   sin«  und  co^a  für 
a  =  1",  2^  30,  .  .  .  45^ 
unter  Anwendung  der  Gleichung  (4a.)  und  (5a.)  auszm'echnen. 
Die  dazwischen  liegenden  Werthe   findet  man  dann  in  der  au- 
sdeuteten Weise  mit  der  Hülfe  der  Formeln  (6.)  und  (7.). 

Die  Rechnung  wurde  auf  8  Decimalstellen  ausgeführt,  da- 
mit in  den  Endresultaten  die  ersten  ß  Decimalstellen  sicher 
richtig  sind. 

In  welcher  Weise  man  diese  Methode  auch  auf  den  Fall 
übertragen  kann,  wo  es  sich  um  eine  Tabelle  von  Minute  zu 
Minute  oder  von  zehn  zu  zehn  Secunden  handelt,  erkennt  man 
ohne  Weiteres. 


§  36. 

Andere  Formen  des  Restgiiedes. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  49—51.) 
Dem  Restgliede  kann  man  noch  andere  Formen  geben,  die 
gleichfalls  hergeleitet  werden  mögen,   weil  sie  für  spätere  An- 
wendungen erforderlich  sind. 

Nach  Gleichung  (31.)  in  §  31  war 

(1.)  /(a:+/0=/(^)  +  Ä)Ä+^ÄH---+^^ 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  ftir  R  den  Weith  ein,  wie 
er  dort  in  Gleichung  (32.)  angegeben  ist,  vertauscht  dann  aber 
n  mit  fi  —  1,  so  erhält  man 

(2.)   fix  +  h)  =f{x)  +^-^h  +^-lf-  Ä-^  +  . . . 

^(^if       ^  «!         "• 

Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von 
einander  subtrahirt,  findet  man 

oder 

(3.)     '  Ä  =  ^  [ß-^x  +  Qh)  —ß-\x)]kK 

Diese  Form  des  Restes  ist  der  ft^üheren  z.  B.  dann  vorzu- 
ziehen, wenn  man  nicht  weiss,  ob  die  {n  +  1)^«  Ableitung  von 
f(x)  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetig  ist. 

Auch  hier  ist  &  eme  Zahl,  welche  zwischen  0  und  1  liegt: 
sie  ist  aber  selbstverständlich  verschieden  von  der  Grösse  ©, 
welche  bei  der  ersten  Form  des  Restes  auftrat.  Es  möge 
dies  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  man  zu  den 
beiden  Grössen  Q  die  Indices  1  und  2  hinzufligt. 

Es  ist  also 

(3a.)    R  =-^7«+^)T^^ *"""'  =  ir t^'"'(^  +  ®**) -/'"'(^)]A"- 
Setzt  man  in  Gleichung  (1.)  x  gleich  a,  so  geht  sie  über  in 

wobei  jetzt  nach  Gleichung  (3a.) 

wird.    Vertauscht  man  sodann  noch  A  mit  ar  —  a,  so  erhält  man 
die  andere  Form  der  Taylor s>Q\\e\\  Reihe,  nämlich 
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(4.)    f(x)  =/(.)  +f]°)  (X  -  a)  +fp  (»  -  o)'  +  .  ■  • 

wobei 

.5.)  i2  =  ^  {/(~)[a  +  0,(:r  -  a)]  -/<'*)(a)}  (o:  -  a)". 

Indem  man  endlich  in  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  a  gleich 
0  setzt,  findet  man  für  die  3Iac-Laurtn^sc\ie  Eeihe 

(6.)  /w=/(o)+-a?>.+«»'+ ■■■+«»'*-+i! 

das  Bestglied  in  der  Form 

u .)  Ä  =  -1  [/(")(®,a:)  -/(»>(0)>". 


Eine  dritte  Form  des  Bestgliedes  erhält  man  in  folgender 
Weise. 

Setzt  man  in  Gleichung  (1.) 
(8.)  z  +  h  =  b,    also    h  =  b  —  z, 

so  wird 


(9.) 


/(*)  =/(^) + •'-TT  (*  -  ^)  +  -  2  r  (*  -~ ')' + • ' 


+Ä)  (,_.)» +i,, 


oder 


(10.)  R=f(b)-f(x)-'(^(b-z)--(^(b-zy  —  -. 


nl 


Wenn  man  aber  wieder  festsetzt,  dass  b  in  der  hier  folgen- 
den Betrachtung  constant  bleibt,  so  ist  B  als  eine  Function  der 
änzigen  Veränderlichen  x  zu  behandeln,  d.  h.  man  kann  setzen 
(11.)  B  =  (f{x\ 
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Dies  giebt,  wie  schon  in  §  31  Gleichung  (5.)  gezeigt  wurde, 

Wenn  nun  f{z)  mit  semen  »  + 1  ersten  Ableitungen  in  dem 
betrachteten  Intervalle  stetig  ist,  so  sind  auch  die  Functionen 
tf(x)  und  (p\x)  in  diesem  Intervalle  stetig.  Nach  Formel 
Nr.  49a  der  Tabelle  ist 

f(x  +  h)  -f{x)  =  h  .f\x  +  0Ä), 
also  auch 

ip{x  +  //)  —  ^(x)  =  Ä .  if^\x  +  0Ä), 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8.) 

(13.)  q>(b)  —  ifix)  =  {b  —  x)<f'*[x  +  &{b  —  x)]. 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  (10.),  dass  22=  0  wird  für 
x='b,  dass  also 

y(i)  =  0 

ist.     Ferner  folgt    aus   Gleichung   (12.),    indem   man   x   mit 
X  +  0(b  —  x)  vertauscht, 

deshalb  geht  die  Gleichung  (13.)  über  in 

(14.)  ^i.)  =  2i=.f'''-'^^+f^'-'^^\i-enh-.)'^K 

Auch  hier  ist  &  eine  Grösse  zwischen  0  und  1,  die  aber 
zum  Unterschiede  von  ©i  und  O2  mit  ©3  bezeichnet  werden 
möge.    Berücksichtigt  man  noch  die  Gleichungen  (8.),    so  wird 

(15.)  ^^/■"^■)(a:  +  6>s/0(^__      )„^.^, 

•  nl 

Vertauscht  man  jetzt  wieder  t  mit  a  und  h  mit  x  —  a,  so 
erliält  man  die  zweite  Form  der  Tayfor'schen  Reihe,  nämlich 

(16.)  fix)  =f(a)  +^f-  {X  -  a)  +f^^f-  (x-ay  +  .-- 

■     +Ä)(._„).+i,, 

wobei 
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(1-,        ^  ^  /C-^')[a+^®3(x-a)]  (j  _  ^^^.^^  _  ^^„,. 

Indem  man  in  diesen  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  a  gleich  0 
setzt,  findet  man  für  die  Mac'Laurin'sclie  Reihe 

das  Restglied  in  der  Form 

(19.)  B  =  /^"^*K<^a^)  (1  _  ©  )n^+i. 

Bemerknngr.*) 

Diese  Form  des  Restes  ist  nur  ein  besonderer  Fall  einer  viel  all- 
gemeiiieren  Form,  die  man  auf  folgende  Weise  findet. 

Sind  *f{x)  und  if/{x)  zwei  Functionen,  welche  mit  ihren  Ableitungen 
</  (x)  und  ^'{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  6  stetig  und  endlich  bleiben, 
und  nimmt  iff\x)  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  positive  Werthe  an,  so 
bleibt  der  Quotient 

in  diesem  Intervalle  gleichfalls  stetig  und  endlich,  und  die  Function  y/{x) 
nimmt  mit  x  zugleich  zu. 

Wenn  nun  x  das  Intervall  von  a  bis  b  durchläuft,  so  möge  Q{x)  für 
X  =  xi  seinen  kleinsten  Werth  K  und  für  x  ==^X2  seinen  gi'össten  Werth  G 
erreichen.    Es  sei  also 

wobei  x\  und  x^  zwischen  a  und  h  liegen.    Dies  giebt  für  g^g^fe 


oder 


\lf\x)  —     '  t/;'(x)  —     ' 


\:irl. )  if'(x)  —  Ä>'(j:)  ^  0,     fp\x)  —  GipXx)  S  0. 

Diese  Ausdrücke  sind  aber  bezw.  die  Ableitungen  von 
f  -  (fix)  -  <f(a)  -  K[tij{x)  -  iK«)], 
:  ^^{x)  -  rf)(a)  -  G[i//(x)  -  (iHl. 


{:: 


♦)   Der  Anfänger   darf  diese  Bemerkung   übergehen,   da   von    der 

»iai-iu  enthaltenen   Untersuchung  nur  selten   Gebrauch   gemacht   wer- 
den wird. 
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Da  nach  den  Ungleichungen  (22.) 

ist,  so  mnss  u  beständig  zunehmen  und  v  beständig  abnehmen ,  wenn  x 
zunimmt.    Für  a:  >-  a  werden  u  und  v  beide  gleich  0,  folglich  ist 
0  der  kleinste  Werth  von  ti,  und 
0  der  gr&sste  Werth  von  r, 
wenn  x  das  Intervall  von  a  bis  h  durchläuft;  d.  h. 

u  «  tp{x)  —  <p(ci)  —  K{\p(x)  —  i/;(a)]  ^  0, 
V  «  fp(a:)  -  <r(a)  -^  <? [»//(j)  -  v(a)]  S  0, 
oder,  da  i/f(x)  —  i//(ff)  >  0  flir  a:  >  o, 

Bezeichnet  man   ^^^^-^  "^yi^J  mit  3/,    so  gehen  die  Ungleichungen 
(24.)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (21.)  über  in 

^^^•)  iFl^)  =  ^^=i^M- 

Nun   ist  aber  ^y^  eine  stetige  Function,  folglich  giebt  es  nach  dem 

in  §  8  bewiesenen  Satze  14  zwischen  x\  und  xt  mindestens  einen  Werth 
von  x,  er  heisse  |,  für  welchen 

wird.   Da  |  zwischen  xi  und  ara  liegt,  so  liegt  es  auch  zwischen  a  und  h, 
und  man  kann  wieder 

|  =  a+8(6-a) 
setzen,  wobei  0  ^  0  ^  -f  1  ist.    Dies  giebt 

^      i£[x)  -<r(n)  _  ff'[fl  +  Q(fe-a)] 

und  für  a-  =  6  j 

<pfft)  -  ff (a)  ^  r/'[a4-e(&-a)]  , 

^ '^^•'  i/'(6)  —  t/;(a)        i//'[ü  +  e(6  —  u)]  '  | 

Setzt  man  z.  B.  j 

i/;(x)  =  c''  —  (c  —  xY\     also     i//'(x)  «  x(c  —  x)*"'S 
wobei  c  >  5  und  x  >  0  sein  möge ,  so  sind  die  für  i/'(jr)  und  t/^'fa:)  fest- 
gestellten Bedingungen  erfüllt,  und  man  erhält  aus  Gleichung  (26,) 

fr(fe)  — y(fl)        _  fr'[a-|-e(&  — g)] 

(c-rt)»^  -  (c-6)'         x[c  -  a  —  e^ft  —  a)]*-^  ' 
oder 
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Dies  gilt,  wie  nahe  aach  c  dem  Werthe  von  b  liegen  mag,  folglich 
erhält  man  für  lim  c  =  6 

(28.^  'Kh)  -  */>(a)  =      ^/^J*^^^,  .  <p'[a  +  0(6  -  a)]. 

x(l  —  0)' 

Für   h^x'^a  gelten  ähnliche  Schlüsse.    Ans  den  Ungleichmigen 
(22.)    folgt   dann  wieder,   dass  u  beständig  zummint   und  v   beständig 
abrUmtnf,  wenn  x  zunimmt.    Da  jetzt  aber  x'^a,  so  ist 
0  der  grösste  Werth  von  w  und 
0  der  kUimte  Werth  von  r, 
wenn  x  das  Intervall  von  5  bis  a  durchläuft.    Dies  giebt 
u  -  <p{x)  -  *p{a)  -  K[ip{x)  -  tp(a)]  S  0, 
r  =  </>(ar)  —  (f{a)  —  G  [i//(j:)  —  t/;(a)]  ^  0. 

Da  jetzt  ar^fl,   so   ist  ^(ar)  —  »/'(aXO;   deshalb   folgt   aus  diesen 
Ungleichungen  wieder 

j.<^  y(g)  —  y(q)  <--  ^, 

und 

y^b)  —  tfß(a)         i/''[a  -f  e(6  -  a)] ' 

Setzt  man  in  diesem  Falle 

^(a-)-=i(a:  — c)*  — c*,    also    t//'(«)  =•  3f(a:  —  c)*""*, 

wobei  c<6  und  x>0  sein  möge,  so  sind  die  für  i/^(x)  und  ii/\x)  fest- 
gestellten Bedingungen  wieder  erfallt,  und  man  erhält 

y(6)~y(a)  ^         c^'[a -f  9(5 ->  g)] 

(6  -  cf  —  (a  —  cf  x[a  —  c  +  6(6  -  a)]**-^ ' 

oder 

v{b)  -  .fia)  =  /*~l'~.?''~f-t  •  •»>'[« + «(*  - «)] ; 

för  lim  c  =  6  findet  man  also  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (28.) 

fp[b)  -  <r{a) -^^=^1-  V^'[«  +  0(6  -  a)]. 

x(l  —  Sf    * 

Für  0  =  af  findet  man  liieraus 

11* 
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(29.)  V(4) - <r{x) -   ^^^~'       <PV  +  «(* - ')]. 

gleichviel  ob  x  <  &  oder  6  <  x  ist. 

Setzt  man  jetzt  wieder 
(30.)     c^(^)  -  R  ^Ab)  -/(x)  -^-^-^p  {b  -  x)  ^^p  (5  _  ^)2  _ . . . 

^^,-(ft  — X)«, 

80  wird 

(81.)  V(i)  =  0,    ,,V)-f—^^  ,*-.).. 

(32.)     ^-[x  +  6(6  -  X)] /"«+')[^4-e(ft^)]  ^j  _  ^)«^j  _  ^^«^ 

folglich  findet  man  aus  Gleiclmug  (29.) 

^^  ^  ^  ^/("^o[.  +  e(6-.)]  ^^  _  ^^_^.^,  _  ^^„,, 

Für  X  « 1  erhält  man  hieraus  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung 
(14.)  die  dritte  Form  des  Restes. 

§  37. 

Der  allgemeine  binomische  Lehrsatz. 

(Yergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  56—58.) 

Aufgabe.  Man  soll  (1  +  a:)"*  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  entwickeln,  gleichviel  ob  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist 
oder  nicht. 

Auflösung.    Hier  ist 

fix)  =  (1  +  x^, 
f\x)  =  m(l  +  xy—\ 
f'Xx)  =  m{m  —  1)  (1  +  a:)"-S 
(1.)     \       f**\x)  =  m{m  —  l){m  —  2)  (1  +  a:)"-^ 


ß'%x)  =  7n{ni  —  1) . . .  (m  —  n  +  i;  (1  +  t)"— ~, 
/(«+0(ir)  =  m{m—\) . . .  (m  — «  +  l)(m— »)(l+a:)"»-« 


also 


lla.) 
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/(O)  =  1, 
/•(O)  =  I», 
f"iO)  =  mim-l), 
f"{0)  =  m(m-l){m-2), 


/(»)(0)  =  m(m  —  i) ...(»»  —  »  +  1), 
/(»+»)(0ar)  =  »i(m—l)...(»n— »+!)(»»— »)(l+0x)"-"-«. 

Dies  giebt  mit  Hälfe  der  Mac-Laurin'schen  Reihe 

-r  >         x-r^*-r      ^    ^         -r  1,2. 3  ^ 

mim-l)...im  —  n+l)        ,„ 
^  1.2...»  «"  +Ä 

Avobei 

,.,,     p  _  m(m—l) . . .  (m-»+l) (m-n)  (1  +0.a;)— »-'  _,^. 
^'  1.2...«(n  +  l)  ^      ' 

oder 

■4.)  B  =  ■ 

Im  - 1) . . .  (m  -  n  +  1)  (m  -  «)(1  +  0,a;)— "->  _  (i_@^)„^„+,^ 

jenachdem  man   die  erste   oder  die   dritte  Form  des  Restes 

benutzt. 

Erster  Fall.  Zmiächst  möge  gezeigt  werden,  dass  R  beliebig 
klein  wird  för  hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  wenn 

Bezeichnet  man  mit  ^  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
Sü  kann  man  das  Restglied  nach  Gleichung  (3.)  in  drei  Haupt- 
factoren 

(6.)  F,  =  ^(^— 1)'"(^  — ^  +  ^)^P^ 

1  •  2  .  •  •  ^ 

ff  +  1  ff  +  2  7i+  1    ' 
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(8.)  F,  =  {1  +  0z) '  =  (f^ff. 

zerlegen,    wobei    der    Einfachheit    wegen    ©    statt    ©i    ge- 
schrieben ist 

Der  erste  Hauptfactor  Fi  enthält  n  gar  nicht  und  bleibt 
endlich,  wie  gi'oss  auch  g  sein  mag.  Der  dritte  Hauptfactor 
Fs  wird  gleich  1,  wenn  von  den  beiden  Grössen  ©  und  x  wenig- 
stens die  eine  gleich  0  wird;  F^  wird  aber  sogar  beliebig  klein 
füi'  hinreichend  gi-osse  Werthe  von  w,  wenn  ©>0  und  x>Q. 

Setzt  man  m  -f  1  =/>,  und  ist 

g>m^  —  1,    also    m-|-l=jo^O, 
so  wird 

X     ^^ X   ^^   Xm 

sr  +  i-  ff  +  i       -  '    ■ 

OT  — jr— 1  £j-J--;j 

ff  +  2  ff+2         —    ' 


m  —  n  n  +  1  — p      _. 

n  +  1  n  +  1  ' 

folglich  ist 

(9.)  (—  l)^-if+'  Fi  g  a;— ^+'. 

Da  nun  a:  <  -|-  1  ist,  so  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe 

von  n  —  ff+l  die  Grösse  :r"-^+'  beliebig  klein,  folglich  erst 

recht  F2. 

Ist  dagegen 

m<  —  1,    also    m  -^  1<  0, 
so  erhält  man,  indem  man  m  +  1  =  —p  setzt, 


m 


~9  ^9+ 1 +P=i   I 


g+i        g+i  • 9+1 

9  +  2  9  +  2  '^'9  +  2' 

Tn~7i  _n  +  l+p  _  p 

n  +  1  w+1  "'"n-fl' 

Alle  diese  Brüche  sind  grösser  als  1,  da  ;j  >  0  ist,  aber  sie 
nähern  sich  dem  Werthe  1  beliebig.     Da  x<\  ist,  so  wird 


x<k. 
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!>■. 

und  man  kann  es  erreichen,  wenn  man  nur  g  hinreichend  gross 
macht,  dass 

wird,  dass  also 

9  +  1 
ist    Dies  giebt  dann 

g  +  2     ""^^^ 
m  —  ff  —  2 

g  +  s 

m  —  n     ^  . 
n  +  1 
Deshalb  wird 
(10.)  (—  l)»-<^+«  Fi  <  it»-i'+', 

also  auch  hier  wird  Ji   für  hinreichend  giosse  Werthe  von 
«  — y+  1  beliebig  klein,  da  k  ein  ächter  Bruch  ist. 
Daraus  folgt,  dass  auch 

Ä  =  jFi  .  2^2 .  1^3,    wenn    0  Sa: <  +  1 
ist,  beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  «. 
Zweiter  Fall.    Liegt  z  zwischen  —  1  und  0,  ist  also 

(11.)  — l<a:^0, 

SO  wendet  man  die  dritte  Form  des  Restgliedes  an,  um  zu 
zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird.  Aus  Gleichung  (4.)  folgt 
dann,  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  @  statt  ®z  schreibt  und 
^  =  ~«  setzt, 

^^  ^  l.{l  —  0z)  2.{lL~Qz) 

(n  —  m){z  —  &z) 

«(1  —  Oz)        ' 
wobei 
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(IIa.)  0^;f<  +  1. 

Auch  hier  zerlegt  man  R  in  drei  Hauptfactoren 

(13.)  Fi  =  —  mz(i  -  Oz)'»^\ 

„ 1  —  m    z — Gz    2 — m    z — &z      g — m     z — &z 

(14.)       ^2-— j— •  jj::^^-    -g-    'iZZ^Z  J^'iZZöz' 

/lr^^        w       g  +  l—m    z—Gz    y  +  2— m  z—Gz 

^      ^                      g  +  l        l~Gz        g  +  2  l  —  Gz 
n  —  m    z  —  Gz 
n~ '  T^Gz ' 

Der  erste  Hauptfactor  Ji  ist  eine  endliche  Grösse,  ebenso 
der  zweite  Hauptfactor  F^.    Femer  ist  nach  Ungleichung  (IIa.) 

l^G^Gz,     O^i  —  G^l  —  Gz, 

0^z{l  —  G)^z  —  Gz^z{l  —  &z\ 
folglich  wird 

(16-)  o^^-£-|^.<i. 

Ist  nun  m  ^  0,  so  Avird 
g+l—m^^      g  +  2  —  7n  n  —  m  ^^ 

"TTi--''  -r+"2-='' •••-^='' 

also 


<"■)      -   «s(BlT 


;  2"-». 


Da  z  ein  ächter  Bruch   ist,  so  wird  z"-'  beliebig  klein  fiii- 
hinreichend  giosse  Werthe  von  n  —  g,  also  erat  recht  F3. 

Ist  dagegen  m  <  0,  also  —  w»  >  0,  so  wird,  wenn  man  hier 
—  m=-p  setzt, 


"-'»     =1  +  -^>1. 


n  n 


§  37.    Der  aligemeine  binomische  Lehisatz.  169 

Diese  Bräche  sind  zwar  alle  grösser  als  1 ,  da  />  >  0  ist, 
nahem  sich  aber  dem  Werthe  1  beliebig.  Macht  man  daher// 
so  gross,  dass 

9+  ^—^^.    .       P      ^l  —  Os 
9  +  1  '^  ff+i^z^Gz' 

oder 

^  +  1  —  m    z  —  Gz 


=  >K1 


ff  +  l         1  —  Gz 
ist.  so  wird 

ff  +  2  —  m    g  —  Qz 
ff +2      'l  —  Gz^    ' 

n  —  m    z  —  Gz  ^  j 
n        1  — Gz 

Dies  giebt 
(lö.)  F^<  A»-^. 

Da  A  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird  A»*-^  beliebig  klein  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  »  —  ^,  folglich  erst  recht  F^. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  R  beliebig  klein  wird  für 
him^iehend  grosse  Werthe  von  w,  gleichviel  ob  m  positiv  oder 
negativ  ist. 

Durch  Vereinigung  des  ersten  und  des  zweiten  Falles  erhalt 
man  daher  für 

(19.)  _l<a;<+l 

die  Entwickelung 

(20.)  (1 + .)- = 1  +(7)x.+ Qy +(^y +■■: 

Liegt  m  zwischen  — 1  und  +oo,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  diese 
Reilie  auch  noch  für  a: «  +  1  gilt;  liegt  m  zwischen  0  und  +  oo,  so  gilt 
nie  auch  noch  für  ar  =  —  1. 


*)  Sollte  der  Inhalt  dieser  Bemerkung  für  den  Anfänger  noch  zu 
schwer  verständlich  sein,  so  darf  sie  übergangen  werden. 
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Beweis.    Ist 

—  l<m<+oo,    oder    0<m  +  l<+oo,    x-^  +  l, 
so  gehen  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  über  in 

(^^•^  ^' 1.2.  ..17 ' 

Der  erste  Hauptlactor  Jj  bleibt  wieder  endlich^  der  dritte  Hjiupt- 
factor  wird  gleich  1  ftlr  O«0  imd  beliebig  klein  ftlr  O>0.  Femer 
folgt  aus  Gleichung  (7a.),  wenn  man  die  positive  Grösse  m  + 1  «=/j  setzt 

,21 )      (_  i)«-,+ip,  _  £+-l:r^ .  g  +  2-g . . .  !t±LzP . 

(£1.)  K        !)->'       T,  ^_|_j  ^_j^^  ^^j 

Nun  ist  nach  dem  Tay/or'schett  Lehrsätze  (vergl.  Formel  Nr.  49a 
der  Tabelle) 

/(x  +  A) -/(*)  +  */' (x  +  eA), 
also  für 

erhält  man 

(22.)  (X  +  /»)'+'  =  xP+'  +  (j>  +  1)A(«  +  BKf, 

und  tilr  j:  =-  1 

(23.)  (1  +  A)'+*  =  1  +  (p  +  1)  » (1  +  ©A)'. 

Wenn  nun  A  imd  p  beide  positiv  sind,  so  ist 

(l  +  eA)^^(l  +  Ay', 
imd  die  Gleichung  (23.)  geht  über  in  die  Ungleichung 

(1  +  A)'+'  S 1  +  (P  +  1)A(1  +  hY, 

folglich  ist 

Dies  ffiebt  für  A«= — ; — 

/g  +  a  +  1 Y    ^  +  «— 1><^ 
oder 

^'^''•'  !/  +  «    =\g  +  ^  +  iJ 

Indem  man  für  a  nach  und  nach  die  Werthe  1,  2,  . , .  n  —  ^  -j-  1 
einsetzt,  erhält  man 
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/y  +  i-p^/^  +  iy 

17  +  1     ^K&  +  '2j' 

»  +  l-~p^/n4-lY 
«  +  1      =K.n  +  2j' 

Daraus  folgt,  wenn    man  alle  diese  Ungleichmigen  mit  einander 
moltiplicirt,  nach  Gleichung  (21.) 

.      .V        .    ^  ^/<7  +  l> 


(^l).-,+.^,g(2^J, 


d.  h.     Ft  1  wird  beliebig  klein  ttir  hinreichend  grosse  Werthe  von  w,  also 
auch  R  selbst. 

Im  zweiten  Falle,  wo  die  Voranssetziingen 
0<m<4-oo,    X«  — 1 
gelten,  benutze  man  diejenige  Form  fUr  den  Eest  der    Tay^^scheu 
Reihe,  welche  in  §  36,  Gleichung  (33.)  gegeben  worden  ist,  nämlich 

wobei  X  eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

Indem  man  x  mit  0  und  h  —  x  mit  x  vertauscht,  findet  man  aus 
diesem  Ausdrucke  för  den  Rest  der  Mac-Laurin'schen  Reihe  die  Form 


2e=/^=±!H«fL)(i  _«)•-''+•.«+'. 


x.n! 
Deshalb  wird  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  den  Gleichungen  (la.) 

^  _  fn(m  — 1)  . . .  (m  —  n)  (1  +  fe)"^""^     /l_e)"-^+*  .  a:'*+^ 

x.n! 
Dies  giebt  für  x  =  —  1 

also  ftlr  X  SS  m 

..>Ä,  I?—      (1  —  w)  (2—  m) . . .  (n  —  m)  _ 

wobei  für 

t,ju  1  V  (1  — m)(2  — w)...(.(y  — w) 

^^•'  ^'^ 172^:^ 

eine  endliche  Grösse  ist.    Dagegen  wird  unter  Anwendung  der  im  ersten 
Falle  ausgeführten  Untersuchung,  wenn  man  p  mit  m  vertauscht, 
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(30.)         ^^--^i-  •  -^Y-  •  •  •  -TT^^U-Ti)  ' 


</  4-  1  —  ^n    <7  +  2  —  in         «  —  m  ,,^  /^/y  +  1"^ 
17+1      *"    if  +  2 

d.  h.  l^i  wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  w,  folglich 
auch  R. 


Da  m  unendlich  viele  Wertlie  Laben  darf,  so  sind  in  dem 
binomischen  Lehi-satze  unendlich  viele  Reihenentwickelongeu  ent- 
halten. Ist  m  eine  positive,  ganze  Zahl,  so  geht  die  Reihe 
nicht  bis  in's  Unendliche,  sondern  sie  bricht  nach  dem  m+V^^ 
Gliede  ab. 

Beispiele. 

1)  m  =  —  1. 

(1  +^)~^  =  T-ir"  =  i  —  x  +  x^-—z^  +  x^ — I . 

2)  »»=+^-- 

3)  »»  =  -l  • 

,    1.3.5.7    , 

Man  kann  den  allgemeinen  binomischen  Lehrsatz  auch  auf 
die  Entwickelung  von  («  +  6)'"  anwenden. 

Ist  nämlich  |  a  j  >  1  i  I ,  so  wird  -  ein  ächter  Bruch ,   und 
man  erhält 

(a+  i)'"  =  a«»(l  +-T 

oder 

(31.)     (a+6)"  =  a»+(^y— ii+('"*y— «4«+(^)ö"-''AH  — • 
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Ist  dagegen    a   <  *i,  so  wird      ein  ächter  Bruch,   und 
man  erhält 

='-h(T»©^(:)^-]' 

oder 
32.1    {a+b)^  =  b''+(^^\b^''  +  (^^  .  . ., 

Der  binomische  Lehrsatz  kann  auch  benutzt  werden  zur 
Ausziehang  von  Wurzeln  mit  beliebigen  Wurzel-Exponenten. 

Beispiele. 

1)  -^130  =  (125  +  5)*  =  5(1  +  ^i)*=  5(1  +  0,04)*. 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatz  wird  aber 

U  +  ^J  +3       3    6  +3.6  "9       3.6.9  12  "*■       '"' 

hier  ist.  also 

(1  +  0,04)^  =  1,013  333  333  3  —  0,000  177  777  8 

+  0,000  003  950  6  —  0,000  000  105  3 

+  0,000  000  003  1  —  0,000  00.0  000  1, 
uder 

(1  +  0,04)*  =  1,013  159  403  8, 
-^130  =  5(1  +  0,04)*  =  5,065  797  019  0. 
Wegen  Vernachlässigung  der  späteren  Decimalstellen  ist  in 
diesem  Resultate  die  letzte  Decimalstelle  um  15  Einheiten  un- 
sicher. 

2)        y^lÖÖÖ  =  (1024  —  24)*  ==  4^1  —  ^)^  • 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist 

a  +  T)    -1  +  ^       5  10+5.10  15  5.10.15  20+         "' 

i_         ^       ^  ^^        4.9    a;«  4  .  9  .  14    a:^ 

^^~^)    ""^~5  ~"5  ro~5T^Ö  15  5.10.15  20 
foldich  wird 
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-) 

128/ 


(• 


^  y  =  1  —  0,004  687  500  0 


—  0,000  043  945  3 

—  0,000  000  618  0 

—  0,000  000  010  1 

—  0,000  000  000  2, 


oder 


-^1000  =  4  .  0,995  267  926  4  =  3,981  071  705  6. 
Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  betragt  hier- 
bei 8. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  folgenden  Aufgaben  gelöst: 

3)  -f  220  =  (216  +  4)"^=  6^  +^4)^=  6  . 1,006  135  122  799 

=  6,036  810  736  794. 
Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei 18. 

4)  -^2lÖ6  =  (2187  —  81)*  =  3^1  —  ^)^5 

V±-r^;         ^^7  7.14 

,      6  .  13       ^  6 .  13 .  20        .  , 

^7.14,21  7.14.21.28      ^ 


V        27/  7.27 


6  6.13 


7  .  14  ,  272        7  .  14  .  21 .  273 
=  0,994  623  032493, 
-^2lÖ6  =  2,983  869  097  479. 

Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei lOf 

§  38. 

Der  Logarithmus. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  59—64.) 
Setzt  man 

/(.r)  =  l^, 


a.) 
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SO  kann  man  die  JUac-Laurin'sch.Q  Beibe  nicht  anwenden,  weil 
J(z)  und  alle  Ableitnngen  davon  fOr  :r  =  0  anendlich  gix>ss 
werden.    Deshalb  setzt  man 

fix)  =  1(1  +x),  also    /(O)  =  0, 
/'(x)  =  (1  +  :t)-S  ,     /'(0)=  +  l, 

f"{T)  =  -l.il+x)-*,  „    /"(0)=-l, 

/'"(a:)  =  1.2(1 +*)-»,  „    /'"(0)=  +  1.2, 

/(♦)(ar)  =  _1.2.3(l+a:)-«,      „    /W(0)  =  -  1 .  2.  3, 

/(«)(:r)=(-l)-''(»-l)!(H-a-)-",  „  /(•'>(0)=(-l)'-(«-l)!, 

/(-+i)(a;) =(_!)»„ !  (1  +  «)-»-», 
also 
da.)   /<"+')(0a:)  =  (— 1)"»!(1  +  ©x)—'. 

Dnrch  Anwendung  der  Mac'Laurin'Bchen  Reihe  erhält  man 
dann 

(2.)        l(l+.)  =  ^-J  +  f_J  +  _...^^+i?. 

Auch  hier  kann  man  zeigen,  dass  £  beliebig  klein  wiri 
far  hinreichend  grosse  Werthe  von  «,  wenn  x  zwischen  — 1 
und  +  1  liegt. 

Ist  zunächst 
(3.)  OSa;S+  1, 

so  wendet  man  die  erste  Foim  des  Restes  an  und  erhält 


^(-ir/    ^ \ 

«+  1  Vi  +0a:/ 


(n  +  1)!  «+1     (1  +  0.r)''+i 

(—1)"/      a;       Y+' 


E%  a;  =  1  wird  also 

±1 


R  = 


(«  +  1)(1 +  ©)»+' 
beliebig  klein,  selbst  wenn  ©  gleich  0  sem  sollte,  denn 


»  +  1 
wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.    Ist 
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aber  x  ein  ächter  Bruch,  so  ist 

dann  wird  B  erst  recht  beliebig  klein,  da  die  Factoren 

-^-    und    i-^T 
«  +  1  V 1  +  ®x) 

beide  beliebig  klein  werden. 

Ist 
(5.)  —Kargo, 

SO  wendet   man  wieder  die  dritte  Foim   des  Restes   an    und 
erhält,  indem  man  x  mit  — z  vertauscht, 

(6.)  Ä=/^(®?) (1— 0)'»x~+'=(— l)»»(l  +  ©a;)-"-Xl— ®)-;r«-^« 


Y—&Z  *  u  —  07 


GzJ 

Nun  folgt  aus  der  Ungleichung  (5.),  dass 
(7.)     l>z^O,     1^0^®;?,    Ogl-0S1  —  02, 
und  deshalb 

0  ^2(1  —  0)  =  js  ~  02  g  2(1  —  Qz) 
ist,  folglich  Avird 

^  -®^  <r-         A    rz  —  ozy^  ^ 

r--©^^-  ^^^   (1^07)=^ 

wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.     Das- 
selbe gilt  daher  auch  für  K 
Somit  erhält  man  för 

—  l<a:S+l 
die  EntwickeUmg  1 

(8.)  l(i+.)=J_J  +  ^_|V_....  I 

Es  ist  z.  B. 
(8a.)  I2  =  i-|  +  |-1+-.... 
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Für  die  nunierisclie  Berechnung  der  Logarithmen  ist  die  Reihe 
in  Gleichung  (8.)  noch  nicht  sehr  geeignet,  weil  man  sie  nur  für 
die  Berechnung  der  Logarithmen  zwischen  0  und  2  benutzen 
kann,  und  weil  man  sehr  viele  Glieder  der  Reihe  braucht,  um 
den  LiOgarithmns  auch  nur  auf  einige  Decimalstellen  genau  zu 
erhalten. 

Man  kann  aber  aus  dieser  Reihe  einige  andere,  för  die 
numerische  Berechnung  weit  geeignetere  Reihen  ableiten.    Setzfr 

man  z.  B.   in  Gleichung  (8.)  2:  =  ^  >  so  erhält  man 

=  y_yi+yi_y^+ , 

a       2a*  ^80»      ia*^  ' 

oder 

(9.)  i(«  +  y)  =  i«+|-|,i  +  |J-i^+  -•••. 

wenn  —  ein  ächter  Bruch  ist.    Für  y  =  1  folgt  hieraus 

(9a.)         1(«  +  1)  =  la  +  1  -/^,  +  A -/^i  +  -  .  • . . 

Kine  noch  brauchbarere  Reihe  erhält  man  auf  folgende 
Weise.    Nach  Gleichung  (8.)  ist 

Hi  +  -)  =  +f-2-  +  ?-I  +  ?-  +  -"' 


,  ,,  V  X  7?         a?         01^         7^ 


indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  von  einander  subtrahirt, 
findet  man 

(10.)  i(n--)-ia— )=i(B-:)=<r+?+?+-> 

Setzt  man  jetzt 
so  wii"d 

Kiepert,  DilTerential-Recliiiang.  12 
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deshalb  geht  Gleichung  (10.)  über  in 

Sind  y  und  z  positive  Zahlen,  so  wird  x  ein  ächter  Bruch; 
dann  gilt  also  die  durch  Gleichung  (12.)  gegebene  Entwickelung. 

Diese  Reihe  wird  besonders  häufig  angewendet  für  den 
Fall,  wo  «=  1  ist;  dann  wii'd  nämlich 

(12a.)  l(,  +  i)  =  ly+2[2^  +  3^3+ 5^+1?+  ■  •  •]• 

Bemerkung« 

Um  sich  darüber  Rechenschaft  zu  geben,  mit  welcher  Genauigkeit 
man  l(y+l)  erhält,   wenn  man  die  Entwickelung  in  Gleichung  tl2a.) 

bis  zu  dem  Gliede   /o»  —  1)  (2t/  4-  1)^m~i  fortsetzt,  beachte  man,  dass 
(13.)  Hl  +  ^)  =  y-   2+3-H----f2;^-2-  +  iii, 

(14.)       ,(i_.)  =  -^-_-__ ^__j__  +  ie, 

wird,  wobei 

(15.)  ^1  -  (2n+l)(l+eia;)2"H-i '    ^^  ~"  (2n+l)(l— Ö2x)2*»^i 

ist.    Daraus  folgt 

i->  ■ö^:)=<?+f+?+-+i5)+^--.. 

Da  nun 

^^"^•^  1+1m  ^'^^         1  —  e2X=l  —  jr 

ist,  so  wird 

\2«+i  I 


i'-+(Är']=^:['+,T=^j 


(18.)      ii,_I!,sj'"'    l'-'l-+'+I^  2^"+' 


■  2n+l       (1— a:)-^«-fi     =  (2n  -f- 1)  (1  — x)««-t-i 
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Setzt  man  jetzt  wieder 

1  2y  X  l 

^  findet  man  ans  Ungleichung  (18.) 


§  39. 

Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen. 

Aufgabe.  Man  soll  die  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  10  anf  8  Decimalstellen  genau  berechnen. 

Auflösung.  Um  in  dem  Resultate  eine  Genauigkeit  von 
8  Dechnalst eilen  zu  erzielen,  wird  es  gut  sein,  die  Rechnung 
bis  auf  10  Decimalstellen  durchzuführen. 

Zunächst  ist 
(1.)  11  =  0. 

Femer  setze  man  in  der  Reihe 

y  =  1,  dann  wird 

'2  =  <i+3:V+5^8r+-)- 


3  =  0,833  333  333  3, 
33  =  0,012  345  679  0, 
35  =  0,000  823  045  3, 
3^  =  0,000  065  321  1, 
9.3«=  0,000  005  645  0, 
8"  =  0,000  000  513  2, 
3"  =  0,000  000  048  2, 
3*'  =  0,000  000  004  6, 
31"  ==  0,000  000  000  5, 

12* 


Nun  ist 

1:3     =  0,333  333  333  8, 

1 

1:3»=  0,037  037  037  0, 

1 

:  3 

1:3»=  0,004  115  226  8, 

1 

:  5 

1:3'=  0,000  457  247  4, 

1 

:  7 

1:3«=  0,000  050  805  3, 

1 

:9 

1:3«»  =  0,000  005  645  0, 

1: 

11 

1:3"  =  0,000  000  627  2, 

1  : 

13 

1:3«»=  0,000  000  069  7, 

1  : 

15 

1:3«'  =  0,000  000  007  7, 

1  : 

17 

folglich  ist 
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V 12  =  0,346  573  590  2 
2 

und 

(3.)  12  =  0,693  147  180  4. 

Setzt  man  in  Gleichung  (2.)  y  =  2,  so  erhält  mau 

'«=^2  +  <5-+3tV+5^5^  +  --)- 
Nmi  ist 

1:5     =  0,2,  1:5     =  0,200  000  000  0, 

1  :  53   =  0,008,  1  :  3  .  53   =  0,002  666  666  7, 

1:5^    =  0,000  32,  1:5.5*   =  0,000  064  000  0, 

1:5'=  0,000  012  8,  1:7.5'=  0,000  001  828  6, 

1:5»=  0,000  000  512,  1:9.5«    =  0,000  000  056  9, 

1:5^^  =  0,000  000  020  5,  1:11.  5"  =  0,000  000  001  9, 

1  :  5*3  =  0,000  000  000  8,  1  :  13  .  5*3  =  0,000  000  000  1; 

folglich  ist 

5 +  3.V+  5  7V  + •••  =  ^'202  732554  2, 

<F  +  iiW  +  5:V  +  •  •  •) = '''''  '''  ^««  *' 

12  =  0,693  147  180  4. 
Dies  giebt 
(4.)  13=  1,098  612  288  8. 

FeiTier  wird 
(5.)  14  =  2  .  12  =  1,386  294  360  8. 

Für  y  =  4  folgt  aus  Gleichung  (2.) 


Nun  ist 


^^  =  ^*  +  Kl  +  3^  +  -5-9»+--> 


9  =  0,1111111111, 

1 

gä  =  0,001  371  742  1, 

1 

3 

9*  =  0,000  016  935  1, 

1 

:5 

9'  =  0,000  000  209  1, 

1 

:  7 

9»  =  0,000  000  002  6, 

1 

:9 

9  =  0,111  111  111  1, 
93  =  0,000  457  247  4, 
95  =:  0,000  003  387  0, 
9'  =  0,000  000  029  9, 
99  =  0,000  000  000  3, 


folglich  ist 
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9  "^  379»  "^  579^  "^ ^  ^'^^^  '^'^  ^^^  "' 

14=  1,386  294  360  8; 
dies  giebt 

;e.)  15  =  1,609  437  912  2. 

Ferner  ist 

16  =  12  +  13=  0,693  147  180  4  +  1,098  612  288  8, 

oder 

('.)  16  =  1,791759  469  2. 

Für  y  =  6  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

Kun  ist 

1:13=  0,076  923  076  9,      1  :  13  =  0,076  923  076  9, 
1  :  133  =  Q  QQQ  455  ^ßß  1^    j  .  3  ^  ^33  ^  ^^^^^  ^5^  ^22  ^^ 

1 :  135  =  0,000  002  693  3,    1:5.  13»  =  0,000  000  538  7, 
1 :  13"  =  0,000  000  015  9,    1:7.  13^  =  0,000  000  002  3, 

folglich  ist 

n  +  37i33  +  5":TP  +  --=^'^^^^^^^^^^' 

16  =  1,791  759  469  2; 
dies  giebt 
"^•)  17=  1,945  910149  0; 

18  =  3  .  12  =  3  .  0,693  147  180  4, 

also 


182 
(9.) 

also 
(10.) 

also 

(11.) 
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18  =  2,079  4415412; 

19  =  2  .  13  =  2  . 1,098  612  288  8, 


19  =  2,197  224  577  6; 
110  =  12  +  15  =  0,693  147  180  4  +  1,609  437  912  2, 


110  =  2,302  585  092  6. 


Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  beiden  letzten  Decimal- 
stellen  in  den  voi-stehenden  Rechnungen  nicht  mehr  ganz  zu- 
verlässig sind,  und  behält  man  deshalb  nur  8  Stellen  bei,  so 
ergiebt  sich  als  Resultat  der  Rechnung  die  folgende  Tabelle: 

11  =  0, 

12  =  0,693147  18, 

13  =  1,098  612  29, 

14  =  1,386  294  36, 

15  =  1,609  437  91, 

16  =  1,791759  47, 

17  =  1,945  91015, 

18  =  2,079  44154, 

19  =  2,197  224  58, 
110  =  2,302  585  09. 

Will  man  hieraus  die  Logarithmen  mit  der  Basis  10  berechnen, 
so  hat  man  nach  den  Ausführungen  in  §  18  die  gefundenen 
Wertlie  mit  dem  Modul  des  Briggs^^aih&CL  Logarithmensystems, 
nämlich  mit 


(12.) 


(13.) 


I<>g^=rr7.= 


110       2,302  585  09 


=  0,434  294  48 


ZU  multiplicii-eu. 


Bezeichnet  man  also  löge  mit  J/,   so   erhält  man  für  die 
Logarithmen  mit  der  Basis  10  folgende  Tabelle: 
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log  2 

=  M  :  12 

log  3 

=  MAS 

log  4 

=  M.U 

log  5 

=  M.lb 

löge 

=  31.16 

log  7 

=  if .17 

log  8 

=  MAS 

log  9 

=  3i.l9 

=  0,301  029  99, 
=  0,477  121  25, 
=  0,602  059  99, 
=  0,698  970  00, 
[U.)  l  löge    =  itf  .  16    =  0,778  151  25, 

=  0,845  098  04, 

=  0,903  089  98, 

=  0,954  242  51, 

loglO  =  Jf .  HO  =  1,000  000  00. 

Für  die  BerechniiDg  der  Logarithmen  aller  übrigen  Zahlen 
mit  der  Basis  10  findet  man  aus  Gleichung  (2.)  durch  Multi- 
plication  mit  M 

(15.,     log(y+l)=logy  +  23f[2-^^  +  3^^^+...]. 

Dabei  braucht  man  von  der  Reihe  höchstens  nur  noch  die 
drei  ersten  Glieder,  wenn  man  auf  8  Decimalst eilen  genau 
rechnen  will.  Bei  etwas  grösseren  Zahlen  werden  sogar  schon 
die  beiden  ersten  Glieder  ausreichen.    So  ist  z.  B. 

1  \ 


l53  =  l52  +  2f-^  + 

MOo 


3 . 105^ 


^^^.  =  0,009  523  809  5, 
lOo 


=  0,000  000  287  9; 


3 .  1053 
folglich  ist 

153  =  152  +  2  .  0,009  524  097  4 
=  152  +  0,019  048  194  8. 
Hier  hat  schon  das  dritte  Glied  der  Reihe  in  den  ersten 
8  Decimalstellen  keine  geltende  Ziffer  mehr. 

Allerdings  darf  man  es  sich  nicht  verhehlen,  dass  die  Fehler, 
welche  man  durch  Vernachlässigung  der  späteren  Decimalstellen 
l^eht,  bei  diesem  Verfahren  um  so  grösser  werden,  je  weiter 
man  es  fortsetzt.  Zu  dem  Fehler,  der  schon  bei  der  Bildung 
von  \y  begangen  ist,  tritt  ein  neuer  Fehler  bei  der  Bildung  von 


184 
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l(y  +  1)  hinzu.    Ist  ferner  die  Zahl  n,  deren  Logarithmus  man 
bilden  will,  eine  zusammengesetzte,  ist  z.  B. 

?i  =  abc . . . , 
so  wird 

\n=^\a  +  lb  +  \c+  '", 
so  dass  der  Fehler  bei  In  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Fehler  bei  la,  14,  Ic, . . .  ist. 

Man  muss  daher  die  Logarithmen  der  Primzahlen  2,  8 
und  5,  die  am  häufigsten  bei  der  Bildung  zusammengesetzter 
Zahlen  vorkommen,  ganz  besonders  genau  berechnen  und  kann 
das  in  folgender  Weise.    Löst  man  die  Gleichungen 


412  — 13  — U 


(16.) 


l(||)= -312-13 +  215, 


nach  12,  13,  15  auf,  so  erhält  man 
1 


(17.) 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2.),  wenn  man  für  y  die 
Werthe  15,  24  und  80  einsetzt  und  mit  20  Decimalst eilen 
rechnet, 


(18.) 


3.313 

=  0,064  538  521  137  571 171  70, 
1 


'(i)=<Ä 


T.  +  -' 


•) 


3  .  49=^ 
=  0,040  821  994  520  255  129  56, 


'Q= 


V161   ■    3.1613 
=  0,012  422  519  998  557  153  30. 
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Bei  der  Berechnung  von  ^(.^j  ™^  Kii)  ^^^^^^^  ^^^ 
hierbei  nur  6  Glieder  der  Entwickelung,  bei  der  Berechnung 
von  1(kj;)  sogar  nur  4.    Dadurch  findet  man    . 

12  =  0,693  147  180  559  945  809  60, 

18  =  1,098  612  288  668  109  691  68, 

15  =  1,609  437  912  434  100  375  02, 

HO  =  2,302  585  092  994  045  684  62. 

Es  ist  nicht  zu  verlangen,  dass  in  diesen  Resultaten  die 

beiden    letzten   Decimalstellen   noch   genau   richtig  sind;    und 

zwar  ist 

bei  12,  13,  15,  HO 

die  obere  Fehlergrenze    ±  48,     ±  67,     dr  112,    do  160 
und  der  wirkliche  Fehler     +  18,     +  28,       +  42,      +  60; 
d.  h.  die  hier  angeführten  Werthe  von  12,  13,  15,  110  sind  in 
den  letzten  beiden  Decimalstellen  bezw.  um  18,  28,  42,  60  zu 
gross. 

Es  ist  dem  Anfänger  sehr  zu  empfehlen,  die  hier  angedeutete 
Reehnnng  wirklich  durchzuführen. 

Jetzt  ist  es  auch  möglich,  17  sehr  genau  auszurechnen, 
denn  es  ist 

also 

2l7=l2  +  2l5-lQ. 

Dabei  ist  nach  Gleichung  (2.)  für  y  =  49 

/50\         /l  1  1  \ 

V49y  ""     \99  ^  3  .  99»  ^  5  .  99^  ^        / 
=  0,020  202  707  317  519  448  40, 
und  wenn  man  die  hier  gefundenen  Werthe  zu  Grunde  legt, 
12  +  215  =  3,912  023  005  429  146  059  64, 

also 

217  =  3,891  820  298  110  626  611  24, 
17  =  1,945  910  149  055  313  305  62, 
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ein  Werth,  der  in  den  beiden  letzten  Decimalstellen  um  51  zu 
gross  ist. 


§  40. 

Partes  proportionales. 

Nach  den  Gleichungen  (16.)  und  (18.)  in  §  38  war 
wobei 

(■y    Ä--K.ssr|i(r^.) 

ist.    Dies  giebt  für  n  =  1,  wenn  man  der  Kürze  wegen  R  statt 
i?i  —  J?2  schreibt, 

^«•)  <rH)  =  2^  +  ^' 

wo 

(4.)  «S|(i4-J- 

Setzt  man  wieder 


also 


z 

"  2y  +  z' 


2y  +  22:  2y 

l+a;  =  -£ ,     1 — x  =  ——^, —  ? 

2t/ -i- z  2y  +  z- 


l  -f-  X  ^y  +  z  X  z 

\-  ~x  y  i  —  x'"  2y 

so  folgt  aus  Gleichung  (3.) 

(5.)  l(y  +  ,)  =  iy  +  ^^^2^_+Ä, 

wobei  nach  Ungleichung  (4.) 

(6.)  R-    "^ 


—  \2y^ 
Ist  also  y>  10000,  z^l,  so  wird 


§  40.    Partes  proportionales.  187 

d.  h.   H  hat   in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  mdu*. 

I>araaf  gründet  sich  bei  dem  Gebrauche  der  Logarithmen- 
tafeln die  Berechtigung  für  die  Interpolation  durch  die  partes 
propar  tionales. 

Sind  z.  B.  in  einer  solchen  Tafel  die  Logarithmen  für  alle 
fnnfetelligen  Zahlen  angegeben,  so  kann  man  daraus  doch  noch 
den  Logarithmus  einer  siebenstelligen  Zahl  n  bis  auf  7  Decimal- 
stellen genau  finden,  wie  folgt. 

Da  es  nur  auf  die  Mantisse  des  Logarithmus  ankommt,  so 
setze   man  das  Decimal-Komma  hinter  die  fünfte  Ziffer,  nenne 
die  Ganzen  y  und  den  übrig  bleibenden  Decimalbruch  z^  dann  ist 
«  =  y  +  z,    wobei    y >  10000    und    z  <i\. 
Jetzt  ist  nach  Gleichung  (3.) 

(S.;)  In  =  l(y  +  ;.)  =  ly  +  ^^-   +  Ä, 

(9.)  i(y  +  i)  =  iy  +  27Vi"^^'' 

wobei  man  aber  die  beiden  Reste  Rz  und  i?i  vernachlässigen 
darf,  da  beide  in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  haben.    Setzt  man  daher 

(10.)  ^  =  l(y  +  ,)_ly=-_2_.., 

SO  wird 

fll.)  l»  =  ly+      '^' 


'2t/ +  z 
oder,  wenn  man  die  Gleichung 

2z 

0  =  «.^  — -    T-, 
2y  +  1 

addirt, 

l'lla.)  In  =  \y  +  z.J  +  - — ■ r",- ," 

"  '  2y  +  z      2y  +  1 

1      .         vj^        2z(l—z) 

=  »^  +  ^-^  +  W+iIW+rr 

Dabei  ist  aber,  da  von  den  beiden  Factoren  z  und  1—z 
der  eine  kleiner  als  \  und  der  andere  kleiner  als  1  sein  muss, 
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2z(l  -z)        ^2^(1  -_=)      J_  1_ 


(2y  +  z){2y  +  1)  ^       4y2        ^  4y^  ^  4  .  10^ 

Setzt  man  also 

ln  =  \i/  +  z.J, 

so  ist  der  Fehler  so  klein,   dass  er  in  den  ei-sten  8  Decimal- 
stellen  keine  geltende  Ziffer  hat. 

Man  braucht  also  nur,  um  1»  zu  erhalten,  in  den  Tafeln  ly 
aufzusehlagen  und  den  Ausdruck 

z.J^z\l{y+l)-\y] 
zu  addiren,  welcher  imter  dem  Namen  partes  proportionale^^ 
in  den  Logarithmentafeln  an  der  Seite  angegeben  ist 

Das  Gesagte  gilt  zunächst  für  natürliche  Logarithmen,  da 
aber  die  J?n>^«'sclien  Logarithmen  aus  diesen  entstehen,  indem 
man  sie  sänimtlich  mit  M  =  log«  multiplicirt,  so  gilt  es  in  ähn- 
licher Weise  auch  für  jBrty^Ä'sche  Logarithmen  und  ebenso  ftü* 
jedes  andere  Logarithmen-System. 

§41. 

Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 

Bei  manchen  Functionen  ist  die  BDdung  der  höhereu  Ab- 
leitungen sehr  umständlich:  deshalb  wählt  man  zur  Entwickelung: 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  einen  etwas  anderen  Weg. 

Nach  der  3/ac- Lawrm'schen  Reihe  wird 
(1.)     fix)  =  A  +  A,x  +  A2X^  +  ^3^:*  +  •  •  •  +  A^^  +  Ä, 
wobei 

(2.)     ^=/(o),  ^,=Ä),^,=/;f,... 

wird.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  aber  durch  Differentiation 

(3.)     f\x)  =  A,+  2A2X  +  SA^^  +  •  •  •  +  nAnX^-'  +  ~  • 

Ist  also  die  Entwickelung  von  f\x)  bekannt,  so  findet 
man  die  Werthe  der  Coefficienten  Ai,  A2,  As,.,,  aus  Grlei- 
chung  (3.).  Man  muss  aber  noch  zeigen,  dass  in  der  auf  diese 
Weise  gefundenen  Entwickelung  der  Rest  R  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  grosse  AVerthe  von  w.  Deshalb  soll  der  folgende 
Satz  bewiesen  werden: 
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Ist  für   hinreichend  grosse  Werfhe  von  n   die  Grösse  -,  - 

htUebig  klein^  so  gilt  dasselbe  auch  von  R, 

Beweis.    Ist  e  eine  beliebig  kleine  Zahl,  so  gilt  för  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  n  die  Voraussetzung 

also 

dR  ^^      rfÄ  ,      ^  „ 

__,<0,    ^  +  e>0, 

deshalb  nimmt  B+sx  mt  x  beständig  zu,   während  R  —  ex 

beständig  abnimmt,  so  lange  x  zuninunt.    Für  2;  =  0  sind  aber 

beide  Functionen  gleich  0,  folglich  ist  für  positive  Werthe  von  x 

(5.)  R  +  ex>0    und    iJ  — ea:<0, 

oder 

(5a.)  "  €x  <,R  <  +  €x. 

Für  negative  Werthe  von  x  findet  man  ebenso 

l^ö.)  +  8X  <iR  <,  —  €X. 

In  beiden  Fällen  wird  R  beliebig  klein,  denn  e  ist  beliebig 
klein. 

Dabei  ist  zu  beachten,    dass   -j-   das  Restglied  in  der 

Entwickelung  von  f\x)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ist. 
Man  kann  daher  dem  eben  bewiesenen  Satze  auch  die  Fassung 
geben: 

Lässt  sich  f\x)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickeln^ 
so  gilt  dasselbe  auch  von  f{x). 

Mit  Hälfe  dieses  Satzes  findet  man  z.  B.  sehr  leicht  die 
Entwickelung  von 

fix)  =  \{l+x)^A  +  Arx  +  A^^  +  A^  +  •  •  •  +  An^^'  +  R, 
denn  es  wird  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  für 
—  1  <x<+ 1 
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dR 


(7.)    f'{x)  =  -±-  =  i-x+x'^-^  +  ...  +(_i)«-.a--^+  -^ 

folglich  ist 

^=/(0)  =  ll  =  0,     ^,  =  1,     2^2  =  — 1,     3.4,=  +  Ir-.. 

und  deshalb  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  59  der  Tabelle 

(8.)  l(n..)  =  --_^_  +  ^_^  +  _.... 

Wenn  — l<a:<  +  list,  so  wird  dabei  -R  beliebig  klein. 
weil  das  Restglied  -^  in  der  Entwickelung  von  f\x)  beliebig 
klein  ist. 


§  42. 

Entwickelung  der  Function  arctga?  nach  steigenden 
Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  65.) 

Aufgabe.    Man  soll   die  Function  arctg^r  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 
(1.)    /W  =  arctga:  =  A  +A,x  +A2X^+A^3^+  •  •  •  +ul«a:'»4-  Ä, 

(2.)    f\x)  =  -^^  =  Ar+2A,x+SA^x^+"'  +  nAnit^'+^. 

Nun  wird  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  wenn  r 
ein  ächter  Bruch  ist, 

(^•)  rT^2==  (1  +  ^)-'  =  1  -0:2  +  rt*-  :r«  + , 

folglich  ist 

A  =/(0)  =  arctgO  =  0, 

^1  =  1,     ^2  =  0,     3^3  =  — 1,     4J[4  =  0,     5^5«+!,... 
und  deshalb 


(4.) 


,  X        X^    ,    x^       x^    , 

arctg^  =  ---  +  ---  + 
für  —  1  <«<  +  1. 
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J2  wird  dabei  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe 

du. 

Ton   »,   weil  das  Restglied     -  in  der  Entwickelung.  von  f\x) 
beliebig  klein  ist. 


§  43. 

Berechnung  der  Zahl  n 
durch  Anwendung  der  Entwickelung  von  arctga;. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  66—68.) 
Die  Entwickelung  von  arctga:  nach  Potenzen  von  x  ist 
sicher  richtig,  so  lange  x  zwischen  —  1  und  +  1  liegt.  Es 
lässt  sich  aber  auch  beweisen,  dass  sie  noch  für  :r  =  =b  l  richtig 
bleibt.*)  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  findet  man  daraus  unmittel- 
bar den  Werth  von  j  ?  weil  tg  f  —  j  gleich  1  ist.  Denn  die 
Reihe  giebt  fiir  a:  =  1 

Diese  Beihe  heisst  die  „Reihe  von  Leibniz^. 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  weiter 

oder 


imd 

l  =  ^-(3-^)-(-7-    9)-(n-13)-'" 
oder 

♦)  Der  Beweis  kann  an  dieser  Stelle  übergangen  werden,  weil  die 
Tolgemngen  des  Satzes  hier  nur  geschichtliches  Interesse  haben.  In  den 
Beispielen  auf  S.  219  und  220  (§  47)  wird  der  Beweis  nachgeholt. 
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Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (2.)  die  ersten  n  Glieder 
und  ebenso  in  Gleichung  (3.),  so  findet  man  zwei  Zahlen,  zwischen 

denen  -     liegt.    Man  erkennt  aber  auch,   dass  die  Rechnung 

sehr  langwierig  werden  würde,   wenn  man  nach  einer   dieser 

Reihen  den  Werth  von  —  auch  nur  auf  6  DecimaJstellen  genau 

berechnen  wollte.  Man  kann  aber  aus  den  Gleichungen  (2.)  und 
(3.)  noch  andere  Reihen  ableiten,  die  zui'  Berechnung  von  rt 
geeigneter  sind.    Durch  Addition  der  Gleichungen 

(2..)  |=2(^a_+J-+-ij,^  +  ...) 

und 

(3a.)  £L  =  i_2('-L  +  J_ +  _!_  +  ..  A 

erhält  man  nämlich 

iL^i  +  al'J i   +^ L 

2  ^     Vi. 8       3.5^5.7       7.9 

+  -J -1-  +  -...), 

^9.11       11.13^  J 

also 

(4.)     J  =  l  +  2.4(-.--J-.  +  — l-^  +  ^-A_+---). 

oder 

^")  -2=^+i.3-2-H37577+7T9Tii+Tr:i3:i6+-r 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  findet  man 
in  ähnlicher  Weise 


'"^  =  ^  +  i-3+2-<T:V:5-dT7 


^5.7.9       7  .  9 . 11 ^ 


also 
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<«•)  -  =  2  +  i-3  +  ^-*-Ki:3k-7  +  5.-7-/97n  +  -)' 


oder 

2  2    4 


•^•^•Ksiö!:. 9  +  7.9-;  ir7r3  +  ---) 


In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren,   wobei  man  immer 
starker  convergirende  Reihen  erhält. 

Noch  schneller  fahren  die  folgenden  Methoden  zum  Ziele. 
Setzt  man 

( S.)  tgw  =  ^  ,      oder    u  =  arctg  (^  , 

(9.)  ^^^  =  3'         "      ^  =  arctg  (~), 

dann  wird 

*   /■      I     ^        tga  +  tgü  2^3  5       , 

^-2'3 
oder 

(^11.)  «  +  «?==  arctg  1  =  j- 

Dies  giebt 

(12.)  ~  =  arctg(i)  +  arctg(~) , 

oder 

oder 

'»•>T=(M)-Ki'+l)+Ki+5=)-^-- 

Diese  Reihe  heisst  die  „Reihe  vo7i  Eulei-^,  Sie  ist  zur  Be- 
rechnung von  n  schon  weit  geeigneter  als  die  Reihe  von  Leibniz. 

Machin  hat  eine  Reihe  zur  Berechnung  von  n  aufgestellt, 
welche  für  die  numerische  Berechnung  noch  zweckmässiger  ist. 
Er  setzte  zunächst 

Kiepert,  DUTerential-Rechnnng.  13 
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der  Zahl  j 

T. 

(15.) 

tgUz 

=  — '    also    u 
5 

=  arctg  1 

Hieraus  folgt 

2 

(16.) 

tg(2«) 

2tgtt 
1  — tg«M 

5" 

_  5 

-i 

"12 

(^i/.;  igt^w;       l  —  tg\2u)       ,_25        119 

144 
Es  ist  demnach 

7t 

ig  (4tt)  >  1,    also    4:11  >--' 

4 

Der  Unterschied  zwischen  4t»  und   -r-  ist  offenbar   sehr 

4 
klein;  bezeichnet  man  ihn  mit  v,  so  wird 

(18.)  4w  =  —  +  V,     oder     4w  —  c  =  — 

und 

(19.)  V  =  ^u —  • 

Deshalb  erhält  man 


tg «/  — 

"^           ^''       l  +  «(4»)^(f) 

oder 

120 

(20.) 

119                    1 
^                   120              239 
^"^119 

Dies  giebt 

(21.)  «'  =  «^^219)' 

und  mit  Eücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (15.) 
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(22.)         ^  =  4«  —  c  =  4arctg(i)— arctg(— ), 

oder 

(23)  £^=4^1 L_  +  _i__+...W  L 1_+_...V 

^^'^    4         V5       3.5»^5.5*       ^     J     V239     3.239«^         J 
Will  man  also  den  Werth  von  tt  bis  auf  8  Decimalstellen 
genan  berechnen,  so  findet  man 

1:5  =  0,200  000  000  0,  — 1  :  3  .  5»  =  —  0,002  666  666  7, 
1:5.5»  =  0,000  064  000  0,  — 1  :  7  .  5'  =  —  0,000  001  828  6, 
1:9.5»  =  0,000  000  056  9,  —1:11.  5"=  —  0,000  000  001  9, 
1  :  13  .  5"  =  0,000  000  000  1, 
also 

arctg(|-^  =  0,200  064  057  0  —  0,002  668  497  2 
=  0,197  395  559  8. 

Femer  ist 

1  :  239  =  +  0,004  184  100  4 

—  1:3.  239»  =  —  0,000  000  024  4, 
also 

arctg(-J-)  =  0,004  184  076  0. 
Daraas  folgt 

^  =  4arctg(i)-arctg(^) 

=  0,789  582  239  2  —  0,004  184  076  0, 


oder 


5  =  0,785  398  163  2, 


TT  =  3,141  592  652  8. 
Hierbei  sind  die  beiden  letzten  Decimalstellen  nicht  mehr 

sicher,  weil  schon  bei  Berechnung  von  arctgr—)  durch  Ver- 
nachlässigung der  folgenden  Decimalstellen  ein  kleiner  Fehler 
begangen  ist,  der  in  der  10^^  Decimalstelle  kleiner  als  2^  ist. 
Dieser  kleine  Fehler  wird  aber  bei  der  Bildung  von  n  mit  16 
multiplicirt,  weil 

13* 
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;r  =  16arctg(i)-4arctgQ-) 

ist.    Dazu  tritt  noch  ein  Fehler,  der  von  ^aiTctg(~-A  herrührt 

und  der  in  der   letzten  Decimalstelle  kleiner  ist  als  4.     Der 
Gesammtfehler  ist  also  kleiner  als 

44 

Durch  eine  Rechnung  auf  mehr,  z.  B.  auf  20  Decimalstellen 
findet  man  dies  bestätigt;  es  wird  dann  nämlich 
TT  =  3,141  592  653  589  793  238  46. 

Daraus  erhält  man  ohne  Weiteres  noch  die  folgenden  Zahlen , 
welche  in  der  Vermessungskunde  häufig  angewendet  werden: 

arc  P  =  -^-  =  0,017  453  292  519  943, 
loO 

180 
^«  =--=  57,295  779  513  1; 

TT 

arc  1'  =  t:7^^.^  =  0,000  290  888  208  666, 
loO  .bO 

q'  =  ■*—  '-^  =  3  437,746  770  784  9; 

TT 

^'' '"  =  i8o:w.-6ö  =  ^'«««  ««*  «*«  '^'  «^^' 

^  L80.60.ß0  ^  206  264,806  247  096  4. 

71 


§  44. 

Entwickelung  der  Function  arc  sin  o:^  nach  steigenden 
Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  69.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arcsinrr  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Setzt  man  hier 

(1.)   /(.r)  =  arcsina:  =  A  +  Jix  +  Aox^  H 1-  AnX'^  +  jB, 

so  wird  nach  dem  allgemeinen  binomischen  Lehrsatze 
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(2)     f'ix)  =  ~^\_^  =  (l-x^)-^ 

dR 
=  At+  2AiZ  +■••  +  nAnZ»-'  +  ^^ 

^  2^2.4      ^2.4.6      ^ 
Wenn  a^  kleiner  ist  als  1,  so  wird  ^-   beliebig  klein  für 

tinreichend  grosse  Werthe  von  n,  folglich  gilt  auch  dasselbe  für 
R,    Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  findet  man  daher 
A  =/(0)  =  aresin  0  =  0, 
Jt  =  l,     2^2  =  0,     3^8  =  1"»    4^4  =  0,     5^5  =  ^'---» 

folgüch  ist 

X       l  x^     -1.3  x^      \.S.b  x^  ^ 
(3.)     arcsm.  =  -p  +  ~-  +  ^--  +  2   --y+... 

für  —l<x<  +  1. 
Auch  diese  Reihe  kann  man  zur  Berechnung  von  n  benutzen. 
Es  ist  nämlich 


folglich  wird 

-  =  -  + 

6        2^2    3. 2^  '2. 4    5.2*   '2.4.6    7.2 


ft  «>     '      O  '  Q      03    '    9      J.  '   i;      -75  '•     Q      ±     ft  '  7      QT     •" 


V.  Abschnitt. 
Conyergenz  der  Reihen. 

§  45. 

Erklärungen  und  vorbereitende  Beispiele. 

Ist 

(1.)  t/«  =/(m) 

eine  gegebene  Function  der  positiven  ganzen  Zahl  m,  so  bilden 
die  einzelnen  Fnnctionswerthe 

/(O),    /(l),    /(2),.../(;»-l), 
oder 

Uq,       Ui,       «2,  .  .  .  W«— l, 

eine  endliche  Reihe ^  welche  aus  n  Gliedern  besteht,  und  deren 
Summe  mit  Sn  bezeichnet  werden  möge.    Es  sei  also 

(2.)  'S'n  =  «0  +  «1  +  W2  H h  «n-l. 

Wächst  die  positive  ganze  Zahl  n  in's  Unbegrenzte,  so 
wird  aus  der  endlichen  Reihe  eine  unendliche  Reihe.  Dabei  kann 
es  vorkommen,  dass  sich  Sn  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  einer 
bestimmten^  endlichen  Grenze  «S'  nähert,  dass  also 

(3.)  limSn^^ 

n=oo 

wird.  In  diesem  Falle  heisst  die  unendliche  Reihe  (oder  kürzer: 
die  Reihe)  „convergent" . 

Dies  giebt  die 

Erklärung.  Ei/ie  Reihe  heisst  j,converffent^^,  wenn  Snj  die 
Summe  der  n  ersten  Glieder^  sich  mit  unbegrenzt  wachsendem  n 
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einer  bestimmten^  endlichen  Grenze  S  nähert,  tcelche  die  ,, Summe 
der  Reihe^''  genannt  wird. 

Wird  Sn  mit  n  zugleich  unendlich  gross,  so  heisst  die  Reihe 
y^dicergent^\  wird  der  Werth  von  Sn  mit  wachsendem  n  un- 
bestimmt, so  sagt  man,  „die  Reihe  osdlUrt'^. 

Dabei  möge  zunächst  die  Voraussetzung  gemacht  werden, 
dass  die  Reihenfolge  der  Glieder  in  keiner  Weise  geändert 
werden  soll. 

Zahlreiche  Beispiele  für  solche  unendliche  Reilien  liefert  der 
vorhergehende  Abschnitt,  in  welchem  die  Taylor'sche  Reihe  be- 
handelt worden  ist.  Dort  wurde  die  Convergenz  der  gebildeten 
Reihen  dadurch  geprüft,  dass  man  untersuchte,  ob  der  Rest  R  für 
him-eichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird.  Ist  dies  der 
Fall,  so  ist  die  Reihe  in  der  That  concergenf,  denn  der  Unter- 
schied zwischen  der  Function  f{x  +  h)  und  Sn  wird  beUebig 
klein,  d.  h.  *S'„  nähert  sich  der  bestimmten,  endlichen  Grenze 
f{x  +  h)  beliebig. 

Ein  anderes  Beispiel  liefern  die  geometrischen  Progressionen 

(4.)    Sn  =  A  +  Ap  +  Ap^  +  '"  +  Ap^-'  =  ^^\ziP^  , 

wenn  p  ein  ächter  Bruch  ist,  denn  dann  wird  sich  nach  Formel 
Kr.  IIa  der  Tabelle  S^,  der  Grenze 

(5.)  5=-^- 

1  P 

nähern,  wenn  n  unbegrenzt  wächst. 
Auch  hier  wird  die  Differenz 

1—p 
beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Soll  sich  Sn  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen 
Grenze  S  nähern,  so  müssen  die  Grössen 

S —  Snj     S —  Sn+i     und  deshalb  auch     *S„+i  —  *S'„  =  w» 
für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  werden; 
4.  h.  die    Glieder  einer    concergenten  Reihe    müssen    von    einer 
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bestimmten  Stelle  ab  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich 
klein  tcerden.  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  «n+i  stets  kleiner 
als  «n  sein  muss:  es  ist  vielmehr  sehr  wohl  denkbar,  dass  ab 
und  zu  auch  grössere  Glieder  auf  kleinere  folgen;  wenn  aber 
n  in's  Unbegrenzte  wächst,  so  muss  «,♦  verschwindend  klein 
werden,  es  muss  also 
(6.)  limwn  =  0 

Yl=00 

sein. 

Diese  Bedingung  ist  eine  nothwendige^  aber  durchaus  noch 
keine  hinreichende^  wie  das  folgende  Beispiel  zeigen  soll. 

In  der  sogenannten  „harmonischen^  Reihe 

werden  die  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich 
klein;  trotzdem  kann  man  zeigen,  dass  Sn  beliebig  gross  ^vi^d, 
wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  macht,  dass  also  die  Reihe 
divergent  ist. 

Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

w  =  2  +  2  +  4  +  8H h  2»^»  =  2«, 

dann  wird 

-"  =  '  +  l  +  ö  +  i)  +  (F  +  f+^r)  +  - 


oder 


also 

Da  man  jetzt  m  beliebig  gross  machen  kann,  so  wird  auch 
Sn  beliebig  gross,  d.  h.  die  Reihe 
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1  ^2  ^3  ^4  ^5  ^ 
ist  divergent 

In  der  Eeihe 

a  —  a+  a  —  a  -] • 

Viiri  Sn  zwar  nicht  unendlich  gross,  aber  S^  nähert  sich  mit 
wachsendem  n  keiner  bestimmten  Grenze,  denn  für  gerade  Werthe 
von  n  wird  *S»  gleich  Null  und  für  ungerade  Werthe  von  n 
wird  Sn  gleich  a.    Deshalb  oscillirt  diese  Reihe. 

Die  Eeihe 

(7.)  iS=l+-  +  —  +  ---  +  —  +••• 

'   -  ^  8  ^  9  ^  27  ^  81  ^ 

ist  eine  geometrische  Progression  und  couvergirt,  weil  in  diesem 
FaUe 

(8.)  ;>  =  Ki 

ist.    Ihre  Summe  ist  daher  nach  Gleichung  (5.) 

Indem  man  zu  den  einzelnen  Gliedern  dieser  Reihe  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  osciUirenden  Reihe 

1  — 1  +  1  —  1  +  1 h  ••• 

addul,  erhält  man  eine  dritte  Reihe 

2  _2       10_26       82_ 
1        3  "^  9        27  "•"  81       "^  '  " 
und  erkennt,    dass   die  Summe  Sn  der  ersten  n  Glieder  dieser 
Reihe  für  gerade  Werthe  von  n  sich  wieder  dem  Grenzwerthe 
|,  für  ungerade  Werthe  von  n  aber  dem  Grenzwerthe  \  beliebig 
nähert,  wenn  n  hinreichend  gross  wird. 

Deshalb  oscillirt  auch  diese  Reihe,  d.  h.  Sn  schwankt  zwi- 
.^chen  den  Grenzwerthen  \  und  ^  hin  und  her. 

Ein  solches  Schwanken  oder  „Oscilliren^  kann  nur  eintreten, 
wenn  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder  enthält.  Um  diesen 
Fall  auszuschliessen,  sollen  zunächst  nur  Reihen  mit  lauter 
positiven  Gliedeni  betrachtet  werden. 
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§  46. 

Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  70  und  71.) 
Satz  1.  Sind  die  Glieder  einer  Reihe  sämmtlich  positiv^  so 
kann  die  Reihe  niemals  oscilliren ;  sie  mtiss  entweder  convergiren 
oder  diverffiren%-  d.  h.  entweder  nähert  sich  Sn  mit  wachsendem 
n  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze,  oder  Sn  wird  mit  n  zu- 
gleich unendlich  gross. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  nähert  sich  Sn  keiner  be- 
stimmten, endlichen  Grenze,  wie  gross  auch  die  Zahl  n  sein 
mag,  d.  h.  es  giebt  immer  noch  eine  grössere  Zahl  wi,  für  welche 
Sn  und  Sn^  um  eine  endliche  Grösse  öi  von  einander  verschieden 
sind;  es  ist  also 

(1.)  Sn,  —  Sn  =  öl. 

Ebenso  kann  man  jetzt  eine  Zahl  wj,  w^elche  grösser  als  ui 
ist,  so  bestnnmen,  dass 
(2.)  Sn,—  Sn,  =  a2 

eine  endliche  Grösse  ist.  In  derselben  Weise  kann  man  fort- 
fahren und  die  Zahlen  «3,  «4, . . .  ^q  so  bestimmen,  dass 

(3.)       *S„, Sn^  =  azj     Sn^ Ä'h,  =  Ö4,   ...  Sn^ ^^q-\  =  ^« 

endliche  Grössen  sind,  welche  sämmtlich  grösser  als  eine  nicht 
beliebig  kleine  Grösse  a  sind.  Indem  man  die  Gleichungen  (1.), 
(2.)  und  (3.)  addirt,  erhält  man  daher 

(4.)  Ä'n^  —  Ä;  =  öl  +  «2  H h  öj  ^  y .  ö, 

oder 

(4a.)  Sn^'^Sn  +  q.  a. 

Da  man  nun  q  so  gross  machen  kann,  wie  man  will,  so  wii-d 
auch  Sn^  beliebig  gi'oss  und  wächst  mit  q  zugleich  in's  Unendliche. 

Dem  eben  bewiesenen  Satze  kann  man  daher  auch  die 
folgende  Fassung  geben: 

Satz  la.  Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  con- 
vergent,  wenn  Sn  kleiner  bleibt  als  eine  endliche  Grösse  G,  tcie 
gross  auch  n  sei??-  mag. 

Daraus  ergeben  sich  dann  die  folgenden  Sätze: 

Satz  2.    Ist 

<^0  +   ^"1  +  Ü2  +   •  •  • 
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ei/ie  concergente  Reihe  mit  lauter  positiven,  Gliedern^  und  ist  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

90  ist  auch  die  Reihe 

Wo  +  Wl  +  «2  H 

{die  lauter  positive  Glieder  enthalten  möge)  convergent. 
Beweis.    Setzt  man 

^n  =  Uo  +  Ut  -\ h  W«_i ,        Fn  =  «0  +  «1  H h  ^ft-l, 

jfO  wird 

üm^r  —  C^«  =  W.»  +  «m+1  H h  W«^_r_l, 

Vm+r—  ^m=  ©«  +  l?m+l  H h  t?«+r-l  • 

Nach  Voraussetzung  wird 

Un  ^  Vn    für     n^m; 
es  ist  also 

«^  ^  fm  ,      «m+l  ^  «m+l ,     •  •  •  «^m+r-l  ^  «''m+r— 1  j 

folglich  wird 
oder 

Dabei  sind 

R»  =  Wo  +  wi  -1 +  ««-l 

und  F'«-!^  endliche  Grössen,  wie  gross  auch  r  sein  mag,  folglich 
idt  nach  Satz  la  die  Reihe 

Wo  +  «1  +  «2  H 

convergent. 

Satz  3.    Ist 

«?0  +  »1  +  ^2  H 

eine  divergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern^  und  ist  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

Un^Vn, 

60  ist  auch  die  Reihe 

Uq  +  Ui  +  U2+  "  - 

dicergenU 

Beweis.    Wäre  die  Reihe  wo  +  wi  +  W2  H convergent, 

s<>  mnsste  nach  dem  zweiten  Satze  auch  ro  +  üi  +  t?2  +  *-*  con- 
vergent sein,  und  das  widerstreitet  der  Voraussetzung. 
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Satz  4.     (Kriterium  von  Cauchy.)     Eine  Reüie 

«ü  +  «1  +  «2  +  •  •  • 

mit    lauter  positiven   Gliedern   concergirt  Jedenfalls^    tcenn  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

(5.)  "^^^kKl 

ist,  wobei  k  eine  von  n  unabhängige  Constante  ist. 

Beweis.    Nach  Voraussetzimg  wird  fiir  him-eichend  grosse 
Weiche  von  w;  z.  B.  für  »  ^  w 

*^«+i  IS  ^nk\ 
also 


«m  =  ««, 


(6.) 


d.  h.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  dei'  be- 
trachteten Keihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Reihe 

Wm  +  ttiM^-  +  ujc^  +  ujc^  H ; 

diese  Reihe  ist  aber  convergent,  denn  sie  ist  eine  geometrisclie 
Progi'ession,  bei  welcher  der  Quotient  k  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 

Um 
l—k 

wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  2  auch  die  Reihe 

Wo  +  «1  +  wj  H 

convergent.    Gleichzeitig  erkennt  man  aus  dem  Beweise,  dass 

der  Fehler  kleiner  als  j^j,  wird,  wenn  man  die  Reihe  hinter 

dem  Gliede  w»,-i  abbricht. 

Beispiele. 

1)  'S»  =  l+:^+5+---+, 


1!  ^2!  ^  '  {n  —  iy. 
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Hier  ist 

Wn  =  — r  >  Wn+I  = 


n\  "^'       (n+lj!       «!(/*  +  !) 

also  wird 

tt„      »  +  1  — 

wenn  man  /»  +  1  grösser  als  x  wählt,  folglich  ist  die  Beihe 

X       x^        x^ 

'  +  v.  +  2i  +  Tl  +  - 
fiir  alle  endlichen  Werthe  von  x  convergent. 

•>^    S   —  £-l1--l^-^-4.        ,1-3. ..(2/^—3)  x^"^' 

Setzt  man  in  dieser  Reihe  th  =  0,  so  ist 

1.3...(2«— 5)(2w  — 3)  a;2"-» 


Un       = 


««+1  = 


2  .  4  . . .  (2/j  —  4)  (2/*  —  2)  2n  —  1 
1.3...(2;i  — 3)(2«— 1)  a:2n-fi 


2  .  4  ...  (2»  —  2)  (2»)      2n  +  1 
folglich  wird 

un+,  ^  (2;^  —  l)«a;^  ^V  ~n  "^  nV"^' 

Wn     ""271(2^*+  1)'^  ^2 

n 

Ist  X  gleich  1,  so  nähert  sich  dieser  Ausdruck  mit  wachsen- 
dem n  dem  Werthe  1  beliebig,  dann  ist  also  die  Bedingung 

nicht  erfüllt,  denn  k  muss  um  eine  endliche  Grösse  von  1  ver- 
schieden sein.    Damit  ist  noch  nicht  gesagt,  dass  in  diesem  Falle 
die  Reihe  divergent  ist;  es  lässt  sich  vielmehr  ihre  Convergenz 
auf  einem  anderen  Wege  (vergl.  S.  214)  sehr  wohl  beweisen. 
Ist  dagegen 

^  ^ird  auch 

Un     — 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Reihe 
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g        1  a:»       1  .  3  ar»       1  .  3  .  5  y^ 
l"^2  3"^2.45"^2,4.6  7"^'" 

sicher  convergent. 

3)5.  =  !+-  +  -,  +  -  +  ..      ■ 


wobei  p>0  sein  möge. 
Hier  ist 


folglich  wird 


^^-^^     «-+'  =  -(;rTi?' 


=c-:-iJ-= 


o+^j 


gleich  odör  kleiner  als  ein  ächter  Bruch  i,  wenn  a:  gleich  k  ist. 

Die  Reihe 

X       a^       ^    \ 
1  +  p  +  '2P  +  gp  '*"  •  " 

ist  also  convergent^  wenn  a;  kleiner  als  1  ist. 

Satz  5.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
gent^ wenn  von  einer  bestimmtefi  Stelle  ab 


(7.) 
ist. 

Beweis. 

Nach  Voraussetzung  wird 

Un,  =  w«, 

U^^X  ^  Ufn  , 

(8.) 

Da  nun  die  Reihe 
divergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

Wo  +  Wl  +  t/2  +  • 

nach  Satz  3  erst  recht  divergent. 
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Die  Keihen 


und 


1^23  ^2.45  ^ 


X        3^        a^ 

1  +  p  +  ^- +  3;,  +  •  • - 

welche   vorhin   in  den  Beispielen  2  und  3  untersucht  wurden, 
sind  daher  divergejä^  wenn  x>l  ist;  denn  man  kann  dann  71 

so  gross  wählen,  dass  auch  die  Grössen  -^* »  nämlich 


(f-W;,y 


gleich  oder  grösser  als  1  werden. 

Satz  6.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  con 
terffenty  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

(9.)                                        Y^^kKl 
ist. 

Beweis.    Nach  Vo 

(10.) 
folglich  wird 

raussetzung  ist  für  »  ^  w 
««SA", 

(11.) 

d.  h.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  der  be- 
trachteten ßeihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Keihe 

1  +  *  +  A^  +  A^  +  •  •  • . 
Diese  Reihe  ist  aber  concergent,  denn  sie  ist  eine  geometrische 
Progression,  bei  welcher  der  Quotient  k  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 

1 
l  —  /c 
wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  2  auch  die  Reihe 
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Uo  +  Ut  +  Ui-i 

convergent. 

Dass    indessen   die  bisher   aufgestellten  Sätze   noch    nicht 
immer  unmittelbar  ausreichen,  zeigt  das  folgende  Beispiel. 
Soll  man  die  Reihe 

li  ^  2*  ^  3^  ^  4^ 
untersuchen,  so  setze  man  wo  =  0,  so  dass 


12  ^  2^  ^  3'2  ^  ^  («  —  1)2 

wh'd;  dann  ist 

1  1 

mid 


Dieser  Ausdruck  nähert  sich  dem  Werthe  1  beliebig  mit 
wachsendem  w,  wird  also  grösser  als  jeder  beliebige  ächte  Bruch 
A.  Satz  4  reicht  hier  deshalb  zum  Beweise  der  Convergenz 
nicht  aus. 

Ebenso  nähert  sich 

dem  Werthe  1  beliebig,  denn  es  ist 

^ogiV^n)  =  logCr")=  -  Jlogn. 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  mit  wachsendem  n  beliebig  klein. 
Nimmt  man  z.  B.  die  Zahl  10  als  Basis  des  Logarithmensystems 
und  setzt 

n  =  10»», 
so  wird 

logfü;  =  -|^, 
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folglich  nähert  sich  log-J^  mit  wachsendem  m  dem  Werthe  0 
und  deshalb  Yün  dem  Werthe  1   beliebig.*)     Daher  ist   auch 
Satz  6  nicht  unmittelbar  verwendbar. 
Setzt  mau  aber 
1 

tlo  =  yj  > 

«1  =  7.9  + 


22"^  3^' 

i +1+1+1 
4«  ^  5«  ^  6*      V 


"»  =  12+  si  +  ««  +  7i ' 


**"  ~  CQ■^»  +/■«>«  j.  1^»  +        t"  i 


(2-)»"  "^  (2-  + 1)*  (2"'  +  2-  —  1)« ' 


so  wird 


«0=  1, 

««<  2i+2*""2' 

11_1J._1_ 
**»  '*~^  42  "T"  4»   '    4«  "r  4*       4  ' 


"*  "^  (2")»  "'' 

1     + 

1 
(2»)« 

1 

2« 

Es  ist  also 

«•<!'  v^<| 

.     -^«a 

<i- 

••■y^Wm 

<!■ 

und  deshalb  die  Reihe 

1+1+1+1+1+ 

^2  ^  2"^      32  ^  42  ^  52  ^ 


(oncergenL 


Satz  7.     £t«ö  Ä^tÄc  m«^  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
gente icenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

*7T 

*)  Ein  vollständig  strenger  Nachweis  dafür,  dass  limV  -7  —  1   ^^j 

n=oof   ^ 

wird  an  einer  späteren  Stelle  (Seite  311)  gegeben  werden. 
Kiepert,  Differential-Rechnung.  14 
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(12.) 
ist. 

Beweis.    Für    hinreichend  grosse  Werthe  von   tn   ist    in 
diesem  Falle 

tt.,^1,    w«+t^l,    «„+5^1,...; 
da  nun  die  Beihe 

1  +  1  +  1  +  .. . 
divergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

«0  +  «i  +  «^  H 

nach  Satz  3  erst  recht  divergent. 

Das  zu  Satz  6  gegebene  Beispiel  kann  man  sogleich  ver- 
allgemeinem und  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Satz  8.     Die  Reihe 

1+1  +  1  +  1  +  .. . 

ist  convergent  für  />>  1. 
Beweis.    Setzt  man 


(13.) 


«0  = 

1^ 

> 

Ml  = 

1 

2P 

+ 

1 

8» 

-  1. -1.  Jl  U.  1.  J.  1- 


««  = 


dann  wird 


(14.) 


folglich  ist 


1 


(2")'^(2»+l)' 


•  + 


(2"+«  —  ly 


^1.1,1^1       /IV 


l\v-i 


^<^.+  ' 


■(2")'^(2'")«' 


+ 


1V-« 


(2")' 
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(15.)   «1  <(2)      '     >^ <(2)      '  •  • '  >^ ^(2)      ' 
und  da  nach  Voraassetzung  p  —  1  positiv  sein  soll, 

Deshalb  ist  die  Reihe 

J.+1.+J.+1  +  ... 

IJ»  ^  2^»       3'      4^ 
concergenty  wenn  />  >  1  ist. 
Saiz  9.     Die  Reihe 

±+±+1+1  +  .. . 

1»  ~  2'      3'       4*" 
ift  divergent  für  />  ^  1. 

Beweis.    Setzt  man  in  diesem  Falle 

1 

«0  =  ^=1, 
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(16.) 


dann  wird 


(17.) 


«1=2^' 

1^  ,  _1.  .  1   .  1 
"'       5*       6*       7'      8* 


""      (2»-»  +  l)'  "•"  (2—'  +  2y ' 


(2-)' 


also 


««> 


(2'")i>  ^  (2")' 


+ 


2—» 


•  •  •  +  (2'»)i'      (2")*  ' 

oder    2«„>^-^  =  (2-)'-», 


M* 
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(18.)  >/2^2  >  2*-*,      -^2Ji;  >  2*-', . .  .y^  >  2*-^ 

Dies  giebt,  da  /?  ^  1  und  deshalb  1  — p'^0  ist, 

folglich  ist  nach  Satz  7  die  Reihe 

2tto  +  2ui  +  2m2  H 

und  deshalb  auch  die  Reihe 

dicergent, 

Satz  10.    Ist 

Vo+  Vi   +  V2  +  Vs  +  "• 

eine  convergente  Reihe  mit  lauter  positicen  Gliedern^  und  ist  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

(19.)  !^g?!!±i, 

SO  ist  auch  die  Reihe 

Wo  +  «^1  +  «^2  +  Wa  . . .  , 
welche  gleichfalls  lauter  positive  Glieder  enthalten  möge),    cofi- 
vergent. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist  für  n  ^  w 

(19a.)  tt»+i  S  ~  •  »n+i , 

Vn 

also  für  w  =  w 

u,^ 

Utn+l  ^  —  •  t^m+1 , 
Vm 
U 

oder,  wenn  man  —  mit  A  bezeichnet, 

Vm 
(20.)  U„+i^.A.V,n^i. 

Femer  wird  für  n  =  m  +  1,  w  +  2, . . . 


(21.) 


Wm-f  2  ^ •   Vm-\.2  z^  ^  •  t'm+2 , 

üm+2 


Daraus  folgt,   dass  von  einer  bestimmten  Stelle   ab   die 
Glieder  der  Reihe  wo  +  «i  +  «^2  +  •  •  •  kleiner  sind  als  die  ent- 
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sj[»rechendeii  Glieder  der  Reihe  Av^  +  Aci  +  Av%  +  •  •  • ;  da  ab^ 

f.  +  «?i  +  «2  +  •  •  •  nach  Voraussetzung  eine  convergente  Reihe 

ist.  so  gilt  dasselbe  von 

,22.)  ^oo  +  Av,  +  Ac^  +  . . .  ; 

deshalb  ist  auch  nach  Satz  2  die  Reihe 

Wo  +  «1  +  wj  H 

convei^ent. 

Satz  11.     (Kriterium  von  Raahe.)     Eine  Reihe  mit   lauter 
posiiicen  Gliedern 

Wo  +  «1  +  «2  +  «3  H 

ist  convergent^  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

m  ■■.(.-";«)a,>-i 

ist. 

Beweis.    Aus  der  Voraussetzung  folgt 


oder 
(24.) 


n-p^n"^^, 


Un-^x^n  —  p 


Un    "~       n 

Setzt  man  jetzt  f?o  ==  0  und  fär  w  >  o 

sc»  ist  die  Reihe  ~ 

t?o  +  i?i  + 1?2  +  •  •  •  =  0  +  ip  +  A  +  .  .  . 

nach  Satz  8  convergent,  weil  p>l  ist.    Dabei  wird 

r26.)  ?ü±l=(^_^Y- 

Vn        \n  -t-  1/ 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  51a  der  Tabelle 

fix)  =  (1  +  x)P+^,    f\x)  =  (;,  +  1)  (1  +  ^y 
erhält  man  daher 
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(1  +  zy^^  =  1  +  (/>  +  1)  (1  +  Bxy .  tr. 
Da  0  ^  0  S  +  1  ist,  SO  ist  für  positive  Wertlie  von  x 
1  +  ®a:  ^  1+  a:, 

also 

{1  +  xy^^^i  +  {p  +  \){i  +  xy  .x  =  i  +  {pz  +  x)(\  +  xf, 

oder 

{l  +  x)P{l-px)^\, 

(270  '-p-^iiiij^ 

Setzt  man  in  dieser  Ungleichung  o;  =  - 1  so  erhält  man 

(28.)  1  _£  =  ^^  ^(-4tT=  -- ' 

oder  mit  Bücksicht  auf  Ungleichung  (24.) 
(29.)  !f!Lti<?-±^. 

Es  gilt  deshalb  in  diesem  Falle  Satz  10,  d.  h.  die  Reihe 

«0  +  Wl  +  «2  +  «8  +  •  •  • 

ist  convergent. 

Beispiel. 

Es  sei 

^.,,11,1.3    1,         ,  1.3. ..(2«  — 3)        1  ' 

^-+^=®+^+2'3+2T4-5  +  -  +  2.4...(2«-2)'2^^::i' 
dann  wird  für  »^2 

_  1.3...(2w  — 5)(2;»  — 3)         1 
^^^  ■"  2  .  4  . . .  (2w  —  4)  (2«  —  2)    2n  —  1 '  i 

1 .  3  ...  (2«  —  3)  (2«  —  1)         1  j 


2  .  4  . . .  (2n  —  2)  (2«)        2«  +  1 

4-i  +  i- 

Un    "~  2w(2»  +  1)  "■      4«2  +  2»      ""       ,   .  2 
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Dieser  Ansdrack  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  Grenze  1 
bdiebig;  deshalb  ist  Satz  4  nicht  anwendbar.    Dagegen  wird 


""■^4n+2""l0'*"  5(2/»  +  1) 


Es  ist  also 


"('-'v')*-!^'   *   -S^' 


und 

1 


folglich  ist  die  Reihe 


,    ,   1    1   ,  1.3    1   ,  1.8.5    1   , 
^2    3  ^2.4    5  ^  2.4.6    7  ^ 
convergeni. 

Satz  12,     £mtf  iJ«iÄ«  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
gentj  icenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

(30.)  »O-^^O^' 

ist 

Beweis.    Aus  der  Voraussetzung  folgt 
{31.)  „-i<„!^^-i,    oder    !^-y^^iZli. 

Un  Un    —       n 

Setzt  man  also 
(32.)  {m—l)um  =  A, 

so  ist  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m 

A 

m — 1 

mm 
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Ww+2  ^ ;---  ^ TT  ' 

^  —  m  -\- 1  —  m  +1 

Da  nun  die  Reihe 

1  ^2  ^3  ^4  ^ 

divergent  ist,  so  ist  auch  die  Reihe 

^(l  +  2+-8+4  +  --V=   1+-2+-3  +  4  +  - 
divergent,  folglich  ist  nach  Satz  3 

«^0  +  «'i  +  «^  +  '*8  H 

erst  recht  divergent. 


§  47. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  72  und  73.) 

Die  Bedingungen,  welche  in  dem  vorhergehenden  Para- 
giaphen  für  die  Convergenz  einer  Reihe  aufgestellt  wurden, 
bezogen  sich  immer  nur  auf  ihre  Glieder  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab.  Die  ersten  Glieder  der  Reihe,  d.h.  die  Glieder  bü 
zu  einer  bestimmten  Stelle,  die  noch  im  Endlichen  liegt,  sind 
nur  der  einen  Bedingung  unterworfen,  dass  keines  von  ihnen 
miendlich  gi'oss  wird. 

Für  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  gilt  zu- 
nächst der  folgende  Satz: 

Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  convergirtj 
wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

Beweis.    Es  sei 

(1.)  Sn  =  Uo+  Ui  i-U2-\ h  Mh-1  ; 

hierbei  seien  die  Glieder 
alle  positiv,  und  die  Glieder 
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alle  negativ.    Setzt  man  also 
so  wird 

Aus  der  gegebenen  Reibe  kann  man  aber  eine  andere  bilden, 
iudem  man  sämmtliche  Glieder  mit  dem  positiven  Vorzeichen 
nimmt.  Diese  Reihe  ist  nach  Voraussetzung  convergent,  d.  h. 
die  Summe  Sn  +  S^**  nähert  sich  mit  wachsendem  n  einer  be- 
stimmten, endlichen  Grenze.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
weder  Sn  noch  Sn*  mit  n  zugleich  unendlich  gross  ^\ird. 
Deshalb  nähern  sich  nach  Satz  1  a  des  vorhergehenden  Para- 
graphen Sn  und  Sn*  einzeln  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze, 
folglich  gilt  dasselbe  auch  flir 

Sn  =  Sn   —     Sn*» 

Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  kann  aber 
auch  dann  noch  convergiren^  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  dicergirt 

Versteht  man  unter  einer  altemirenden  Reihe  eine  Reihe, 
deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  gilt  z.  B. 
der  Satz: 

(Kriterium  von  Leibniz.)  Eine  alternirende  Reihe  convergirt, 
xcenn  der  absolute  Betrag  der  Glieder  immer  kleiner  und  schliess- 
lich unendlich  klein  wird. 

Im  Gegensatz  zu  der  Bemerkung  auf  Seite  200  möge  be- 
sonders hervorgehoben  werden,  dass  hier  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab  Wn-j-i  stets  kleiner  als  Un  sein  muss,  Ist  diese  Be- 
dingung nicht  erfüllt,  so  kann  die  Reihe  auch  divergiren. 

Beweis.    Es  sei 

<4.)       Stm  =  Uo  —  Ui+U2—Uz-{ +  U2m-2 «Sm-l, 

Ql  =  «2«, 

Qz  =  «'2m («2m-ft «2»j-h2)  , 

^^•)        {  Qi=tHm  —  («2m+l  —  W2m4-2)    *  "  (W2m+3 ^2111+4), 

.  Qir-  1  =  «2« {UlM-i-l ^«<2m+2) (M2m+2r-3 — U^m+'lr-o)] 
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Ö2  =  (U2m  —  «^m+l), 


(6.) 


Qa  =  (}Hm W2m4-l)  +  (W2m4-2 U2m-\-d)j 


,^.  i     t^m=Ql>Q8>Q5>--->< 

^'^  \        0<Q2<QA<Qe<'-  < 


Qir  =  (Wjm  --  «2m+l)  +  («^111+2  —  «Sm+s)  H 

+  (««■•+2r-J  tt2«+2r-l). 

Da  nach  Voraussetzung  die  Glieder  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  immer  kleiner  werden,  da  also  fui*  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m 

thm  >  «««+1  >^m-\-i  >  •  •  •  >  W2«+2r-t  >  0, 

SO  sind  in  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  die  Klammergrössen 
sämmtlich  positiv,  so  dass  man  erhält 

Qsr-l, 

Ausserdem  ist 

Qir  =  Q2r-1 W2m+2r-l  <  Q^r-lj 

folglich  wird 

(8.)  0<Q2r<Q2r-l<«2«, 

wie  gross  auch  r  sein  mag.    Nach  Voraussetzung  ist 

lim  (Q2r-1  —  Qir)  =  limtt2,„+2r-l  =  0, 
täoo  rsoo 

deshalb  wird,  welchen  Werth  m  auch  haben  mag, 
(9.)  lim  Qir-i  =  lim  Qir , 

rssoo  ras=oo 

und  zwar  liegt  die  gemeinsame  Grenze  dieser  beiden  Grössen 
nach  den  Ungleichungen  (8.)  zwischen  0  und  «2«.  Da  aber  tu„ 
mit  wachsendem  m  beliebig  klein  wird,  so  ist  damit  bewiesen, 
dass  der  Untei-schied  zwischen 

S2m      und      Ä2m+2r-l  ==  ^im  +  Qir-i 

und  ebenso  zwischen 

Sim      und       5'2mH-2r  =  Äjjm  +   Q^r 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  welchen  Werth  r  auch 
haben  mag,  wenn  man  nur  m  hinreichend  gross  macht  Sn 
nähert  sich  daher  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen 
Grenze  S,  gleichviel  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  d.  h.  die 
Reihe 
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«0  —  t^i  +  «s  —  «8  H 

ist  convergent. 

Für  jeden  beliebigen  Werth  von  n  ist  dabei 
(10.)  Ä=Ä'2^  +  limQ,r, 


folglich  wird,  da  Q^r  eine  Summe  von  lauter  positiven  Grössen  ist, 
(11.)  Ä2«  <  S. 

Die  Gleichung  (10.)  kann  auch  auf  die  Form 
( lOa.)  S  =  Äim+i  —  (tHm  —  lim  Qjr) 

r—oo 

gebracht  werden,  wobei  nach  Ungleichung  (7.) 

lim  Q2r  <  «,« ,    oder    u^m  —  lim  Q%r  >  0 

rsoo  rasoo 

ist,  folglich  wird 

(12.)  Ä<Ä,«+,, 

•xler,  wenn  man  die  Ungleichungen  (11.)  und  (12.)  zusammenfasst, 
(13.)         &m  <  5'  <  Sin^^i    und  ebenso     Äi«  <  *S  <  Sim^i . 
Da  nun 

(14.)  Si^t  —  Ä2«  =  tHmr-l       und      5'2«+l  —  Sin,  <  «2» 

ist,  so  ei^ebt  sich  aus  den  Ungleichungen  (13.),  dass  der  Unter- 
schied ztcischen  S  und  S^  Heiner  als  Un  totrd,  gleichviel  ob  n 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Beispiele. 

1)  Die  Reihe 

1       2^3       4  ^ 
ist  convergentj  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  60  der  Tabelle 
ihre  Summe  gleich  12,  obwohl  die  Reihe 

divergent  ist,  wie  schon  in  §  45  gezeigt  wurde. 

2)  Die  Beihe 

3^5        7  ^ 
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ist  concerffent,  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  66  der  Tabelle 

ihre  Sunune  gleich  -   •  Hierdurch  ist  auch  der  Nachweis  geführt, 

dass   die  Formel  Nr.  65   der  Tabelle  noch  richtig  bleibt    foi- 
a-  =  +  1.    Die  Reihe 

ist  dagegen  divergent    Dies  folgt  schon  daraus,  dass 

oder 

ist. 

Bei  altemirenden  Reihen  kann  ein  eigenthümlicher  Umstand 
eintreten.  Werden  nämlich  die  absoluten  Beträge  der  Glieder 
schliesslich  nicht  beliebig  klein,  sondern  nähern  sie  sich  einer 
bestimmten,  endlichen  Grenze  ^,  so  werden  sich  die  Differenzen 

der  Grenze  Null  nähern.     Es   kann  also  sehr  wohl  eintreten, 
dass  sich  mit  wachsendem  n 

Sin,  =  («0  —  Wi)  +  («2  —  «s)  + h  (t'an-a  —  W2n-l) 

einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  näheii.    Dasselbe  ist  dann 
bei 

'SWl  =  («0— Wi)  +  (W2— «3)H h(«2i»-2— W2»-l)  +  «^n  =  Ä2n+"2«» 

der  Fall;  trotzdem  ist  die  Reihe  nicht  convergent^  denn  es  ist 
nach  Voraussetzung 

lim(Ä2«4-i  —  Sin)  =  limwän  =  e? 

«=oo  n—oo 

d.  h.  die  Summe  der  Reihe 

Wo Wi  +  ^2 W3  H •  •  • 

näheit   sich  zwei  endlichen,    um  q  von  einander  verschiedefw* 
Grenzen,  jenachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzali/ 
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Ton  Gliedern  addirt.    Eine   solche  Reihe  wird,   wie  schon  in 
S  45  hervorgehoben  wurde,  „eine  osciUirende  Eeihe"  genannt. 


Beispiele. 

1) 

Bei  der  Reihe 

• 

ict 

a  —  a 

+  a  —  a  + 

.^»  •  .  • 

IM 

S,n 

=  0,    52n+l  = 

=  a. 

2) 

Bei  der  Reihe 

2       3       4 

1       2  "^  3 

4^5 

■1+- 

''-•■=G-j)+a-j)+a-ö|-+(i;ib-i> 

&«+.  =  ([- |^)+(|-^)+ •••+(2^1 -2^)+ gjf' 

also 

lim  Sin  =  12,    liniASin+i  =  1+12. 

3)  Addirt  man  zu  den  Gliedern  der  convergenten  Reihe 

die  entsprechenden  Glieder  der  Reihe 

^~2-2+^-2-2  + ' 

SO  erhält  man  die  Reihe 

2  1       9_^_15       65_63_127 

1"^  4  "''s       16       32  "^64       12'8      256"*" 

Bei  dieser  Reihe  ist 

lim  Äi«  =  2,    lim  /San^-i  =  3,    lim  Ä3„+2  =  2^ ; 

N=:oo  n=soo  n=oo 

diese  Reihe  oscillirt  also  zwischen  drei  verschiedenen  Werthen. 
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Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  74.) 

Bisher  ^iirde  die  Annahme  gemacht,  dass  bei  den  Gliedern 
einer  Reihe  eine  bestimmte  Ordnung  festgehalten  werde. 

Bei  einer  Summe  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
ändert  sich  der  Werth  der  Summe  gar  nicht,  wenn  man  die 
Aufeinanderfolge  der  Glieder  ändert;  bei  Summen  mit  unendlich 
vielen  Gliedern  aber,  d.  h.  also  bei  unendlichen  Reihen  kann 
sich  möglicher  Weise  der  Werth  der  Sunune  mit  der  Reihen- 
folge der  Glieder  ändern.    Ist  z.  B. 

^\4»  — 3      4»  — 2^4n  — 1       4»/ 
und 

so  wird 

^\4«  — 2^4»       2n) 

=a-D+(i-o+-+(sr^-i^)- 

oder 

-•-^  =  K(r-IK4)— +(i;r^-|;)]- 

Nun  wird  aber 


folglich  ist 


liraÄ„  =  l2,    limC«;'  — Än)  =  h2, 


Um5„'  =  |l2=|liin5;, 
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Die  Reihen 

1        2^3       4^5       6^ 


und 


1^3       2  ^5^7       4^^ 


smd  also  beide  convergent  und  jede  von  ihnen  enthält,  wenn 
man  sie  nur  weit  genüg  fortsetzt,  sämmtliche  Glieder,  welche 
die  andere  enthält,  aber  ihre  Summen  haben  verschiedene  Werthe^ 
xceil  die  Aufeinanderfolge  der  Glieder  in  den  beiden  Reihen 
eine  verschiedene  ist. 

Zwei  Reihen,  welche  sich  nur  durch  die  Aufeinanderfolge 
ihrer  Glieder  von  einander  unterscheiden,  müssen  natürlich  so 
beschaflFen  sein,  dass  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  gleichfalls  in 
der  zweiten  Reihe,  wenn  auch  an  einer  späteren  Stelle,  vor- 
kommt.   Bezeichnet  man  z.  B.  mit 

die  Summe  der  n  ersten  Glieder  in  der  einen  Reihe  und  mit 

Äy  =  Wo'  +  u,'  +  '"  +  wVi 
die  Summe  der  p  ersten  Glieder  in  der  anderen  Reihe,  so  kann 
man  p  immer  so   gross  machen,   dass  alle  in   Sn  enthaltenen 
Glieder  «o,  «i,  . .  •  «n-i  auch  unter  den  Gliedern  von  Sj,'  wirk- 
lich vorkommen. 

Erklärung.  Eine  Reihe  ^  bei  der  sich  die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  mit  wachsendem  n  nur  unter  der  Bedingung  der- 
selben endlichen  Grenze  nähert  j  dass  die  Aufeinanderfolge  der 
Glieder  eine  bestimmte  ist,  heisst  „bedingt  convergent^.  Bleibt 
aber  dieser  Grenzwerth  derselbe,  wie  man  auch  die  Glieder  der 
Reihe  anordnen  mag,  so  heisst  die  Reihe  „unbedingt  convergent^. 

Dabei  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  nach  Absonderutig 
von  Sn  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern,  welche  aus  defi 
noch  folgenden  Gliedern  tjoillkürlich  ausgewählt  sind,  beliebig 
i^ein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 
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Beweis.    Um  zu  zeigen,  dass  sich  dann 

(1.)    Sn  =  t^O  +  Ui-\ hWn-t,    und    Sp*  =  Wo'  +  Wl'+ \-U'p-i 

derselben  endlichen  Grenze  nähern,  kann  man  p  so  gross  wählen» 
dass  die  Glieder 

Uoy    Wi,    ...  Un-i 

sämmtlich  unter  den  Gliedern, 

enthalten  sind.  Ausserdem  kommen  m  5^,'  noch  beliebig  viele 
andere  Glieder 

Wr,  t*„   W/,  . . . 

vor,  so  dass 

(2.)  V  =  Sn  +  ti,  +  u,  +  Ut  +  '" 

wird.    Nach  Voraussetzung  ist  aber 

(3.)  limiur  +  us  -t-w, +  ...)  =  0, 

u=oo 

folglich  wird 

(4.)  lim^y  =  limÄS„; 

d.  h.  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nähert  sich  die  Summe 

Sn  mit  wachsendem  n  derselben  Grenze,   wie   man   auch  die 

Reihenfolge  der  Glieder  bestimmen  mag. 

Diese  Voraussetzung,  unter  welcher  der  eben  bewiesene 
Satz  gilt,  wird  offenbar  erfiillt,  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  convergirt.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  |  u  \  den  abso- 
luten Betrag  von  u,  und  nähert  sich 

(5.)  -S^n  =  I  e/o  :  +  !  «1  1  +  :  "2  1  +  •  •  •  +  I  «n- 1  I 

mit  wachsendem  n  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  ^,  so 
wird  für  hinreichend  grosse  Weithe  von  n 

(6.)  2„^a      -2n=\Un\  +  '  W„+i     H h  |  «'w+a-l  | 

beliebig  klein,  folglich  erst  recht 

wobei  Ur,  w„  ut,.,.  aus  den  Gliedern  w«,  t<n+i , . . .  Wn+o-i  will- 
kürlich ausgewählt  sind. 

Hiervon  gilt  aber  auch  die  Umkehrung: 

Wird  hei  willkürlicher  Auswahl  der  Glieder  tin  Usf  ^w- 
aus  den  Gliedern  Un,  Wn^-i,  ..,Un-\-it-i  die  Summe 
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Ur  +  Us  +  Ut-\ 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein^  so  ist  in  der 
Reihe  «o  +  "i  +  «*2  +  •  •  •  die  Summe  der  absoluten  Beträge  eine 
cmvergente  Reihe. 

Beweis.    Setzt  man 

^7.)  Sn+a 'S'n  =  Wrt  +  U^^x  +  •  •  •  +  Wn+a-1  =  J^a 

and  bezeichnet  die  Summe  aller  positiven  Glieder,  welche  in  Da 
enthalten  sind,  mit  Da  und  die  Summe  aller  in  Da  enthaltenen 
negativen  Glieder  mit  — -D«",  SO  ist 

IS.)  Da  -  Da'  —  Da*'. 

Nach  Voraussetzung  müssen  DJ  und  Da*  einzeln  beliebig 
klein  werden,  folglich  wird  auch 

(9.)  -5n+«  -  -Sn  =  Da*  +  Da** 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  ?i.  ^»  und 
l^^a  nahem  sich  daher  mit  wachsendem  n  demselben  Grenz- 
werthe  2^  d.  h.  die  Summe  der  absoluten  Beträge  ist  convergent. 

Der  vorhin  ausgesprochene  Satz  deckt  sich  daher  mit  dem 
folgenden  Satze: 

Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  convergirt;  und  umgekehrt. 

§  49. 

Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division 
der  Reihen.    Wurzeiausziehung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  75.) 
Satz  1,      Sind 

(!•)  U=Uq  +  Ui  +  U2+  "' 

und 

(2-)  V^Vo  +  Vi  +  V2+'" 

zuei  (bedingt  oder  unbedingt)  convergente  Reihen,  so  werden 
diese  Reihen  addirt,  indem  man  die  gleichst  elligen  Glieder  addirt; 
es  wd  also 

(3.)      U+r=  (Wo  +  t?o)  +  («1  +  Vi)  +  («2  +  f2)  +  •  •  • 
Kiepert,  Differential-Rechnong.  15 
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Beweis.    Setzt  man 

(4.)  ü„  =  Uo  -\-Ui  +  U2'\ h  U„-i , 

(5.)  F«  =  f  0  +   tJi  +   t?2  H h  Vm^i , 

SO  wird 

(6.j    £/„+  r«  =  {uo+CQ)+(ui  +  Vi)+{u.+Vi)+  '"  +(tt^i  +  t;„_i). 

Nun  ist  aber 
(7.)  lim(?7„,+  F-,)  =  limC;«  +  limF^=  (7+  V, 

m^oo  »issoo  msoo 

folglich  erhält  man  aus  Gleichung  (6.),  wenn  m  ins  Unbegrenzte 
wächst,  die  convergente  Reihe         , 

(8.)  U+  r=  (Wo  +  Vo)  +  {Ui  +  c)  +  («2  +  t?2)  +  •  •  •. 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  drei  und  mehr  Reihen 
addiren. 

Sab  2.  Smd  wieder  durch  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 
zwei  {bedingt  oder  unbedingt)  convergente  Reihen  gegeben  ^  so 
werden  diese  Reihen  von  einander  subtrahirt,  indem  man  die 
gleichstelligen  Glieder  von  einander  subtrahirtj  also 

(9.)        U—  F=:  (Uq  —  Vo)  +  (Wi  —  Vi)  +  [U2  —  ü,)  +  .  .  .  . 

Der  Beweis  wird  in  derselben  Weise  wie  bei  der  Addition 
geführt. 

Satz  3.    Sind 

(10.)  U=Uo  +  Ux  +  U2+   '" 

und 

(11.)  V=Do+V,  +  C2  +  "' 

zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  und  ist 

Wo  =  t^Vo  , 

Wi  =  Wo^'i  +  «^it'o, 

W2  =  U0V2  +  UiVi  +  UiVo , 


(12.) 


Wn  =  UoVn  +  Wl«?n-1  +  W2^'n-2  +  "  "  *  +  i^n-l^i  +    UnCo, 

SO  ist  auch  die  Reihe 

^0  +  w-'i  +  «^'2  H 
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unbedingt  convergent^  und  ihre  Summe  Wist  gleich  dem  Producte 
UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Beweis.    Es  sei 

CT'«,  =  Wo  +  «t  +  t^2   H h  Mg^l , 

(13.)  I        V^  =  Vq+    V1+V2  -\ 1-  Vm-i  , 

^«  =  tt?o+  w?i  +«'«H f-««'«i-l, 

nnd  es  mögen  zunächst  die  Glieder  uqj  u^  U2, ...  vq,  Vi,  v^j ... 
alle  positiv  sein,  dann  ist  fiii*  m  =  2» 

Di»  .  Vin  =  W^n  +  («l©2n-l  +  «2©2n-2  H h  W«*-2f «  +  thn^iVi) 

+  •  •  •  +  (w2**-2t?«n— l  +  «fj«-lt^2H— 2)  +  W2«»-iüa»_t , 

also 

(14.)  U2n.V2n>TVin. 

Dagegen  ist 

H +  (tto»2»-t  +  Wi02n-2  H h  Utf^iVi  +  Wj^-iOo), 

also 

(15.)  TV^>Un,Vn. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass 

1 16.)  U^n^i  .  V2n+l  >  ^2H+1  >  ün  .  V^ 

ist.  Lässt  man  aber  n  immer  grösser  werden,  so  nähern  sich 
die  Producte  ün.Vn  und  Ü^n-Vin^  bezw.  Uin+i.V^n^i  nach 
Voraussetzung  derselben  endlichen  Grenze  U.  F,  folglich  nähern 
sich  auch  die  dazwischen  liegenden  Werthe  TFin  bezw.  Wu+i 
einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  W,  und  es  wird 
(17.)  W==U.V. 

Enthalten  die  Keihen  U  und  V  positive  und  negative  Glieder, 
sind  sie  aber,  wie  vorausgesetzt  wurde,  unbedingt  convergenty 
d.  h.  sind  auch  noch  die  Summen  der  absoluten  Beträge  con- 
vergent,  so  nähert  sich  der  Ausdruck 

ün.Vn—Wn=  ««-iOh-1  +  {Un^^Vn-i  +  Wn-l»H-2)  H 

+  (t/it?n-l  +  tt2t?n-2  H h  Uf^iV^  +  Un^iVi), 

wie  vorhin  gezeigt  wurde,  mit  wachsendem  n  dem  Werthe  0, 
wenn  man  die  Grössen  t*i,  t^,  . . .  fi»-i,  vi ,  0%, ...  t?n--i  sämmt- 

15* 
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lieh  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt;  er  nähert  sich  also 
dem  Werthe  0  erst  recht,  wenn  diese  Grössen  theilweise  neg-ativ 
sind.    Es  wird  daher  auch  in  diesem  Falle 
(18.)  lim  JVn  =  Um  ?7„  .  F,.  =  U,  V. 

fi=oo  n=oo 

Dabei  ist  auch 

U'q  +  Wi   +  tC2  +  "  ' 

eine  unbedingt  convergente^Gäi^\  denn  ersetzt  man  die  Grössen 
«0,  wi,  «2, . . . ,  Co,  t^i,  t?2, . . .  in  den  Gleichungen 

tro  =  Wot?o, 

u'x  =  uqVx  +  wiro, 

16'2  =  UqC2  +  Wiüi  +  t/2t?0, 

durch  ihre  absoluten  Beträge,  so  mögen  dadurch  die  Grössen 
uro,  w;i,  t^?2, . . .  in  u'o',  t/?i',  w^%  . . .  übergehen.  Bezeichnet  man 
nun  den  absoluten  Betrag  von  wq  mit  '  t^o ! ,  den  von  toi  mit 
j  tt'i  I ,  . . . ,  so  wird 

(19.)  ;  U'ü  i  =  t^o,      i  «^1    =  ^i\      I  w?2 '  =  tt?2', 

Jetzt  enthält  aber  die  Reihe 

lauter  positive  Glieder  und  ist  convergent,  folglich  gil{  dasselbe 
auch  für 

d.  h.  die  Reihe 

Wo  +  Wi  +  tC2  +  '  '  ' 

ist  unbedingt  convergent. 

Beispiel. 

(20.)  U=l+^+^,+f,+  --; 

(21.)  p'-=i  +  i^+y'  +  y'j  +  ... 

sind  zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  folglich  ist 
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Nan  ist  aber  in  diesem  Falle 

X*         a^~'        V  a:"~*       V*  3?       1/"—* 

^"   -      "      n!^(n— 1)!    l!^(»— 2)!    2!^        ^2!    («—2)! 

X  ^     y"-'         y" 

—  (?   +   ^'** 
""  7»!  ' 

folglich  erhält  man 

(24.)    U.V=l+^±l  +  ^^^^  +  .... 

Setzt  man  für  Z7  und  V  nach  Formel  Nr.  52  der  Tabelle 
ilue  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  bekannte  Formel 
(25.)  e^ä^  =  ö'+y. 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  das  Product  von  drei 
oder  mehr  unbedingt  convergenten  Reihen  bilden. 

Macht  man  die  Factoren  eines  solchen  Productes  sämmtlich 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  Potenz  einer  Reihe. 
Ist  z.  B.  wieder 

(26.)  17=  Mo  +  «1  +  «^2  +  '  •  • 

eine  unbedingt  convergente  Reilie,  so  wird  auch 
(27.)  er  =  ^0  +  ^1  +  ^2  +  ^3  +  •  •  • 

eine  unbedingt  convergente  Reihe,  bei  welcher  nach  den  Regeln 
der  Multiplication 

tn  ^ 

(28.)  An  =  ^ 7 j-  ~ r  2^^««i«ie/2"«  •  •  •  "n"'»» 

^       ^  «o!  «l!  «2!  .  .  .  «n! 

ist.    Die  Summation  erstreckt  sich  dabei  auf  alle  Werthe  von 
«0.  «1,  «2,  . .  •  «n,  für  welche 

(      «0  +  «l  +  «2  H h  «n  =  »i, 

^"^  '^  l    cri  +  2a2  +  Stta  +  •  •  •  +  ^«»  =  n 
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wird.  Deshalb  kann  Un  nur  die  Werthe  0  und  1  annehmen, 
d.  h.  An  ist  in  Bezug  auf  Un  nur  vom  ersten  Grade,  ein  Umstand, 
welcher  für  das  Folgende  von  Bedeutung  ist.  Die  austOhrliche 
Ableitung  des  in  Gleichung  (28.)  ausgesprochenen  Gesetzes  tiir 
die  Bildung  von  An  kann  übergangen  werden,  weil  für  die 
Berechnung  der  einzelnen  Glieder  Aq,  Ai,  A^^  ...  die  recui- 
rirende  Formel 

(30.)  nuoAn  +[n  —  {m+  l)]wi^4„^i  +  [«  —  2{m  +  l)]«2^.t-2 
+  [n—  8(m  +  l)]uzAn-z  +  •  •  •  +[n—{n—l){m  +  l)]u„_^A, 

+  [«— «(m+l)]M^^o  =  0 
ausreicht,  welche  sogleich  dui'ch  den  Schluss  von  m  auf  m  —  i 
bewiesen  werden  soll.*) 

Durch  Multiplication  der  Gleichungen  (26.)  und  (27.)  findet 
man  nämlich 

(31.)  ir^'^Bo  +  B,  +  B,+    '', 

wobei  nach  den  Gleichungen  (12.) 

Bq  =  UqAq, 

Bi  =  uqAi  +  UiAoj 

Bi  =  U0A2  +  UiAi  +  UiAoj 


(32.) 


Bn  =  UoAn  +  UiAn-i  +  tt2-4n-2  H h  «»-1^1  +  ««.^a 

ist.    Deshalb  kann  man  die  Gleichung  (30.)  auf  die  Form 

(33.)        n{uQAn  +  UiAn-i  +  «2^»-«  4 [-  «n-l^l  +  UnALo) 

—  (m+1)  [UiAn-i  +  2M2^«-2  +  SusAns  H 

+  {n  —  l)wn-i^i  +  nUnAo]  =  0, 
oder 

(34.)  nBn  —  (m  +  l)[uiAu-i  +  2uiAn-2  +  Su^An^z  +  •  •  • 

+  (7l—l)Un^iAi  +  nUnAo]  =  Q 

bringen.    Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
n  mit  n —  1,  n  —  2,  ...  3,  2,  1,  so  erhält  man  die  Gleichungen  , 

♦)  Sollte  dem  Anfänger  der  Beweis  Schwierigkelten   bereiten,  so 
mögen  zunächst  die  besonderen  Fälle  w«=  2,  3,4, . . .  behandelt  worden. 

i 

I 
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+  (/»—  l)Mn-l^o]  =  0, 

(n  —  2)Bn-2  —  (m4-l)[w,^^_8  +  2«2^n--4  +  3W3^H-5H 

+  (n  —  2)Mn-2^o]  =  0, 


(35.) 


3JB3  —  (m  +  1)  [«1^2  +  2wj^i  +  SusAo]  =  0, 
2J52  —  {m+1)  [ttt^i  +  2m2^o]  =  0, 
Bi  —  (m+l)uiJo  =  0. 

Indem  man  die  Gleichmigen  (34.)  mid  (35.)  bezw.  mit  «e, 
tti,  W2,  «3, . .  -ttn-a,  Wn-2,  Wn-i  multlplicirt  und  dann  zu  einander 
addirt,  ergiebt  sich 

nUoBn  +  (n—  i)UtBn-i  +  {n  —  2)W2J?n-2  +    •  •  • 

+  SWn-sjBa  +  2tt,^2JB2  +  Un^iB^ 

(m  +  i)  [tti  (t*o^H-l  +  UiAn^i  +  UiAn^z  H 

+  Wn_  3^2  +  ttn^2^1  +  Wfi-l^o) 

+  2«2(«0-4n-8  +  «l^»-3  +  W2-4n>4  + h  Un-zAi  +  Mn-2-4o) 

+  Sth(jhAn^Z  +  «<l^*-4  +  W2-4n-5  H 1"  Wn-3^o) 

+ 

+  (n — 2)tt|^-2(«o^2  +  tiiAi  +  U2A0)  +  {n—  l>n-i(wo^i  +  UiAq) 

+  nUnUoAo]  =  0, 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (32.) 

(36.)  nuoBn  +  {n—  l)wii?n-i  +  (w  —  2)w2J5n_2  +  •  •  • 

+  Su,^Bz  +  2Ur^2B2  +  U^iBx 

—  (m  +  l)[UiBn^i  +  2U2Bn^2  +  Su^Bf^z  -\ 

+  (n  —  2)un-2B2  +  {n  —  l)u^iBi  +  nUnBo]  =  0, 
oder 
(36a.)  nuoBn  +  [n  —  {m  +  2)]uiB^i  +  [n  —  2(fn  +  2)]u2Bn^2 

+  [n  —  3(m  +  2)]uzBn-s  H 

+  [n—{n—l){m+2)]un^iBi  +  [n—n{m  +  2)]unBo=0, 

Dies  ist  aber  die  Formel,  welche  sich  aus  Gleichung  (30.) 
ergiebt,  indem  man  1»  mit  m  +  1  und  demgemäss  die  Grössen 
Ao,  Ai,  A2j  . ..  An  mit  JBo,  -Bi,  52,...  Bn  vertauscht.    Nun  ist 
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die  Formel  zunächst  richtig  für  m  =  1,  denn  für  diesen  Wertii 
von  m  wird 

Aq  =  Wo,    Ai  =  Ui,    ^2  =  «2,  .  .  .  An  =  W„, 

SO  dass  die  Gleichung  (30.)  übergeht  in 

(30a.)  nuQUn  +  (n  —  2)wiM„-.i  +  (w  —  4)w2W„_2  +  •  •  • 

+  (4  —  n)un-2fh  +  (2  —  n)un^iUi  —  nUnUo  =  0. 

Diese  Gleichung  ist  aber  richtig,  denn  auf  der  linken  Seite 
heben  sich  je  zwei  Glieder,  von  denen  das  eine  ebenso  weit  vom 
Anfange  wie  das  andere  vom  Ende  absteht,  gegen  einander  fort. 

Deshalb  ist  die  Gleichung  (30.)  auch  richtig  für  m  =  2,  und 
deshalb  dann  auch  für  m  =  3  und  so  fort,  d.  h.  sie  ist  richtig 
für  alle  Werthe  von  m. 


Bei  der  Division  der  unbedingt  convergenten  Beihe 
W  =  tco  +  Wi  +  ici  +  •  •  • 
durch  die  unbedingt  convergente  Reilie 

U=  t/o  +  Wl  +  Wo  +  •  •  • 

wird  eine  Reihe 

F  =  üo  +  t?i  +  t?2  H 

gesucht,  für  welche 

(37.)  UV=  IV 

wird.  Zwischen  den  Gliedeni  dieser  3  Reihen  gelten  daher  die- 
selben Beziehungen  wie  bei  der  Multiplication,  nur  sind  jetzt  die 
Grössen  wq,  v;i,  ti-^, . . .  gegeben,  während  die  Grössen  co,  t?t,  oo, .  .  . 
ffestccht  sind;  Diese  findet  man  daher  der  Reihe  nach  aus  den 
Gleichungen  (12.);  es  ist  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass 
Wo  von  0  verschieden  ist, 

Wo  =  uqVq,  also       üo  =  —  j 

Wo 

Wi  —  UiVo 

Wi=UoVi  +  UiCo,  ,,  f  1  = J 

Uq 

t02 UiVi  UyViy 

W2  =  UqV2  +  Wl«''!   +  «^2t?0,  n  «?«  = Z ~~  » 

Wo 

allgemein 
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tOn  =  Woö»  +  Wi©n-1   +  U^O^-t  +  *  "  '  +  W„l?o, 

(38.,  .,=  ^;^ . 

Lässt  sich  dann  zeigen,  dass  die  Reihe 

r  =  üo  +  t?i  + 1?2  H — 

gleichfalls   unbedingt  convergent  ist,    so    ergiebt   sich   aus   der 

Berechnung  der  Grössen  f?o ,  t?i ,  2^2 ,  ... ,  dass  UV  =  W  sein 

muss.  folglich  wird 

W 
139.)  F=-. 


Schliesslich  kann  man  auch  aus  der  Potemirung  die  Wurzel- 
ausziehung  herleiten.    Ist  nämlich  die  Reihe 
-40.)  5=^0  +  ^1  +  ^2  + ••• 

gegeben,  so  findet  man  die  Reihe 

(41.)  j/^  =    U=:  Wo  +  Wl  +  W2  +   •  •  •  , 

indem  man  nach  und  nach  die  einzelnen  Glieder  uq,  mi,  w2,  ... 

^  bestinmit,  dass 

(42.)  ü'^  =  Ao+A,  +  A2  +  '" 

wird.     Dies  ist  mit  Hülfe  der  Gleichung  (30.)  leicht  möglich, 

wenn   man   aus  Ao  die    m^  Wurzel   ausziehen  kann.    Es   ist 

nämlich 

.43.)  Ao  =  Uq^,     also     wo=y^-4o, 

and  femer  nach  Gleichung  (30.) 


also 


mAo 

2(uoA2  +  UiAi)  —  (7»  +  l)UiAi  —  2mu2Ao  =  0, 


uqAi  —  muiAo  =  0 ,     also    «i  =     ^  .^  » 

mAo 


—  2(g^o-^2  +  ^i^i)  —  (^  +  l)wi^i 

""  2771-^0 


allgemein 
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n(uoAn  +  uiAn-i  +  M2-4„_2  H f-  Wn-i^i)  —{m+  l)[UiAn- 1 

+  2UiJn-.2  H h  («  —  l)Un^iAi]  —  nmunAo  =  0, 

also 

(44.)    Un  =  {«(tto-4n  +  Wi-4n-i  +  W2-4»-2  H h  Wn-l-^l) 

—  (m  +  1)  [wt-4n- 1  +  2uiAft^2  H h  («  —  l)tt«-t^i]}  :  nm^^o- 

Lässt  sich  dann  zeigen,  dass  die  Heihe 
U^uo  +  ui  +  ut  +  "' 
unbedingt  convergent  ist,  so  wird 

W^^Ao  +  Ai  +  A^  +  '-'^S 
gleichfalls  eine  unbedingt  convergente  Reihe,  und  es  ist 

In  dieser  Weise  kann  man  die  algebraischen  Operationen 
des  Addirens,  Subtrahirens ,  Multiplicirens,  Dividirens  und  der 
Wurzelausziehung  auf  die  unendlichen  Reihen  übertragen. 

§  50. 

Convergenz  der  Potenzreihen. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  76.) 
Unter  einer  Pote/izreihe  versteht  man  eine  Reihe  von   der 
Form 

ÖO  4-  atx  +  a^  +  a^  H . 

Von  einer  solchen  Reihe  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1,     Eine  Potenzreihe  conoergirt  unbedingt^   %£enn   von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

ist,  d.  h.  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 


ist  als 


I 
I 

«n      \  I 


ö«+i  I  I 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  4  in  §  46. 
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Satz  2,  üine  Potenzreihe  converffirt  unbedingt  für  alle 
Weiihe  voti  Xy  deren  absohUer  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive 
Urösse  Xqj  toenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

an  IxQ^'^g 

tst.  wobei  g  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  ist  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m 

folglich  ist,  wenn  x  vorläufig  positiv  genommen  wird, 

x)      '  *    * ' 

X 

Da  nun  —  nach  Voraussetzung  ein  ächter  Bruch  ist,  so 
wird  die  geometrische  Pi-ogressiou 


+ 


+ 


eine  convergente  Reihe,  folglich  erst  recht 

I  «0  I  +  i  «la:  I  +  '  <HX^  '  -] , 

1  h.  die  Reihe 

öo  +  «1^  +  (hx^  H 

ist  unbedingt  convergent 

In  der  Reihe  wird  nur  das  Vorzeichen  der  Glieder  ai^:, 
^,  flw:*, .  - .  geändert,  wenn  man  x  mit  — x  vertauscht.  Der 
Satz  gilt  also  für  positive  und  negative  Werthe  von  x^  wenn 
mir  der  absolute  Betrag  von  x  kleiner  ist  als  xq. 
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§  51. 

Convergenz  der  periodischen  Reilien. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  77  und  78.) 

Die  Reihen  von  der  Form 
(1.)  ^ao  +  öiCOSar  +  a2C0S(2a:)  +  asCOS^äa:)  +  •  •  • 

+  biSiuz  +  ig  sin  (2a:)  +  ig  sin  (3a:)  +  •  •  • 
nennt   man    „periodische  Reihen'^  ^   weil   die  Glieder  sämmtlich 
denselben  Werth  behalten,  wenn  man  x  um  ein  Vielfaches  von 
2n  vermehrt  oder  vermindert. 

Zunächst  möge  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  v^o 
die  Coeflöcienten  ao,  01,  </2,  «^3,...  alle  einander  gleich  und  die 
Coefficienten  Ji,  ^2,  ^3, .  . .  sämmtlich  gleich  0  sind;  es  sei  also 

(2.)  An  =  öo      +  cosa;  +  cos(2a:)  +  cos(3a:)H h  COS(«  —  l>r  I  • 

Aus  der  bekannten  Formel 

sma  —  smÄ  =  2sm(     ^y    jcosf-   -    -j 

4^1^  ^'-              2m  +  1  ,       2m  — 1 

folgt  llir   a  = a:,     0  =         - — x 

/oN      c.  •   (^\       r     \        •    /2m +  1     \        .   /2m— 1     \ 
(3.)       2sin(- j cos (ma:)  =  sm(-  -—  — a:l— smf  — xV 

Multiplicirt  man  Gleichung  (2.)  mit  2sinf-j>  so  erhält  man 
daher 
(4.)       2S.*Q)=  «.[,i„(|)+  {*(!)- *(!)) 

+  lKf)-Kf)) 

.    /2/^— 1    \ 
=  e/osm(    —^ — xy 

oder 
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2smQ) 

Wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  schwankt  der  Werth  von 
<m(-  —  a:j  zwischen  — 1  und  +1,  nähert  sich  aber  keiner 
ijestimmten  Grenze,  folglich  ist  die  Reihe  nicht  convergenU 

Jetzt  seien  die  Coefticienten  Äi,  ^2,  *8,  .  . .  alle  einander 
gleich,  und  die  Coefficienten  «o,  «i?  ^2,  03,  . . .  seien  sämmtlich 
deich  0;  es  sei  also 

\\\.\  Sn  =  *i[sina:  +  sin (2a:)  + ^-  sia{nx)]. 

Ans  der  bekannten  Formel 

<a  —  b\  .    /a  +  b> 


cos 


b  —  cosa  =  2sin(-     —  Jsinf-  l 


f  1^  ^.  2w  +  1         -        2m  —  1 

tolgt  rar  a  =  —  - — x,    b  =    — -       x 


.)    23mK-jsm(»M;)  =  cos(-  arj— cos  f — - — xj- 

Multiplicirt  man  Gleichung  (6.)  mit  2sin(|-V  so  erhält  mau 


daher 


2^.'sin(|)=.{{cos(Q-cos(f)} 

=  i,[cos(j)--cos(?-"-+^;r)], 


oder 
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(9.) 
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'(^^  -)i 


S„-- 


<} 


COSI 


^(1) 


-eine  Grösse,  die  sich  ebenfalls  keiner  bestimmten  Grenze  nähert, 
wenn  n  in's  Unbegrenzte  wächst,  folglich  ist  auch  diese  Reihe 
?iicht  convergent. 

Bilden  die  Coefflcienten  oo,  ai,  o«,  «3, . . .  oder  ii,  *«,  ig,  • . . 
eine  steigende  Reihe,  so  werden  sich  Sn  und  Ä»'  im  Allgemeinen 
noch  weniger  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  nähern;  deshalb 
möge  dieser  Fall  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden, 
so  dass  nur  noch  untersucht  werden  muss,  ob  die  periodischen 
Reihen  dann  convergent  sind,  wenn  die  Coefflcienten  oo,  ai,  a^, 
az,  . . .  und  ii,  Ä2,  *3,  • . .  fallende  Reihen  bilden.  Es  sei  jetzt  also 

(10.)    aS;  =  ^0  +  öl  cosa:  +  a2C0s(2:r)  H h  ön-i  cos(n  —  l\r^ 

wobei 

(11.)        «o>öi>ö2>- •  •>«n-i>0    und    liman  =  0 

nasoo 

sein  möge;  dann  wird  nach  Gleichung  (3.) 

2S.rin(|)=  ».sin(|)  +  «,  [sm(f )-sm(J)] 

H h  ön-i  Tsin^  ^^Y~^)—  sinT  ^~    x\\ , 


oder 
(12.) 


2*ynSin 


(|)-a«.,sin(?^-i.)  = 


(öo  —  ai)sinr0+  (a,— a2)sinr|^  j  +  (02  —  as)sih(-^J  H 

,  .   •    /2n  — 3   \ 

+  (a«-i  —  an^i)  sm  (  -  -^      Tj  • 

In  der  Reihe 

(13.)  («0— ai)+(ai— a2)+(fl2— 03)  +  •  ••  +  («n-s— «H-i)=ao— a«~i 
sind  sämratliche  Güeder  positiv,  und  die  Summe  der  ersten  n 
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Glieder  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  bestimmten,  endlichen 
(jrenze  «o»  d.  h.  die  in  Gleichung  (13.)  angegebene  Keihe  ist 
unbedingt  convergent.'  Deshalb  ist  auch  die  in  Gleichung  (12,) 
ausgegebene  Reihe  unbedingt  convergent,  da  der  absolute  Betrag 
der  einzelnen  Glieder  kleiner  ist  als  die  entsprechenden  Glieder 
in  der  Reihe 

(öo  —  öl)  +  (öl  —  fl52)   +   (02  —  ös)  +    •  •  •  . 

Da  noch 

hman-ismf — - — a:)=  0 

f|=00  \  2  / 

ist,  so  nähert  sich  2Ä'«sinf  -  j  mit  wachsendem  n  einer  bestimm- 
ten, endlichen  Grenze.    Dasselbe  gilt  auch  für  Sn  selbst,  wenn 
man  die  Werthe  von  x  ausnimmt,  für  welche  sin(| )   gleich   0 
wird.     Dies  giebt  den  Satz: 
IHe  Reihe 

\aQ  +  öiCOSa:  +  ö2COS(2a:)  +  a8COS(3a:)  H 

ist  convergent  für  alle  Werthe  von  x,  tcelche  von  0,  ifc  2;r, 
±:  47r,  .  .  .  verschieden  sind,  wenn  die  Coefficiententen  «o?  «i,  0:2, 
fls,  . . .  positiv  sind  und  eine  bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende 
Reihe  bilden. 

Indem  man  x  mit  x  +  n  vertauscht,  findet  man,  dass  die 
Reihe 

+  ^flfo  —  «1  COSa:  -f  a2COS(2a;)  —  ö3COS(3a;)  H 

unter  denselben  Bedingungen  für  alle  Werthe  von  x  convergirt, 
die  von  dr  tt,  dz  Srt,  dz  ött,  . . .  verschieden  sind. 

Ebenso  findet  man,  wenn  die  CoefScienten  ii,  ^2,  ia,... 
positiv  sind  und  eine  bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe 
bilden,  wenn  also 

(U.)  *i>i2>*3> •••>*« >0    und    limÄn  =  0, 

n&=oo 

aas 

(15.)  Sn'  =  *isin:r  +  b2Sin(2x)  + h  6nSin(/w;), 
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indem  man  beide  Seiten  diaser  Gleichung  mit  2sin{^)  mnlti- 
plicirt  und  Gleichung  (7.)  anwendet, 

f  16.)  26'n'sin(|)  =  *«^^s(0-    (i,_*,)cos(|')- (Ä,-Ä3JC0s(|-) 

Nun  ist  aber  mit  Eücksicht  auf  die  jetzt  geltenden  Voraus- 
setzungen die  Reihe 

(17.)  (*t  —  ij)  +  (42  —  *3)  +  (*»  —  *4)  +  •  •  •  =  4i 

unbedingt  convergent,  folglich  erst  recht  die  Reihe 


+ 


(6i  —  b2)cos{-^\  +  (Ä2  —  *3)  ^\^J  +  (*»  —  **)  ^^('2^ 

bei  welcher  die  absoluten  Beträge  der  einzelnen  Glieder  noch 
kleiner  sind.    Da  hierbei  noch  sinj-,  sin(2ir),  sin(3Ä-), ...  sämmt- 

lich  gleich  0  sind  für  alle  Werthe  von  a:,  für  welche  sinf^  \ 
verschwindet,  so  bleibt  die  Reihe 

iiSina:  +  i2Sin(2a:)  +  bzSixi{Sx)  -\ 

auch  noch  für  diese  Werthe  von  z  convergent,  und  man  erhält 
den  Satz: 

Die  Reihe 

bisinx  +  Ä2sin(22:)  +  Ä3sin(32r)  H 

ist  für  alle  Wertlie  von  x  convergent ,  wefin  die  Coefficienfen 
hu  bi,  ia,  .  .  .  positiv  sind  und  eine  bis  in^s  unendlich  Kleine  oJ- 
fiehmende  Reihe  bilden. 

Indem  man  x  mit  x  +  n  vertauscht,  findet  man,  dass  die 
Reihe 

bi^mx  —  i2Sin(2ic)  +  i8sin(3a:) 1 

unter  denselben  Bedingungen  für  alle  Werthe  von  x  convergirt 
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Beispiele. 

1)  Die  Eeihe 

,    ,  cosa:  .  cos  (2^)  ,  cosr3:r)  , 
^+-1-^-2—+"     3       +••• 
ist  convergent,  wenn  x  von  0,  it  27r,  ±47^,...  verschieden  ist. 

2)  Die  Reihe 

sina^      sinf2:r)      sin(3r) 
/l    "^     /2     ^     >^3     ■*"" 
ist  convergent  für  alle  Werthe  von  or. 


Kiepert,  Differential-Rechnnng.  10 


VI.  Abschnitt. 

Maxlma  und  Minima  Ton  entwickelten 
Functionen  einer  Teränderlichen. 

§  52. 

Bedingungen,  unter  denen  ein  Maximum  oder  Minimum 
eintreten  kann. 

Wenn  sich  die  unabhängige  Veränderliche  x,  von  der  eine 
stetige  Fiinction 

(1.)  y=/{^) 

abhängt,  um  eine  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grosse  dz  a 
ändert,  so  sollen  die  zugehörigen  Werthe  der  Function,  nämhch 

f{x  —  a)    und   f{x  +  a\ 
„zu  f{x)   benachbarte  Werthe**  genannt  werden,  und  zwar  ist 
f{x  —  a)  „ein  unmittelbar  vorhergehendei^^ ^  f(x  +  d)   „ein  un- 
mittelbar folgender  benachbarter  Werth"  der  Function. 

Wenn    nun  f(z)    grösser  ist    als  alle    unmittelbar    vorher- 
gehenden und  folgenden    Werthe   der   Function^    so  heisst  fix) 
j^ein  Maximum^ ;  und  wetm  f(x)  kleiner  ist  als  alle  unmittelbar 
vorhergehenden  und  folgende^i    Werthe  der  Function ,   so  heisst 
f(x)  y^ein  Minimum^, 

Im  ersten  Falle  ist  also 

f{x  —  a)  —fix)  <  0    und  auch   f{x  +  a)  —f(x)  <  0; 
im  zweiten  Fall  ist 

f(x  —  a)  —fix)  >  0    und  auch   fix  +  a)  —f(x)  >  0. 

Am   besten  wii'd   man  sich  diese  Beziehung  klar  machen 
durch   die   geometrische  Deutung  der   Gleichung  (1.)    als   eine 
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Curve.      Dieser  geometiischen  Deutung  sind  auch  die  oben  ein- 
geführten Bezeichnungen  entnommen. 

Wenn  z.  B.  der  Gleichung  (1.)  die  Curve  in  Figur  23  oder 
in  Figfur  24  entspricht,  so  hat  die  Function  für 

X^Xx=:  OQi 

ein  Maximum  und  für 

a;  =  a:2  =  OQ2 

ein    Minimum^   d.  h.   die  Ordinate  OiPi   des  Punktes   Pi   ist 

grösser   als  die  Ordinaten  aller  benachbarten  Punkte,   und  die 

Ordinate  Q%P%  ist  kleiner  als  die  Ordinaten  aller  benachbarten 
Pnnkte. 

Fi«.  28.  Fig.  24. 


^M 


«r        «/ 


Damit  nun  die  Curve  einen  solchen  höchsten  Punkt  Px 
erreicht,  muss  sie  vorher  steigen  und  nachher  fallen ;  und  damit 
sie  einen  solchen  tiefsten  Punkt  erreicht,  muss  sie  vorher  fallen 
und  nachher  steigen. 

Aus  diesen  Erwägungen  kann  man  die  Bedingungen  ableiten, 
unter  denen /(a:)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

In   §  13   (Seite  80)   war  nämlich  gezeigt    worden,    dass 

^-  =f\x)  positiv  sein  muss,  wenn  die  Curve  mit  der  Gleichung 

y  =y(a;)  in  dem  zugehörigen  Punkte  steigt,  und  dass  ^  =f{x) 

negativ  sein  muss,  wenn  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte 
yälü.    Unabhängig  von  der  geometrischen  Darstellung  gab  dies 
den  Satz: 

IVenn  eine  Function  y  =f{x)  gleichzeitig  mit  x  zunimmt, 
so  ist  die  Ableitung  für  den  betrachteten   Werth   von  x  positiv ; 

16* 
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tcenn  aber  die  Function  abnimmt^  f rührend  x  zunimmt^  so  ist  die 
Ableitung  für  den  betrachteten  Werth  von  x  negativ; 
und  umgekehrt: 

Eine  Function  f{pr)  fiimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alle 
Werthe  ton  x,  für  welche  f*(x)  positiv  ist,  und  die  Fwwtion 
nimmt  ab,  während  x  zunimmt,  für  alle  Werthe  ton  x,  für 
welche  f*{x)  negativ  ist 

Wenn  also  f{x)  ein  Maximum  werden  soll,  so  muss  f'{x) 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative  übergehen;  wenn  dagegen 
f{x)  ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  f\x)  aus  dem  Negativen 
in  das  Positive  übergehen. 

Hieraus  folgt ,  dass  f(x)  nur  für  diejenigen  Werthe  von  x 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden  kann,  für  welche  die 
Ableitung  f*(x)  einen  Zeichenwechsel  erleidet.  Setzt  man  voraus, 
dass  f*{x)  wohl  unendlich  gross  werden  kann ,  dass  aber  alle 
übrigen  Fälle  der  ünstetigkeit  ausgeschlossen  sind,  so  tritt  ein 
solcher  Zeichenwechsel  nur  dann  ein,  wenn  f\x)  entweder  gleich 
Null  oder  u?iendlich  gross  wird. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Function  f{x)  kann  nur  für  diejenigen  Werthe  ton  x 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  für  welche  f\x)  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  wird. 

Aus  der  geometrischen  Deutung  der  Ableitung,  nämlich  aus 
(Formel  Nr.  16  der  Tabelle) 

folgt,  wie  auch  aus  den  Figuren  zu  ersehen  ist,  dass  in  den 
Curvenpunkten,  welche  einem  Maximum  oder  Minimum  ent- 
sprechen, die  Tangente  zur  X-Axe  oder  zur  F-Axe  parallel 
sein  muss. 

Ist  /'(a:)  =  0 ,  ist  also  die  Tangente  in  dem  zugehörigen 
Curvenpunkte  P  parallel  zur  X-Axe,  so  liegen  die  dem  Punkte 
F  benachbarten  Punkte  sämmtlich  unterhalb  oder  sämmtlicli 
oberhalb  dieser  Tangente,  jenachdem  der  Punkt  P  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht  (vergl.  Fig.  23). 

Ist  f\x)  =  oo ,  ist  also  die  Tangente  parallel  zur  F-Axe, 
so  hat  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte  P  eine  nach  oben 
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c'dtr  Dach  unten  gerichtete  Spitze^  jenachdem  der  Punkt  P  einem 
Maximum  oder  einem  Minimum  entspricht  (vgl.  Fig.  24). 

Bemerkug. 

Wird  f\x)  gleich  Null  oder  unendlich  gross,  so  ist  es  möglich, 
ab3r  nicht  immer  nothtflendig ,  dass  f{x)  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird. 

Fig  25.  Fig.  2fl. 

Y  Y 


/ 


-k 


In  Figur  25  wird  z.  B. 

/•(jr)  =  0    für    x^OQ, 
uüd  in  Figur  26  wird 

/•(a:)  =  oo     für    a:=  OQ; 
trotzdem  findet  in  beiden  Fällen  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
^tatt.    Die  Punkte  P  in  Figur  25   und  2G  sind  vielmehr  Wendepunkte, 
von  denen  an  einer  späteren  Stelle  noch  ausführlich  die  Rede  sein  wird. 

Die  Regel,  welche  sich  aus  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen für  die  Aufeuchung  der  Maxima  und  Minima  ergiebt, 
ist  daher  die  folgende: 

Man  ermittele  diejenigen  Werthe  von  x,  fiir  welche  f\x) 
gleich  Null  oder  unendlich  gross  wird,  und  untersuche  dann  für 
die  dadurch  gefundenen  Werthe  von  x  noch  das  Vorzeichen  von 
f\x  —  a)  und  f\x  +  a). 

Wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

/Xx-ä)<0 
niid 

fXx  +  a)>0, 

so  ist/(ar)  ein  Minimum,  wie  man  aus  den  Figm-en  27  und  28 
erkennt,  in  denen 
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§  53. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  untersucheu,  fiir  welche  Werthe  von 
X  die  Function 

(1-)  y  =  W  —  9^'  +  ^^  +  30)  =/(:r) 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
(2.)  fix)  =  \{x^  -^x^h)  =  \(x—\Mx  —  5). 

Die  beiden  Werthe  von  a:,  für   welche  f\x)  gleich  Null 
wird,  sind  also 
(3.)  a;  =  1     und     a:=  5. 

Für  diese  Werthe  kann  möglicher  Weine  ein  Maximum 
oder  Minimum  eintreten.  Um  zu  entscheiden,  ob  das  eine  oder 
das  andere  wirkhch  stattfindet,  bilde  man  nach  Anleitimg  de^ 
vorigen  Paragraphen 

/' ( 1  -  a)  =  i  ( 1  -  a  -  1 )  ( 1  -  a  -  5)  =  I  (a  +  4) 

und 

/'(l  +  ö)  =  i(l  +  «  -  1)  (1  +  a-  5)  =|(a—  4). 

Für  hinreichend  kleine  Werthe  der  positiven  Grosse  a  ist 
daher 

(4.)  /'(i_ö)>o,    /'(l  +  a)<0, 

folglich  ist 

(5.)  /(l)  =  1(1  —  9  +  15  +  30)  =  ?  =  6,1666  . .  . 

ein  Maximum. 

Ebenso  bilde  man 


/'(5-a)  =  i(5-«-l)(5-a-5)  =  -|(4-a) 


und 

/'(5  +  a)  =  ^(5  +  ö—  1)  (5  +  a  —  5)  =  +  I  (4  +  a). 

Für  hinreichend  kleine  Weithe  von  a  ist  daher 
(6.)  /'(5  — a)<0     und   /'(5  +  ^)>0, 

folglich  wird 
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\1.)       J\b)  =  i(125  —  225  +  75  +  30)  =  I  =  0,8333  . . . 
ein  Minimnin. 

Man  könnte  jetzt  noch  fragen,  für  welche  Werthe  von  x 
die  erste  Ableitung  f*{x)  unendlich  gross  wird.  Diese  Frage 
beantwortet  sich  aber  nach  Gleichung  (2.)  dahin,  dass  es  keinen 
endlichen  Werth  von  x  giebt,  für  welchen  f*{x)  unendlich  gross 
wird. 

Demnach  sind  ar  =  1  und  x=^b  die  einzigen  Werthe  von 

^,  für  welche  die  Function  ein  Maximum  oder  Mmimum  werden 

kann. 

Bemerkung* 

Die  Richtigkeit  des   gefundenen  Resultates  kann   man   durch  die 
geometrische  Deutung   der  Gleichung  (1.)    anschaulich    machen.      Aus 

dieser   Gleichung  findet  man  nämlich 

Fig.  ^6. 


y 7^.. 

.  für  X  —  —  2, 

y  = +0,833. 

.   ,,  «-=  —  1, 

y=  +  5 

„   *-      0. 

y  =  +  6,166. 

.   „  x=  +  l. 

y  = +5,333. 

.   „   x  =  +  2, 

y  =  +  3,5 

„  i  =  +  3, 

y=  + 1,666.. 

•    „   x  =  +  4. 

y- +0,833. 

.    „   *  =  +  ö, 

y  =  +  2 

„  *  =  +6, 

y  =  + 6,166. 

.    „  x  =  +  7. 

'Wenn  man 

nach  diesen  An- 

gaben  die  Curve  zeichnet,  welche 

der   Gleichang  (1.)   entspricht,    so 

r 

— 

/ 
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/l 
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\ 

r. 

1  1 
/     1 
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findet  man  in  der  That,  dass  dem  Werthe  jti  =  OQi  =  1  ein  Maximum 
und  dem  Werthe  X2.=  OQ-i^b  ein  Minimum  entspricht. 

Der  Anblick  der  Figur  lehrt  ferner,  dass  die  Maximal-  Werthe  durch- 
aus nicht  immer  die  grö$sten  Functions -Werthe  sind,  und  dass  die 
Minimal' Werthe  ebenso  wenig  die  kleinsten  Functions -Werthe  zu  sein 
brauchen.  Die  Maximal- Werthe  sind  nur  grösser,  und  die  Minimal- Werthe 
sind  nur  kleiner  als  die  benachbarten  Werthe  der  Function. 

Aufgabe  2,  Man  soll  untersuchen,  für  welche  Werthe  von 
ar  die  Function 

(8.)  y  =  i  (^  —  6a:2  +  i2x  +  48)  =^f{x) 

ein  Ma^JTnnTn  oder  Minimum  wird. 

AuflSsung.    Aus  Gleichung  (8.)  folgt 
(9.)  /W  =  i(3.r2  _  i2x  +  12;  =  1(0:  -  2)^, 
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Der  einzige  Werth  von  Xj  für  welchen  /'(«)  gleich  Null 
wird,  ist 

a;  =  2, 

während  f'{x)   für  keinen   endlichen  Werth  von  x    unendlich 
gi-oss  wird. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  x  gleich  2  ein  Maximum  oder 
ein  Minimnm  eintritt,  bilde  man 

/'(2-a)  =  |(2-a-2)«  =  |a« 
und 

/X2+a)  =  i(2  +  a-2)«  =  ta^ 

Es  wird  also 
(10.)  /'(2  — a)>0    und   /'(2  +  ö)>0, 

folglich  ist/(2)  weder  ein  Maxünum  noch  ein  Minimum. 

Da  a:  ==  2  der  einzige  Werth  von  x  war,  flir  welchen  mög- 
licher Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten  kounte,  so 
besitzt  die  Function  überhaupt  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum. 


Bemerknngr* 

Gleichung  (8.)  giebt 

y«  — 1       liira7  =  — 2, 

y=  4- 3,625  „    a: 1, 

y-4-Ö         «37=      0, 
y  =  -h6,875  „    x^+1, 
y  =  +  7         „    a?  =  +  2, 
t,  =  +  7,125„    a;  =  +  3, 
y=  +  8         „    a?=-h4, 
y  =.4-10,375,,    ar  =  +  5, 
y-=  +  15       „    a;  =  4-6. 
Constnürt  man  hiemach  die  Curve, 
welche     der    Gleichung    (8.)    entspricht 
(Fig.    37),    so  findet  man   es    bestätigt, 
dass  f{x)   für   keinen   Werth  von  x  ein 
Majdmom  oder  ein  Minimum  wird.    Man 
sieht  vielmehr,  dass  die  Curve  für  x  gleich 
1  einen  Wendepunkt  besitzt. 


/ 


Fig.  87. 
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/! 
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IL 


— X 
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Aufgabe  3.    Man  soll  die  Werthe  von  x  bestimmen,   für 

welche 

.11.)  y  =  m-  6-^/(^^"^=/(ar) 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Aufllsung.    Die  Gleichung  (11.)  kann  man  auf  die  Form 

(IIa.)  fix)  =  fn  —  h{x  —  c)* 

bringen  und  erhält  daraus 


il2.) 


f\x)^-lh{x-c)   *  =  ■ 


Hieraus  folgt,  dass/'(a:)  för  keinen 
endlichen  Werth    von   x   gleich    Null 
werden  kann.    Dagegen  wii'd 
;13.)      /'(ar)  =  oo     für    x-c. 

Dies  ist  also  der  einzige  Werth 
von  x,  für  welchen/(a:)  möglicherweise 
ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Um 
darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 


2J 

b^(x  —  ^' 

Fig.  38. 

r       p 


y\ 


/! 


\ 


\ 


N 


nnd 


/'(c-a)  = 


/V  +  a)  = 


-2J 

+  2J 

5-^(c- 

—  o  — 

-cf 

5f^ 

-2Ä 

—  2i 

ö-^(c  +  a  — c)» 


5-^ä» 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  h  eine  positive  Zahl  ist, 
erhält  man  also 

114.)  /'(ej  — a)>0     und    f\c^d)<% 

tolglich  wird 

115.)  f{c)  =  m 

ein  Maximum.    (Vergl.  Fig.  38.) 

Aufgabe  4.  Von  einem  Rechteck  ist  der  Umfang  gleich  2c^ 
wie  gross  muss  man  die  Seiten  machen,  damit  der  Flächeninhalt 
ein  Maximum  wird? 
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Auflösung.  Bezeichnet  man  die  eine  Seite  AB  mit  :r,  sj 
wird  die  andere  Seite 

F1&-39.  (16.)  BC^C-   X, 

^  ^^    und  der  Flächeninhalt 

!        (17.)  F=f{x)  =  x{c  —  x)  =  cx — a:^; 

,       mithin  liefert 

^^  ^     (18.)  fXx)  =  c-2x^0 

den  Werth 
(19.)  ^  =  V- 

Um  zu  unterscheiden,  ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklieh 
ein  Maximum  eintritt,  bilde  man 

f\x-a)=rQ-a^  =  c-{c^-2a)^+2a 

und 

rix  +  a)  =/'(!  +  a^=c-{c  +  2a)  =  -  2a. 

Da  f{x  —  a)  >0  und  f\x  +  a)<0  ist,  so  wird  y(a:)  ein 
Maximum.    Dies  giebt  den  Satz: 

Unier  allen  Becht ecken  mit  gleichem  Umfange  hat  da^ 
Quadrat  den  grössten  Flächeninhalt. 

Aufgabe  5.  Von  emem  Dreieck  ABC  sind  zwei  Seiten  h 
und  0  gegeben;  wie  gross  muss  der  eingeschlossene  Winkel  sein, 
wenn  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  werden  soll? 

Auflösung.    Nennt  man  den  eingeschlossenen  Winkel  x,  so 
wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks 
(20.)  2F=  bc^mx  =/(a;), 

also  wird 

Fig  40.  (21.)    f\x)  =  Äccosa;  =  0  für  a:  =  -    - 

/'(^_a)=JcC08(f-a)>0, 
/'(l  +  «)=  Äccos(|  +  «)  <0, 

folglich  wird  f{x)  ein  Maximum  für  ^  =  -ö  '  ^-^^  ^^^  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  wird  am  grössten,  wenn  der  von  den 
gegebenen  Seiten  b  und  c  eingeschlossene  Winkel  ein  rechter  ist. 
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§  54. 

Entscheidung  Ober  das  Eintreten  eines  Maximums  oder 
Minimums  durch  Untersuchung  der  höheren  Ableitungen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  79.) 
Die  FäDe,  wo  f\x)  unendlich  gross  wird,  mögen  in  den 
folgenden  Untersuchungen  ausgeschlossen  sein.  Es  soll  vielmehr 
vorausgesetzt  werden,  dass  die  Function  f[x)  mit  ihren  n  ersten 
Ableitungen  f*{x\  f*\a)^  , .  .f^**\x)  stetig  und  endlich  sei,  wobei 
über  die  Zahl  n  später  noch  passend  verfügt  werden  soll.  Dann 
ist  nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle 

,l.,/(z  +  h)  ^f{x)  +^~^h  +'^"^ph^'  +  . . .  +-^-^f ^Ä"  +  Ä, 

wobei  unter  Anwendung  der  zweiten  Form  des  Restes 

:2.j  H  =  ^^  [fi-)(x  +  Gh)  -fnx)]h- 

ist.    Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  das  eine  Mal 

Ä  =  —  a 
und  das  andere  Mal 

A  =  +  a, 
s«)  kann  man  dieselbe  benutzen,  um  das  Vorzeichen  von 
'.•^•)    ^1  =f{x  —  a)  —f{p^)    und  von     J2  =f(x  +  a)  —f{pr) 
zu  bestimmen.    Sind  nun  diese  Differenzen  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  a  beide  negativ^  so  wird  f{x)  offenbar  ein  Maximum ; 
sind  aber  diese  Differenzen  beide  positiv,  so  wird  f{x)  ein  Mini- 
Dium;   haben    endlich    diese   beiden    Differenzen   verschiedenes 
Zeichen,  so  tritt  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Für  n  =  1  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 
(4.)  J  =/(^  +  h)  ~f{x)  =  -^  Ä  +  [/'(.r  +  Gh)  ~f{x)]h. 

Hierbei  werde 

<o.)  f\x  +  &h)  ^f\x)  =  a 

gesetzt,  dann  erhält  man 
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{4a.)  f{x  +  Ä)  -f{x)  =  *  {f\x)  +  «]. 

Da  a  =  0  ist  für  Ä  =  0,  so  wird  wegen  dei-  Stetigkeit  der 
Function /'(ar)  die  Grösse  a  mit  h  zugleich  beliebig  klein.  Ist 
also 

(6.)  /'W§0, 

so  kann  man  h  so  klein  wählen,  dass  a,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, kleiner  wird  als/'(a:).  Das  Vorzeichen  der  Klanmier- 
grösse  f\x)  +  ß  wird  deshalb  mit  dem  Vorzeichen  von  f*Kx\ 
übereinstimmen.  Ist  a  gleich  «i  für  A  =  —  a  und  a  gleich  «2 
für  A  =  +  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

J,  =f(x  -  -  d)  -./(rr)  =  -  a  [/'(rr)  +  «,] 
und 

^2  ^f(x  +  d)  -f(x)  =  +  a{f\x)  +  aj 
entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann,  so  lange  die  Ungleichung  (6.  > 
besteht. 

Ein  Maximum  oder  Minimum  von  f{x)  kann  vielmehr  nui* 
eintreten,  wenn 

(7.)  /'(^)  =  0 

ist.  Die  geometrische  Deutung  dieses  Resultates  giebt  wieder 
den  Satz: 

Die  Tangente  in  einem  Curoenpunite,  welcher  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht,  ist  der  X-Axe  parallel, 

Ist  Gleichung  (7.)  befriedigt,  so  fuge  man  noch  die 
Voraussetzung  hinzu,  dass  auch  f'\x)  für  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

(8.)  rix)  SO. 

Nach  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  wird  dann  für  n  gleich  2 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7.) 

(9.)  J  =f{x  +  h)  ^f{x)  =  1^  [fix)  +  ß] , 

wobei 
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^lo;-  f"{x  +  &h)-  r\x)^ß 

gesetzt  worden  ist.  Da  /äf  =  0  ist  für  Ä  =  0,  so  wird  wegen  der 
Stetigkeit  von  f"{x)  diese  Grösse  ß  mit  h  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  h  immer  so  klein  wählen,  dass  ß^  vom 
Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  wird  als  f**{x)^  dass  also  das 
Vorzeichen  von  f'\x)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f"^x)'\-ß  entscheidet.  Ist  ß  gleich  ßx  ftti-  A  =  —  a,  und  ß 
gleich  jof«  für  Ä  =  +  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

J,  =f{x  -  a)  -f{x)  =  |j  [r{x)  +  ßx] 

und 

^,  ^f{x  +  a)  -f{x)  =  Ij  [rix)  +  ß,] 

glpwhes  Vorzeichen  haben,  dass  also  ein  Maximum  eintritt,  wenn 
fix)  negativ  ist,  während  ein  Minimum  eintritt,  wenn/"(.r) 
positiv  ist. 

Dies  giebt  die  folgende  Regel: 

Ist 

f\x)  =  0     und    f%x)<0, 

io  xcird  f{x)  ein  Maximum;  ist  dagegen 

f\x)  =  0     und   f'ix)>0, 
*ö  icvrdf(x)  ein  Minimum. 


Es  bleibt  nur  der  Fall  übrig,  wo 
(11.)  /'W  =  0    und  /"(^)  =  0. 

Fügt  man  dann  die  Voraussetzung  hinzu,   dass  f**\x)  fiir 
<lie  betrachteten  Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.;  für  ?*  =  3 

3^,[/'"(:r+0Ä)-/"V)]Ä', 
oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (11.) 
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as.)         fix  +  h)  -fix)  =  *'  ir-ix)  +  y], 

wobei 

(14.)  r'\x^eK)—f\x)^r 

gesetzt  worden  ist.  Da  j'  =  0  ist  für  A  =  0,  so  wird  wegen  der 
Stetigkeit  von  f*'\x)  diese  Grösse  y  mit  ^  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  A  immer  so  klein  wählen,  dass  y,  vom 
Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  wird  als/"'(a;),  dass  also  das 
Vorzeichen  von  f*'\x)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f**\x)  +  Y  entscheidet.  Ist  nun  y  gleich  y\  für  ä  =  —  ö,  und 
;'  gleich  ^^2  für  Ä  =  +  ö,  so  folgt  hieraus,  dass 

^,  =f{x  -  a)  -fix)  =  -  ^*  [/-{x)  +  n] 

und 

J,  ^fix  +  a)  -fix)  =  + 1  j  yr\x)  +  r^] 

entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann,  so  lange  neben  den  Gleichungen 
(11.)  die  Ungleichung  (12.)  besteht. 

Ist  dagegen  auch/"'(a:)  gleich  Null,  ist  also 
(15.)  /'(:r)  =  0,    /"(:r)  =  0,    Z^^)  =  0, 

so  füge  man  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  f^^\x)  für  die  be- 
trachteten Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 
(16.)  /^%)<0 

wird.  Jetzt  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  fiir  «  =  4, 
wenn  man  die  Gleichungen  (15.)  berücksichtigt, 

(17.)    /(^+A)  -fix)  =-^^'^^A*  +  \,  {p\x+eh) -/c%)JA* 

wobei 

(18.)  f^%x  +  eh)  —ß^\x)  =  6 

gesetzt  worden  ist.    Da  rf  =  0  ist  für  ä  =  0,  so  wird  wegen 

der  Stetigkeit  von/(*)(a:)  diese  Grösse  d  mitÄ  zugleich  beliebig 
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klein.  Man  kann  also  A  immer  so  klein  wählen,  dass  d,  vom 
Torzeichen  abgesehen,  kleiner  wird  3]s  f^*\x),  dass  also  das 
Vorzeichen  von  f^*'\x)  über'  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
J^^'i^)  +  ^  entscheidet.  Ist  nun  ä  gleich  di  für  ä  =  —  a,  und 
d  gleich  da  für  Ä  =  +  or,  so  folgt  hieraus,  dass 


und 


J,  ^/{x  -  a)  -fix)  =  ",  [/(«)(:r)  +  d,] 


J,  =f(x  +  a)  -fix)  =  ^,  [ß%x)  +  d,] 


gleichen  Vorzeichen  haben,  dass  also  f(x)  ein  Maximum  wird, 
wenn  /^*\x)  negativ  ist,  während  f(x)  ein  Minimum  wird, 
wenn  jf^^\x)  positiv  ist. 

In   dieser  Weise   kann   man   fortfahren.     Ganz   allgemein 
tindet  man  das  folgende  Resultat: 

Es  sei  flir  einen  bestimmten  Werth  von  x 

1 19.)  rix)  =  0,  r(x)  =  0,  r\x)  =  o, . .  .ß-^^x)  =  o, 

/<">(ar)  dagegen  sei  von  Null  verschieden  und  für  die  betrachteten 
Werthe  der  Veränderlichen  stetig;  dann  folgt  aus  den  Gleichungen 
(1.)  nnd  (2.)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (19.) 

(20.)    f{x+k)-f{x)  =^^"^Ä"  +  l  Iß'^K^+Oh)  -ß-Kx)]h- 

wobei 

(21.)  ß^^^x  +  eh)  —ß''\x)  =  V 

gesetzt  worden  ist.  Da  r  =  0  ist  für  A  ==  0,  so  wird  wegen 
der  Stetigkeit  von  ß^'^x)  diese  Grösse  p  mit  h  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  h  immer  so  klein  wählen,  dass  »",  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen,  kleiner  wird  als/<")(a:),  dass  also  das 
Vorzeichen  von/(*)(a:)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
ß^\x)  +  y  entscheidet.  Ist  nun  v  gleich  vx  fttr  A  =  —  a  und 
V  gleich  »'a  für  Ä  =  +  ö,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass 

J,  =ßx  -  a)  -fix)  =  (-  1)-  ?^  \ß-\x)  +  V,] 
und 
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J^  ^fiz  +  a)  -fix)  ^  ^"j  [/(-)(;r)  +  ,',] 

gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben,  jenachdem  n  ff  er  ade 
oder  ungerade  ist. 

Daher  wird  /{x)  ein  Maximum^  wenn  n  gerade  und  J^^^'ix) 
negativ  ist;  f{x)  wird  ein  Minimum ,  wenn  n  gerade  und /^^Hx) 
positiv  ist.  Wenn  dagegen  n  ungerade  ist,  so  wird/(a:)  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Dies  giebt  die  allgemeine  Regel: 

Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen  ^  für  welche  f(x)  ein 
Maximum  oder  Minimum  unrd,  bestimme  man  die  Werf  he  von 
X,  für  welche  f(x)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  x, 
und  f^\x)  sei  die  erste  spätere  Ableitung,  welche  für  diesen 
Werth  von  x  nicht  verschwindet;  dann  ist  f{x)  ein  Maximum, 
wenn  n  gerade  und  f^\x)  negativ  ist;  f(x)  ist  ein  Minimum, 
wenn  n  gerade  und  f*^\x)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  toeder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  tcenn  n  Ufigerade  ist. 


1)  G^ewöhnlich  wird  n  gleich  2,  nur  ausnahmsweise  kommen  auch 
grössere  Werthe  von  n  in  Betracht. 


ij 


Fig.  41. 


iT 


Qx  a  a, 


H^ 


Fig.  42. 


^f>^ 


a,   a    a. 


2)  Aus  dem  Vorhergehenden  folg^,  dass  vier  wesentlich  verschiedene 
Fälle  eintreten  können,  wenn  ftir  irgend  einen  Werth  von  x 

Wird. 

I.    Ist   unter  dieser  Voraussetzung   entweder  /"(«)   negativ,  oder 
f*'{x)  gleich  Null  und  die  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  ver- 
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^hieden  ist,  von  gerader  Ordnung  und  negativ,  so  wii'd  der  entsprechende 
Werth  der  Fonction  ein  Maximum  (vergl.  Fig.  41). 

n.  Ist  unter  der  Voraussetzung,  dass/'(z)  =  0  wird,  entweder 
f'\x)  positiv,  oder  /"(x)  gleich  Null  und  die  erste  höhere  Ableitung, 
welche  von  Null  verschieden  ist,  von  gerader  Ordnung  und  positiv,  so 
^vlrd  der  entsprechende  Werth  der  Function  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  42). 

III.  Ist  fttr  einen  Werth  von  x,  tUr  welchen  /'(x)  =  0  wird,  auch 
/»(i)  =  0,  und  ist  entweder  /'"(x)  positiv,  oder /*"(«)  gleich  Null  und 
die  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  verschieden  ist,  von  un* 
gerader  Ordnung  und  positiv  j  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (vergl.  Flg.  43). 


Fig.  43. 


Flg.  44. 


\^ 


IV.  Ist  für  einen  Werth  von  x,  für  welchen /'(x)  =  0  wird,  auch 
/"(x)  =  0,  und  ist  entweder  /'"(x)  negativ,  oder/'"(a?)  gleich  Null  und 
die  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  NuU  verschieden  ist,  von  un- 
gerader Ordnung  und  negativ,  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  44). 

3)  In  den  Figuren  43  und  44  ist  der  Funkt  P  ein  Wendepunkt,  und 
zwar  steigt  die  Curve  in  Figur  43  bis  zum  Punkte  P  und  fährt  unmittel- 
bar hinter  ihm  fort,  zu  steigen.  Im  Punkte  P  selbst  ist  die  Richtung 
der  Curve  parallel  zur  X-Axe, 

In  Figur  44  dagegen  fällt  die  Curve  bis  zum  Punkte  P  und  fährt 
unmittelbar  hinter  ihm  fort,  zu  fallen.  Auch  hier  ist  P  ein  Wendepunkt, 
in  welchem  die  Sichtung  der  Curve  zur  X-Axe  parallel  ist. 

§  55. 

Anwendungen. 

Es  möge  diese  Methode  zunächst  auf  die  Aufgaben  ange- 
wendet werden,  welche  schon  in  §  53  behandelt  worden  sind; 
Aufgabe  3  daselbst  kommt  hier  aber  nicht  in  Betracht,  weil 
hier  nur  die  Fälle  berücksichtigt  werden,  in  äenenf\x)  stetig 
und  endlich  bleibt. 

17* 
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Aufgabe  1.    Füi-  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 
(1.)  y  =  -K^  —  ^^^  +  15:r  +  30)  =/(^) 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

.    Auflösung.    Man  bilde 
(2.)  f'{x)  =  \{x'  —  ^x  +  b)^\{z  —  l){x  —  5), 

(3.)  r\x)^x-% 

und  bestimme  die  Werthe  von  x,  für  welche  f*{x)  gleich  0  wiixL 
Dadurch  findet  man 
(4.)  o:  =  1     und    x  =  b. 

Für  diese  Werthe  kann  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintreten.    Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 
(5.)  /"(l)  =  -  -  2    und   r{b)  =  +  2, 

folglich  wird 

(6.)  /(l)  =  6,1666  .  .  . 

ein  Maximum^  weil/"(l)  negaiio  ist,  und 
(7.)  /(5)  =  0,8333  .  .  . 

ein  Minimum,  weil  y (5)  positiv  ist. 

(Vergl.  Fig   36  auf  Seite  249.) 

Aufgabe  2.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

(8.)  y  =  4(a:3  _  g^s  +  ^^x  +  48)  =f{x) 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Man  bilde 
(9.)  f\x)  =  |(:r2  -  4:r  +  4)  =  !(:.  -  2)\ 

(10.)  /»  =  1(^-2) 

und  bestimme  die  Werthe  von  x,  fiir  welche /'(x)  gleich  0  wiixl. 
Dadurch  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 
(11.)  .r  =  2, 

fiir  den  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 
kann.  Um  darüber  zu  entscheiden,  bildet  man  /"(2)  und  findet 
(12.)  /"(2j=0. 

Deshalb  muss  man  noch  die  dritte  Ableitung 

(13.)  /'''(^)  =  i 

bilden.    Da  diese  Ableitung  sogar  für  jeden  Werth  von  x  von  ö 
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verschieden  ist,  so  tritt  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 

ein. 

(Vergl.  Fig.  37  auf  Seite  250.) 

Aufgabe  3.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 

f  14.)  f{x)  =  x(c  —  x)  =^  ex  —  ar- 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

AuflSsung.    Man  bilde 
(15.)  fXx)  =  c—2x, 

(16.1  f'Xx)^  —  2 

und  bestimme  den  Werth  von  x,  für  welchen  f*(x)  gleich  0  wird. 
I^adurch  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 
(17.)  a:=|c. 

Da/"(^)  für  jeden  Werth  von  x  negativ  ist,  so  wird/(a;) 
fiir  :r  =  J^c  ein  Maximum, 

Aufgabe  4.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 
llS.)  f(x)  =  bcmix 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

AuflSsung.    Man  bilde 
il9.)  f*{x)  =  bc  cosx, 

(20.)  f'\x)  =  —  bcsmx 

und  bestimme  den  Werth  von  x,  für  welchen  f'{x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man,  weil  der  Dreieckswinkel  x  kleiner  als  tt 
sein  muss,  den  einzigen  Werth 

Um  zu  entscheiden,   ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich 
ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  bildet  man  /"(^)  und 
findet 
(22.)  /"(2)  =  -*- 

Da  dieser  Werth  7iegatio  ist,  so  wird /f-j  ein  Maximum. 
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Aufgabe  5.    Die  Function 

f{x)  =  x^  —  2ax  +  62 
wird  ein  Minimum  fdr  a;  =  a,  und  zwar  wird 
/(:r)  =  J2-a2. 

Aufgabe  6.    Die  Function 

f(x)  —  x^  —  18a:2  ^  96^  _  20 

wird  ein  Maximum   für  rc  =  4   und  ein  Minimum  für  x  =  S; 
dabei  ist 

/(4)  =  140    und   /(8)  =  108. 
Aufgabe  7.    Die  Function 

f(x)  =  a  +  (x  —  cY 
wird  ein  Minimum  fär  x  =  c,  und  zwar  ist 

/{€)==  a. 

Aufgabe  8.    Die  Function 

f{x)  =  a  +  {x  —  cy 
hat  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum, 
Aufgabe  9.    Die  Function 

f{x)^a  +  {x  —  cy 
wild  ein  Minimum  für  a?  ==  c,  wenn  n  eine  gerade  Zahl  ist;  sie 
ist  dagegen  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum^  wenn  /^ 
eine  ungerade  Zahl  ist. 

Aufgabe  10.    Die  Function 

f{x)  =  a:2(a  —  a:)»  =  a^x^  —  3aV  +  Saar*  —  a;^ 
wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  positiv  ist,  für  a?  =  0  ein 

2a 

Minimum^  für  a:  =  -—  ein  Maximum  und  für  a:  =  a  weder  ein 
5 

Maximum  noch  ein  Minimum,  obgleich  f\a)  =  0  ist. 
Aufgabe  11.    Die  Function 

Ax)=^{x-l)\x  +  2f 
wird  für  a;  =  1  ein  Minimum j 

„   a:  =  —  -  ein  Maximum 
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imd  für  a:  =  —  2  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum^  ob- 
gleich /'(—  2)  =  0  ist. 

Aufgabe  12.    Die  Function 

wird  für  a;  =  -  ein  Maximum, 
e 

Aufgabe  13.    Die  Function 

wird  für  a:  =  e  ein  Minimum. 
Aufgabe  14.    Die  Function 

f{x)=yG—x'' 

wird  für  a;  =  ^  ein  Maximum, 
Aufgabe  15.    Die  Function 

wird  für  a:  =—  ein  Minimum, 
e 


§  56. 

Vereinfachungen  der  Rechnung, 
wenn/'(a?)  eine  gebrochene  Function  ist 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  80.) 
Hat  fXx)  die  Form 

(1.)  -^(^^^-Q^' 

so  wird  im  Allgemeinen  f\x)  zugleich  mit  P(x)  gleich  Null. 
Will  man  nun  entscheiden,  ob/(a:)  f&r  einen  Werth  von  a-,  für 
welchen  P{x)  gleich  Null  ist,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
so  muss  man  das  Vorzeichen  von 
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bestimmen.    Nun  ist  aber  für  den  betrachteten  Weith  von  x  die 
Function  P{x)  gleich  Null,  folglich  wird 

P'{x\ 

(«•)  ^"(-)  =  -qS- 

Das  Vorzeichen  dieses  Bruches  kann  man  aber  verliältniss- 
mässig  leicht  bestimmen. 

Beispiele. 

Aufgabe  1.    Für  welchen  Werth  von  x  wiid  die  Function 

ein  Maximum  oder  Minimum? 
Auflösung.    Man  bilde 

Daraus  folgt ,  dass  F(x)  und  deshalb  auch  f'(x)  nur  ver- 
schwindet fär 

(6.)  x=  +  1     und    X  =  —  1. 

Für  diese  Werthe  von  x  wird  aber 

also 

/"(+1)  =  -|    und   /-(-i)=  +  ^-. 
Deshalb  ist 

und 


/(+!)=+       ein  Maximum 


/( —  1)  =  —  -   ein  Minimum. 
Aufgabe  2.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

^^""^  "  2  +'3x  +  x'- 
ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.     /(+  ]/  2)  wird  ein  Minimum 

und  /(— )/2j     „      ,,    Maximum. 
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Aufgabe  3.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.   /(+  1)  wird  ein  Maximum 
und  /(—  1)    „       „    Minimum. 
Aufgabe  4.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

ein  Maximum  oder  Minimum? 
Auflösung. 

/ ( —  -     -\    und    /r  -     —\  werden  Maxima, 
fi 9~      )    ^^^    f\    — ^       )  werden  Minima. 

§  57. 

Verschiedene  Aufgaben  aus  der  Theorie 
der  Maxima  und  Minima. 

A.    Maximum  oder  Minimum  einer  gegebenen  Function. 

Aufgabe  1.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

f(x)  =  ö*  +  2cosa:  +  e-"" 
ein  Minimum? 

Auflösung.    Hier  wird 
fix)  =  ö* -     2sina:  —  6--'  =  0  für  a:  =  0, 
f'\x)  =  eF  —  2cosa;  +  c"*  =  0  für  t  =  0, 
f*\x)  =  fi*  +  2sinic  —  c--'  =  0  für  ar  =  0, 
f^){x)  =  ^  +  2cosa;  +  e-'  —fix)  =  4  >  0  für  :r  =  0; 
folglich  tritt  für  a;  =  p  ein  Minimum  em. 

Aufgabe  2.  Man  soll  eine  positive  Zahl  c  so  in  zwei  Theile 
zerlegen,  dass  das  Product  aus  der  vierten  Potenz  des  einen 
Theües  und  der  siebenten  Potenz  des  anderen  Theiles  ein  Maxi- 
mum wird. 
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AuflBsung.  Bezeichnet  man  die  beiden  Theile  von  c  mit  r 
und  c  —  ar,  so  wird 

(1.)  f{x)  =  x\c-x)\ 

folglich  ist 

(2.)  •  f\x)^a?{c  — x)^  {4:0— llx). 

Die  beiden  Werthe  o;  =  0  und  a:  =  c,  für  welche /'(a:)  ver- 
schwindet, kommen  hier  nicht  in  Betracht,  denn  x  =  0  liefert 
ein  Minimum,  weil/'(ar)  aus  dem  Negativen  in's  Positive  über- 
geht, wenn  x  den  Werth  0  passirt,  und  für  a:  =  c  tritt  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  weil  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  a 

f'(c  —  a)  =  (c  —  afa\—  Ic  +  IIa)  <  0, 
und  auch 

f\c  +  a)  =  (c  +  afa\—  Ic  —  IIa)  <  0 
ist.    Dagegen  tritt  wirklich  ein  Maximum  ein,  wenn 

4 
(3.)  4c  —  lla:  =  0,    oder    x=^   -c 

ist,  weil/'(a:)  für  diesen  Werth  von  x  verschwindet,  und  weil 

(4.)  f*\x)  =  a?{c  —  x)\l2(?  —  ^Ocx  +  llOa;*)  =  —  ^^^^ <  0 

ist.  Hier  ergiebt  sich  auch  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  dass 
zwischen  x  =  0  und  a:  =  c  ein  Werth  von  x  liegen  muss,  für 
welchen  f(x)  ein  Maximum  wird,  denn  die  stetige  Function  fix) 
wird  für  a:  =  0  und  für  x  z=  c  selbst  gleich  0  und  ist  für  die 
dazwischen  liegenden  Werthe  von  x  positiv. 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Zahl  c  so  in  zwei  Theile  zerlegen, 
dass  das  Product  aus  der  m*«°  Potenz  des  einen  Theiles  und  aus 
der  n^^^  Potenz  des  anderen  Theiles  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.  Aehnlich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  ist  hier 
(5.)  /(^)  =  ^(e_^)H 

ffK* 

die  Function ,  welche  füi'  x  =  — ; —  ein  Maximum  wird,  denn 
'  m  +  n  ' 

es  wii^ 


§  57.    Maxiina  und  Minima;  Aufgaben. 


267 


Fig.  45. 


Bemerkan;« 

Man  erkennt,  dass  die  vorhergehende  Aufgabe,  und  ebenso  Auf- 
grabe 3  in  §  55  nur  besondere  Fälle  dieser  Aufgabe  sind. 

B.    Aufgaben  aus  der  Planimetrie. 

Aufgabe  4.  In  einen  Kreis  (Fig.  45)  mit  dem  Halbmesser  a 
soll  ein  Eechteck  mit  möglichst  grossem  Flächeninhalt  ein- 
eeschrieben  werden. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die 
eine  Seite  des  Rechtecks  AB  mit  x^ 
so  \^ird  die  andere  Seite 

also  der  Flächeninhalt 

(7.)      F=  AB.BC  =  xy^a^~x^, 

1 8.)    jP  =  a^{^a^—a^)  =  \aH^  —  a:*. 

Soll  F  ein  Maximum  werden, 
daim  muss  auch  jF'  ein  Maximum 
werden,  so  dass  man 

i9.)  /(a:)==4aV  — a:* 

setzen  kann.    Dies  giebt 

f\x)  =  ^a^x  —  ia^  =  ^x{2a^ 


■^'), 


f\a  y2)  =  0,    /''(ay 2)  =  -  16a«  <0, 


■  10.) 
11.) 
112.) 

folglich  tritt  für 

(13.)  AB=:BC^ay2 

ein  Maximum  ein.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Unter  allen  BecAtecken,  welche  einem  Kreise  eingeschrieben 
werden  können,  hat  das  Quadrat  den  grössien  Flächeninhalt. 

Aufgabe  5.  In  einen  Kreis  (Fig.  45)  mit  dem  Halbmesser  a 
soll  ein  Rechteck  mit  möglichst  grossem  Umfange  eingeschrieben 
werden. 

Auflösung.  Benutzt  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe,  so  wird  der  halbe  Umfang 

(14.)  \u^x  +  y^a^  —  x"  ^f{x\ 
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U5.)    /.„)  =  .  _j^^_ 


Hier  wird  P{x)  =  0,  wenn 

(16.)  y4a2  —  x^=zx  =  ay2 

ist;  für  diesen  Werth  von  x  wird 

^      ^  '    ^  ^       Q[x)  4a^  —  x^  2a^  a 

folglich  tritt  ein  Maximum  ein.    Dies  giebt  den  Satz: 

Unter  allen  Rechtecken^  welche  einem  Kreise  eingeschrieben 
werden  können,  hat  das  Quadrat  den  grössten  Umfang, 

Bemerkang. 

Die  Lösung  der  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  wird  noch  etwas 
kürzer,  wenn  man  den  Winkel  CAB  als  Veränderliche  einführt;  es  sollteL 
aber  an  dieser  Stelle  trigonometrische  Fimctionen  vermieden  wertien. 

Aufgabe  6.  Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  46)  ist  die 
Grundlinie  AB  gleich  c  und  die  Höhe  HC^h  gegeben;  man 

soll  in  dieses  Dreieck  ein  Rechteck 
mit  möglichst  grossem  Flächen- 
inhalte einzeichnen,  so  dass  die 
eine  Seite  DE  in  der  Basis  Ah 
liegt. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die 
Höhe  DG  eines  solchen  Rechtecks 
mit  a:,  so  wird 


Fig.  46. 


oder 

also 
(18.) 

(19.) 


JC :  HC  =  GF:  AB, 

{h  —  x):h  =  üE:c, 


Mithin  ist  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  DEFG 
^      Tr{h  — x)       c    , 
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Daher  ist  in  dieser  Aufgabe 
(20.)      f(x)^hx-x\    f\x)  =  h  —  2x,    /-(:r)  =  -2; 

(larans  folgt,  dass  f{x)  ein  Maximum  vnrd  für  a:  =  -  • 

Das  grösste  unter  allen  Rechtecken,  welche  sich  in  der 
angegebenen  Weise  in  das  Dreieck  ABC  einschreiben  lassen, 
ist  also  dasjenige,  dessen  Höhe  und  Grundlinie  halb  so  gross 
sind  wie  die  Höhe  und  die  Grundlinie  des  gegebenen  Dreiecks. 
Der  Flächeninhalt  von  diesem  Rechteck  ist 

also  halb   so  gross  wie  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  Drei- 
ecks. 

Bemerkung:. 

In  vielen  Fällen  erkennt  man  schon  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  ob 
für  die  Werthe  von  a?,  flir  welche  f'{^)  verschwindet,  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintritt.  In  das  Dreieck  ABC  (Fig.  47)  lassen  sich  z.  B.  unend- 
lich viele  Rechtecke  einschreiben.  Denkt  man  sie  sich  alle  gezeichnet 
imd  fängt  man  bei  demjenigen  an,  dessen 
Höhe    gleich   ä    und    dessen    Grundlinie  « 

gleich  Null   ist   (Fig.  46),   das  also   mit  i^'^\Jf 

'1er  Hohe  A  des  Dreiecks  selbst  zusammen-  /l     |\ 


tälit,  so  wird  bei  diesem  Rechteck  auch  /    |     |       \  » 

^ler   Flächeninhalt    gleich    Null.     AVenn  ^[     j     "  |\ 

dann   die    Höhe    des    Rechtecks    kleiner         /  j  I  ]     ^ 

wird,  so  wird  die  Basis  grösser.  Auf  diese   j^[-    |      I — \ ^ ^ 

Weise  gelangt  man  in  Figur  47  zu  den      0    D    K   L  ~E  V^^ 

Rechtecken  KLMN,  DEFG,  OPQR  und 

CDdlich  zu  einem  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  Null,  und  dessen  Grund- 
linie gleich  c  ist,  so  dass  auch  bei  diesem  Rechteck  der  Flächeninhalt 
gleich  Null  wird» 

Daraus  folgt,  dass  der  Flächeninhalt  dieser  Rechtecke  zuerst  zu- 
nehmen und  dann  wieder  abnehmen  muss.  Deshalb  muss  es  wenigstens 
et«  Rechteck  in  dieser  Reihe  von  Rechtecken  geben,  dessen  Flächeninhalt 
ein  Maximum  ist. 

Da  man  aber  aus  Gleichung  (20.)  nur  einen  einzigen  Werth  von  ir, 

nämlich   a:  =    -   findet ,  für  den  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 

kann,  so  folgt,  dass  dieser  Werth  wirklich  das  Maximum  liefert. 

Durch  derartige  üeberlegungen  kann  man  in  vielen  Fällen  die 
Bildung  und  Berechnung  von  f"(x)  ersparen.  So  würden  z.  B.  in  der 
Aufgabe  4  ganz  ähnliche  Erwägungen  zum  Ziele  geführt  haben. 
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Aufgabe  7.  Von  einem  Kreissector  (Fig.  48)  ist  der  ge- 
sammte  Umfang  u  gegeben;  we  gioss 
muss  man  den  Halbmesser  machen, 
damit  der  Flächeninhalt  ein  Maximum 
wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  MA  mit  a:,  so  wird  der 
gesammte  Umfang  des  Sectors 

(22.)  u=z2x  +  AB,    also    AB  =  u  —  2x. 

Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Sectors  ist  daher 
(23.)  2F=:  AB.x=^(u  —  2x)x  =  t«:  —  2s^  =/(a:), 
folglich  wird 

(24.)  f\x)  =  w  —  4a:  =  0fura:  =  |, 

(25.)  /"(.:)  =  -4<0. 

Der  Flächeninhalt  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  der 
Bogen  des  Sectors  die  Hälfte  vom  Umfange  des  Sectors  ist. 

Aufgabe  8.  Man  soll  das  kleinste  unter  allen  Quadraten 
bestimmen,  welche  sich  in  ein  gegebenes  Quadrat  AB  CD 
(Fig.  49)  einschreiben  lassen. 

Auflösung.  Es  sei  EFGH  eines  der  Quadrate,  welche  sich 
in  das  gegebene  Quadrat  einschreiben  lassen.  Bezeichnet  man 
AB  mit  a  und  AE  mit  x,  so  wird 

EB  =  AH=a  —  x, 
also 

HE^^x^  +  {a  —  x)K 
Dieser  Ausdruck    ist   gleichzeitig 
auch  der  Flächeninhalt  des  Quadrates 
EFGH,  also  die  Function,  welche  ein 
Minimum  werden  soll;  daher  ist 
(26.)     f{x)  =  2x^  —  2ax  +  aK 

Daraus  folgt 
(27.)    /'(:r)  =  4:r-2a,    /''(x)  =  4: 
die  Ableitung  f\x)  verschwindet  also 


Fig.  49. 
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nur  far  a:  =  ~  •    Da   nun  f**{x)   für   alle  Werthe  von  x  den 
positiven  Werth  4  hat,  so  wird 

» 
ein  Minimum.    Die  Punkte  Ey  F^  G,  H  müssen  daher  in  der 
Mitte  von  den  Seiten  des  gegebenen  Quadrates  liegen,   damit 
das  eingeschriebene  Quadrat  EFGH  möglichst  klein  wird. 


C.  Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  und  VermeBsungskunde. 

Aufgabe  9.  Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  50.)  ist  die 
Grundlinie  AB  =  c  und  der  Winkel  y 
an  der  Spitze  gegeben;  wie  gross  müssen 
die  anderen  Winkel  sein,  damit  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maxi- 
mum wird? 

AufiSsung.  Bezeichnet  man  den 
Dreieckswinkel  a  mit  ar,  so  wird  der 
dritte  Winkel  ß  gleich  180  —  (y-^-x) 
und  der  Flächeninhalt  ist 

(00  \  /r—  g^sinasinjö?  _  c^  sing  sin  (;^  +  x) 

~"      2sin/'      "~  2  sin;' 

Da  der  Factor  —. —  positiv  ist,  so  wird  F  ein  Maximum, 

wenn  sinarsin(y  +  a:)  ein  Maximum  wird;  deshalb  ist  in  dieser 
Aufgabe 

(30.)     f{x)  =  sina:sin(y  +  x\ 

(31-)    f'{^)  =  cosÄsin  (y  +  a:)  +  cos(r  +  x)^mx  =  sin {y  +  2x), 
(32.)   /"(^)  =  2cos(y  +  2a:). 
Für 

y  +  2a;  =  7r  =  a  +  /if  +  y, 
oder,  da  x  gleich  a  ist,  für 
(33.)  x  =  a=:ß 
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verschwindet /'(a:),  und /"(x)  wird  gleich  — 2<0.  Deshalb 
wird  der  Flächeninhalt  ein  Maximum,  wenn  das  Dreieck  eiu 
gleichschenkliges  ist. 

Aufgabe  10.    Von    einem  Dreieck  ABC  (Fig.  51)   ist    die 

Grundlinie  c  und  die  Höhe  h  gegeben;  wie  gross  müssen  die 

pjg  5,  anderen  Seiten  sein,  damit  der  Winkel 

c  Yy    welcher    c   gegenüberliegt,     eiii 

/|\  Maximum  wird? 

,^  j-Yt    N  Auflösung.    Die  Höhe  des  Dreiecks 

T  ^v  theile  die  Grundlinie  c  in  die  Al>- 

^/        1 N,       schnitte  x  und  c—x^  und  den  Winkel 

,^,     ^     ^^^  Y  theile   sie  in   die  Winkel  £    und 

Y  —  ?;  dann  ist 

(34.)  tg5  =  |'  tg(y-?)  =  i:p^, 


also 


oder 


...  =  .,tl  +  (r-l)]=S-t|(.-.|). 


X         C  — X 

/oc  \  .  h  h  hc 

(35.)  tgy  = 


x{c — x)      h^  —  x{c  —  x) 

^        F" 

Da  die  Ableitung  von  tga:,  nämUch  1  +  tg^^:  (vergl.  Formel 
Nr.  26  der  Tabelle)  beständig  positiv  ist,  so  nimmt  tga:  mit  x 
gleichzeitig  zu,  und  zwar  für  alle  Werthe  von  x.  Deshalb  wird 
tg;'  mit  Y  zugleich  ein  Maximum  oder  Minimum.  In  der  vor- 
liegenden Aufgabe  kommt  es  daher  nur  darauf  an,  a:  so  zu  be- 
stimmen, dass 

hc       _ 
h^  — x(c  —  x) 
ein  Maximum  wird.    Dieser  Ausdruck  ist  aber  ein  Bruch,  dessen 
Zähler  eine  positive  Constante  ist.    Deshalb  wird  der  Bruch 
ein  Maximum^  wenn  der  Nenner  ein  Minimum  ist.    Man  hat 
also  zu  setzen 
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l3ö.)  J\x)  =  Ä2  _  ^(c  -    x)^  k^  —  CX  +  z^, 

,37.  f^(:r)=~c  +  2x,    f\x)  =  2. 

(j 
Daraus  folgt,  dass  f{j-)  flir  a:  =  --  ein  Minimum  wird.    Für 

ditssen  Werth  von  x  werden  Xgy  und  y  ein  Maximum,  und  das 
Dreieck  wird  wieder  ein  gleichachenklujes. 

Aufgabe  11.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a  +  b  gleich  ä-,  mid  der  von  diesen  Seiten 
Hin^eschlossene  Winkel  y  \  wie  gross  müssen  die  Seiten  a  uud  b 
^\\)<x  sein,  dandt  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum 

wird? 

Auflosung.    Bezeichnet  man  die  Seite  a  mit  :r,  so  wii^d  b 
deich  s  —  X,  und  man  erhält  für  den  doppelten  Flächeninhalt 
des  Dreiecks 
'  3b.  \  2F=  x{is  -  -  a:)sin  y. 

Deshalb  hat  man  in  diesem  Falle  zu  setzen 
.39.,.     f{x)  =  öx     - x\    f\x)  =  s-  -  2x,    f\x)  =     -  2, 

folglich  wird  tur  x^      der  Flächeninhalt  ein  Maximum. 

Aufgabe  12.    Von  einem  Dreieck   ist  gegeben  die   Summe 

zweier  Seiten,   nämlich   a  +  b  gleich  6-,  und   der    anliegende 

Winkel  a;  wie  gross  müssen  die  beiden  anderen  Winkel  sein, 

damit  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum  wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Dreieckswinkel  ß  mit  r,  so 
wird  Y  gleich  180^ — {a  +  x).  Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist 
(40.)  ^.^^sinasin^^ 

«der,  weil  nach  dem  Sinussatz 

_       .V  sin  y 
~~  sin  6«  + sin /:^ 

ii^t. 

(40a.)  j,_^sin«siutfsinr^ 

2(sin«-|- sin/^j" 

al<o 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  18 
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(41.)  ,'.^  =  '*°-'^-^^-^+-§  =/(.). 

^      ^  6-^Sin«        (Sincr  +  sma:)2       J  \  / 

«.«2  Clfl  /y  

Da  nämlich    der  Factor  -  ^ —  positiv  ist,  so  wird  F  nii 

/(.t)  zugleich  ein  Maximum.    Hieraus  folgt  nach  einigen    tJni 
formungen 

a9  ^  fnT\  -  sinu[sin(tf +  2g)  —  sin^  ^  P(x) 

^  ^'^  ^^  ^  (sinu  +  sina:/  Q(x) 

Damit /\a:)  vei-schwindet,  muss 

(43.)     sin  (a  +  23-)  —  sin  :r  =  2  sin  y-^  ^  jcosf  —  o  ^  )  "^  ^ 

sein.    Da  a  +  ar  grösser  als  0  und  kleiner  als  n  sein  muss ,  sc 
kann  Gleichung  (43.)  nur  befriedigt  werden,  wenn 

ce  +  3r       TT  ,    ^    , 

-  -   -  =     »  Oder    «  +  3^=7r  =  a  +  /'  +  r 

ist.    Dies  giebt 

(44.)       2a:  =  2.öf  =  r  =  t(^--«;,     x^^^\{n~a). 

Ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich  ein  Maximum  von 
f{x)  eintritt,  findet  man  aus  dem  Vorzeichen  von/"(a:),  wobei 
nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 

ist.    Nun  wird,  weil  «  +  2a;  gleich  n  —  x  ist, 
(46.)  P\x)  =  sin  a  [2  cos  (u  +  2ir)  —  cosa:] 

=   -  3sin«cosa:<0, 
(47.)  Q[x)  :^  (sin«  +  sinar)8  >  o, 

folglich  ist/"(^)<0,  undy\2:)  ein  Maximum.  i 

Aufgabe  13.    Es  ist  eine  Gerade  AM  gegeben  (Fig.  52)  und 
ausserhalb  derselben  ein  Punkt  B\   man  soll  auf  der  Greradeuj 
AM  einen  Punkt  C  bestimmen,  so  dass 
(48.)  ^  =  /?.^C+  y.CjB 


N 
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tiin  Minimum  wird ,  wobei  p<q  ^^  **• 

^o^aasg6setzt  wei-den  soll. 

AufIBsung.  Es  sei  der  Winkel, 
den  CB  mit  dem  von  B  auf  AM 
gefällten  Lothe  BF  bildet,  gleich 
X.  und  es  sei 

AF=a,     FB  =  b, 

daun  wird 

U9.j  S  =f(x)  ^p(AF~ -CF)  +  q.CB 

b 


=  p(a  —btgx)  +  j' 


COS:r 


^,.  .                 pj      .   qbsmx       b(qs\nx  —  p)       P(x) 
föU.)       f'(x)  = ^^-  +  - ^-  =  -^ 5 =  TTTT" 

^    ^  ^  f  COS^a;        COS^Ä  COS^a:  Q,{x) 


P(x)  wird  gleich  0,  wenn 


P 
{bl.)  sma:  =  - 


ist;  für  diesen  Werth  von  x  wird 

v>-J  /   W-  g^^)  cos^a;         COS^^^' 

folglich  tritt  ein  Minimum  ein. 

Legt  man  AE  unter  dem  aus  Gleichung  (51.)  gefundenen 
Winkel  x  im  Punkte  A  an  die  Gerade  AM  an  und  verlängert 
BC  bis  Zinn  Schnittpunkte  D  mit  der  Geraden  AE^  so  steht 
Ä7^  senkrecht  auf  AE,  und  es  wird  mit  Rücksicht  auf  Glei- 
chung (51.) 
(53.)  5'  ^p.  AC+q.  CB  =  qsmx  .  AC  +  q  .  CB 

=  q{AC^x  +  CB)  =  q(DC  +  CB)  ^  q  .  DB. 

Aufgabe  14.    Es  ist  eine  Gerade  AM  gegeben   (Fig.  53) 
und  auf  verschiedenen  Seiten  derselben  zwei  Punkte  B  und  (7; 
man  soll  auf  AM  einen  Punkt  I)  bestimmen,  so  dass 
(54.)  S^p.AD  +  q.BD  +  r.  CD 

ein  Minimum  wird. 

18* 
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^'&^3  Auflösung.    Es   seien  BB^   und 

'^  CCx  die  Lothe,  die  man  von  B  und 

C  auf -43/  fällen  kann,  und  es  sei 

^   -       ~n4^-^M    (55.)  [  ^^'  =  *'     ^^^  =  ^' 

\'    l'   ^'  ^      M  B,B=bx,  CiC=r,,  AD=x. 

I  dann  wird 

(56.)  ^^  =/(t)  =  /?j-  +  ?l/("6^=^)-^ +Ti'  +  ^y (c  —  xy'  -h  ^1-, 

oder,   wenn   man  den  Winkel  B^DB   mit  v  und  den  Winkel 

CxDC  mit  /i'  bezeichnet, 

(57a.)  p  —  ycos  V  -    rcos/*  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  tritt  wirklich  ein  Mininuiin 
ein,  denn  es  ist 

Der  Wertli  von  x  und  die  Lage  des  Punktes  I)  lassen  sich 
aus  der  Gleichung  (57.)  oder  (57a.)  noch  nicht  in  einfacher 
Weise  ermitteln,  dagegen  werden  diese  Gleichungen  benutzt 
werden  können  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe. 

Aufgabe  15.    P^s  sind  di-ei  Punkte  A,  B,  C  gegeben  (Fig.  54): 
man  soll  einen  Punkt  D  bestimmen,  so  dass 
(58.)  S=^p.AD  +  q,BD+  r.CD 

ein  ^finimum  wird. 

Auflösung.    Die  Gerade  AI)  habe 

Fiff   M. 

c  bereits  die  verlangte  Richtung,  dann 

A^^  ergiebt  sich,  wenn  man  Winkel 
p/        ,    \v  ^^^  =  GDF  mit  Ä, 

/  ^^>4|^'\  cnn  =  ADG  mit  ^i,  ' 

a/  -—--    -^  V  ADF=^BDE  mit  r  j 

bezeichnet,  aus  Gleichung  (57a.)  d^i 
vorhergehenden  Aufgabe  ' 
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i59.)  p-   ycosy  —  rcos^  =  0. 

In  derselben  Weise,  oder  durch  cyklische  V'ertauschung  der 
Htichstaben  /?,  y,  r  und  i,  /*,  v  findet  man 
GU.)  q  —  rcos^  —  p  COSr  =  0, 

61.)  r—pcosfi  —  ^cos/==0. 

Eliniinirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  /?,  so  erhält 
man 

•62.)  ^(cOSjU  +  cos/cosr)  =  r(cos>'  +  COSACOS^l*), 

oder,  weil 

cosju  =  —  cos(A  +  r)  =  —  cosAcosj'  +  siuAsinv, 
cosr  =  —  cos(A  +  /*)  =  —  cos  Acos^  +  sin^sin/* 

ist.  Flg.  55. 

<62a.)  jsin/sinv  =  rsin/sin^M, 

oder  '  \  ■ 

<63.)      ^:sinjti  =  r  :  siny.  ^\— -^. 

Ebenso  findet  man  "       \  : 

'64.)     p  :  sinA  ==  q :  sin^u.  4  <q^  ""       ~~ifi|\ 

Beschreibt  man  um  das  Drei-        /  v  \  \ 

trck    ADB     den    umschriebenen       i  ^  / 

Kreis    (Fig.  55)    und    verlängert        \  ^      \  / 

CD    bis    zum    zweiten    Schnitt-        \  \        I     - 

punkte  C\  mit  diesem  Kreise,  so  \ 

>ind  in    dem  Dreieck  ABCt    die  ^..^ _^^  C'j 

A\*inkel  bei  -4,  B  und  Ci  bezw.  gleich  /,  (i  und  y,  so  dass  man 

erhält 

lO.j.)  iSC'i :  Ci-4  :  AB  =  sinÄ :  sin^  :  sinr, 

(Mler  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (63.)  und  (64.) 

.^6.)  BCrC\A:AB=p:q:r. 

Daraus  ergiebt  sich  die  folgende  Construciio/i: 

Man  errichte  über-4J9  auf  der  zu  C  entgegengesetzten  Seite 
f  in  Dreieck  ABCi,  dessen  Seiten  in  üebereinstimmung  mit  Glei- 
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Flg.  56. 


chung  (66.)   sich   verhalten 
''  wie  piqir,  und  beschreibe 
um  dieses  Dreieck  den  um- 
/      schriebenen     Kreis,      dann 
/      schneidet   die   Gerade   CCi 
diesen  Ki-eis  in  dem  gesuch- 
ten Punkte  D. 

Man  kann  natürlich  auch 
über  der  Seite  BC  ein 
Dreieck  BCAi  und  über  der 
Seite  CA  ein  Dreieck  CAB^ 
construiren     (Fig.  56),     so 


(67.)     BCiCAiiAiB 

=  BiC:CA:ABi==p:q:r 

ist.  Durch  den  gesuchten  Punkt  D  gehen  dann  auch  die 
Geraden  AAi  und  BBi  und  die  Kreise,  welche  diesen  Dreiecken 
BCAi  und  CABi  umschrieben  sind.  Gleichzeitig  erhält  man  für 
S  eine  geometrische  Darstellung.  Nach  dem  Ptolemaeischett 
Lehrsatze  ist  nämlich  (Fig.  55) 

(68.)  AD  .  BCi  +  BD  .  AC\  =  CiD  .  AB; 

nun  ist  aber  nach  Construction 


r 


folglich  geht  Gleichung  (68.)  über  in 

AB 

{p.AD  +  q.  BD)  =  CJJ .  AB. 

Dies  giebt 
(69.)  S^p.AD  +  q.BD  +  r.CD=:  r{CD  +  DCi)  =  r.  CC\, 

In  derselben  Weise  findet  man  auch 
(69a.)  S  =  p.AAi    und     S=q.BBi. 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  wo 

j9  =  y  =  r  =  l,    also    S—AD  +  BD  +  CD 
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wird,  ein  Fall,  der  auch  in  Figur  56  berücksichtigt  ist.  Dann 
sind  die  Dreiecke  BCAij  CABt,  ABd  gleichseitige  Vreieckfi, 
die  Winkel  X,  ^,  v  sind  alle  drei  gleich  60®,  so  dass  Winkel 

BDC^  CDA  =  ADB  =  120® 
wird,  und  endlich  ist 
(69b.)  S  =  AAi  =  BBi  =^  CCi . 

Benierkung. 

1)  Der  gefundene  Punkt  D  hat  nur  dann  die  Eigenschaft  des 
^linimums,  wenn  von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  keiner  innerhalb  der 
um  die  Dreiecke  BCAi,  CABi,  ABCx  beschriebenen  Kreise  liegt.  Läge 
i  B.  C  innerhalb  des  Kreises  um  ABCu  so  würde  aus  den  Ungleichungen 

ACK^AD+CD,    BCK^BD  +  CD,    AC+ BC  K^AD-^- BD, 
wenn  man  sie  bezw.  mit  p-\-r  —  q,   q  +  ^  —  p^  P  "h^  —  **  multiplicirt 
nnd  dann  addirt,  folgen 

p,AC+q.BC<^p.AD  +  q.BD+r.CD. 

2)  Die  letzten  drei  Aufgaben  haben  ganz  besondere  Bedeutung  für 
die  Lehre  vom  Trassiren  und  bilden  den  Ausgangspunkt  für  eine  Reihe 
von  Aufgaben,  deren  Besprechung  hier  aber  zu  weit  führen  wüide.  (Man 
vergleiche  Launhardt,  Theorie  des  Trassirens,  Hannover  1887.) 

D.    Aufgaben  aus  der  Stereometrie. 
Aufgabe  16.    Man  soll  unter  allen  Cylindem,   die  sich  in 
einen  geraden  Kegel  einschreiben  lassen,  denjenigen  bestimmen, 
welcher  das  gi-össte  Volumen  hat. 

AuflSsung.  Die  Höhe  des  ge- 
gebenen Kegels  (Fig.  57)  CS  sei  ä, 
der  Halbmesser  CB  der  Grundfläche 
sei  r,  die  Höhe  CE  des  eingeschrie- 
benen Cylinders  sei  y,  und  der  Halb- 
messer CD  seiner  Grundfläche  sei  x. 
Dadurch  findet  man  für  das  Volumen 
des  Cylinders 
{ 70.)  V  =  x^Tty, 


A' — 


Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  SCB  und  FDB  folgt 
CS:CB=:DF:DB, 
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oder 

/( 

•r  =  y 

■.r--x, 

folglich 

wird 

(71.) 

y  = 

-> 

-x) 

und 

X). 

Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,   ist  daher 
(abgesehen  von  dem  positiven  constant^n  Factor     -j 

(72.)  f{x)  =  x^  (r  —z)—  rz^  —  :^. 

Dies  giebt 
(73.)    f{x)  =  2r:c  —  3a:«  =  z{^r  —  Zx\    f\x)  =  2r  ~     6x. 

Die  Ableitung  f\x)   verschwindet   erstens  f ür  a;  =  0  iiii<l 

2r 
zweitens  tär  z=  ^^  •    Nun  ist 

o 

.r(0)-2/>o, 

folglich  erhält  man  f ür  a:  =  0  ein  Minünum.  In  der  That .  d^r 
entsprechende  Cylinder  ist  zu  einer  geraden  Linie  zusauuut^n- 
geschrumpft,  und  sein  Volumen  ist  gleich  Null.    Dagegen  wiul 

/"(|-)=-2,<0, 

folglich  wu*d  f(  j  ein  Maximum.  Die  Höhe  y  des  zugehörigen 
Cylinders  ist  nach  Gleichung  (71.)  gleich      j   und  das  Volumen 


wild  nach  Gleichung  (70.) 

(74.)                                   V 

_  irVm 
~~  '  27~ 

Da  das  Volumen  des  gegebenen  Kegels  gleich  —      i^t.  so 

ö 

ist  das  Volumen  des  grössten  Cylinders,  der  sich  in  einen  geraden 

4 
Kreiskegel  einschreiben  lässt,    gleich  -  von  dem  Volumen  <ies 

y 

Kegels. 
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Aufgabe  17.  Man  soll  unter  allen  Cylindem,  welche  sich 
einem  geraden  Kreiskegel  einschreiben  lassen  (Fig.  57),  den- 
jenigen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Maximum  ist. 

Auflösung.    Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  me  in 
«ler  vorhergehenden  Aufgabe,   so  erhält  man  für  die  Mantel- 
fläche des  Cylindei-s 
(75.)  M  =  2x7ty. 

Nach  Gleichung  (71.)  ist  aber 


^), 


liildich  wird 


Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 
(76.)  f{x)  —  rx  —  ^, 

deshalb  wii'd 
(77.)  f^^jr)  =  r-2x,    r{x)  =  -  -2. 

Daraus  findet  man,  dass  die  Jlantelfläche  für  a:  =       ein 
Maximum  wird. 

Aufgabe  18.    Ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  58)  soll  so  ge- 


tbrmt  werden,  dass  es  bei  gegebenem  Vo- 
lumen eine  möglichst  kleine  Gesammt- 
oberfläche  besitzt.  In  welchem  Verhält- 
nisse stehen  dann  die  Höhe  und  der  Halb- 
messer der  Grundfläche? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Halb- 
messer CB  der  Gnindfläche  mit  x^  die 
Höhe  CB  mit  y,  die  Oberfläche  mit  /' 
und  das  Volumen  mit  F,  so  wird 


Flg.  5«. 


fc 


B 


C—x—^H 


(78.) 
179.) 


V  =  x^ny^     oder     y  = 


V 

x^n 


F=  2x7Ty  +  2x^7r  =  2  Fi"*  +  2x^71  =f{x), 
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(80.)     f\z)  =  —  2  Far-a  +  4a:7r  =  23r\23?n  —  F)  =  0. 
Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (78.) 


(81.) 


22?n  z=  Vy     y 


— f£ 


Für  diesen  Werth  von  x  tritt  wirklich  ein  Minimum   ein, 
denn  es  wird  dann 
(82.)       f\z)  =  4  Fi-»  +  47r  =  87r  +  47r  =  127r  >  0. 

Die  Geaammtoherfläche  wird  daher  möglichst  Alet'n,  wenn  der 
Durchmesser  des  Grundkreises  und  die  Höhe  einander  gleich  sind, 

Aufgabe  19.  Ein  cylindrisches  GeflLss  (Fig.  58)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  bei  gegebenem  Volumen  (nicht  die  Gesammt- 
oberfläche,  sondern  nur)  der  Mantel  und  die  eitie  Grundfläche 
zusammen  ein  Minimum  werden. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 
(83.)  f{x)  =  2zny  +  x^n  =  2  Vz'^  +  ^n, 

(84.)         f\x)  =  —  2Fa:-2  _|.  2;r7i  =  0  für  a^n  =  F. 

Dies  giebt 

(85.)  y^x^-)!—. 

und  zwar  tritt  für  diesen  Werth  von  z  wirklich  ein  Minimum 

ein,  weil 

f\x)  =  4Fa:-3  +  2/1:  =  ß/r  >  0 

wird.  Hier  muss  also  der  Halb- 
messer der  Grundfläche  der  Höhe 
gleich  sein, 

Aufgabe  20.  Man  soll  einer 
Kugel  einen  geraden  Kegel  (Fig.  59) 
einschreiben,  dessen  Mantelfläche  ein 
Maximum  ist. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  BO   der  Kugel   mit  a, 
den  Halbmesser  AC  von  der  Grund- 
fläche des  Kegels  mit  y,  die  Scheitelkante  AS  mit  s  und  die 
Höhe  CS  mit  z,  so  wird  die  Mantelfläche  des  Kegels 
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(^^1 


(S7.)  M  =  j/TTS, 

Xun  ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Planimetrie 
(/^^.)  y'^  =  x{2a  —  x),     «*  =  2ax; 

dt*slialb  wird 
iS\).)  3/2  =  2ax\2a   -  x)7t^. 

Ist  3/  ein  Maximum,  so  gilt  dasselbe  von  M\  folglich  hat 
man  hier  zu  setzen 

( 90.)  fix)  =  x\2a  —x)  =  2ax^  —  x^ ; 

<lies  giebt 

f'{x)  =  4:az  —  Sx^  =  xi-^a  —  3a-), 
J"{x)  =  ^a    -ßx. 

Für  X  =  0  wird  f(x)  ein  Minimum,  dagegen  wird 

ein  Maximum. 

Aufgabe  21.  In  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  soll  eia 
Cylinder  mit  möglichst  gi*osser  Gesammtoberfläche  einbeschriebeii 
werden.     (Vergl.  Fig.  60). 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  der  Grundkreise  mit  x 
und  die  Höhe  des  Cylindei^  mit  y, 
so  wird  die  Oberfläche 
(93.)       F=2x^7r  +  2xny. 

Bezeichnet    man    femer   den 
Winkel  BAC  mit  y,  so  wird 
2x  =  2a  cos  y, 
y  =  2asin9), 

folglich  geht  Gleichung  (93.)  über 
in 

(93a.)  F=  2arn  co%^<f +^(1^71  sinr/  cosy = 20^71  (cos V + 2  siny-  cosy )^ 

Deshalb  setze  man  in  diesem  Falle 
(95.)  f{(p)  =z  cos'y  +  2  sin  y  cos  (f, 

also 


(94.) 
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(96.)  /'(y)=— 2cosysiny+2cosV-  2sinV=2cos(2y) — sm(2^  K 

(97.)  f'\2(f)  =  — 4sili(2^)  — 2cos(2y'). 

Ein  Maximum   odei'  Minimum   kann   daher  nur   einti-eten. 
wenn 

(98.)  tg(29^)  =  2.     oder    _^^?J-=2, 

also  

(98a.)       tgy^-ij-^^     smcf.  =  l'^2^^.^, 

cosy.  =  .^|/2=b^. 

ist.  Da  (f  ein  spitzer  Winkel  sein  muss,  so  kann  hierbei  uiir 
das  obere  Vorzeichen  gelten.  Man  erhält  daher  nach  den  Glei- 
chungen (94.)  _  _ 

(99.)  x  =  acoSff  =  ^-  -y  2  +   -      •   y  =  2asiny  =  ay2  --     7     • 

^'un  wird  nach  den  Gleichungen  (98a.)  und  (97.) 

(100.)      cos(2y)  =    /     ,  sin(2f/)  =   J_. ,  f'\<p)  =  -  2  /5  <  O. 

folglich  tritt  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  ein 
Maximum  ein. 

E.    Aufgaben  aus  der  Physik  und  Mechanik. 
Aufgabe  22.    Man  soll  aus  einem  Baumstamme  mit  kreis- 
föiTuigem  Querschnitte  (Fig.  61)  einen  Balken  mit  rechteckigeni 

Quei-schnitte   so  ausschneiden,    dass 
seine    Tragfähigkeit    ein    Maximum 


wii'd. 

Auflösung.  Da  die  Tragfähig- 
keit T  proportional  zu  der  Breite  a: 
des  Querschnitts  und  proportional  zmn 
Quadrate  der  Höhe  y  desselben  ist, 
so  wird 

2'  =  cxy', 
wobei 


§  57.    Majdma  und  Minima;  Aufgaben.  285> 

wviin  man  mit  d  den  Durchmesser  AC  des  Kreises  bezeichnet. 
Dies  giebt 

1 101.)  r  s=  cx((P  -  x^)  =  c{<Px  —  x% 

U)2.)  f{x)  —  <Pz  —  3^, 

( 1U3.)  f\x)  =  d^     -  Sx«  =  0     für    X  =  J  - . 

Für  diesen  Werth  von  x  tritt  ein  Maximum  ein,  denn  es  ist 

Die    Tragfähigkeit   des   Balkens   ist    daher    ein   Maximum y 
(renn 
a05.)       x^\y^\d'  =  l\'2'rd,     oder     .r  :  y  :  rf=  1  :y2  :]/3. 

Aufgabe  23.  Auf  derselben  Seite  einer  geraden  Linie  MN 
'  Fig.  62)  seien  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben ;  man  soll  die 
Lage    des    Punktes   C    auf    der  pj^  ^^ 

Geraden   MX  so  bestimmen,  dass        j 
A(J'-{'  CB^  ein  Minimum  wird.  '^ 

Auflosung.    Fällt   man  von  A         \       ^,  u 

und  B    auf  MN   die    Lothe  AAx         a         \  / 

und  BBx,  dann  sei  '  i 

^i^  =  a,     ByB  =  b,  jr^ _^ 

A,Bi  =  l;  ^i        '         «^      ^'^1 

>etzt  man  also 

AtC  =  z,    so  wird     CBi  =  l  —  x. 

Dies  giebt 
.  lOG.)      AC'  +  Ca'  =  «2  +  a:2  +  J2  +  (l—xy-  =f{x% 
1 107.)      /'(a:)  =  2x  —  2{l  —  x)  =  ^x--  2/,    /"(:r)  =  4, 

tolglich  wird  f{x)  ein  Minimum  für  «  =  ^  '    d.  h. ,  wenn  der 

Punkt  C  in  der  Mitte  zwischen  u4i  und  Äi  liegt. 

Aufgabe  24.  Auf  dei-selben  Seite  einer  geraden  Linie  MS 
iFig.  62)  seien  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  die 
Laee  des  Punktes  C  auf  der  Geraden  MN  so  bestimmen,  dass 
A(j  +  CB  ein  Minimum  wird. 


286  §  57.     Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 

Auflösung.    Die  Function,  welche  hier  ein  Minimum  werden 
soll,  ist 
(108.)      AC+  CB  =  l/aM:^  +  yi^^lZT^y  =/(x). 

Dies  giebt 

(109.)  /  {z)  =  —  ^  ___-    -  j^2 -|^^= ' 
(110.)/»  =  — — ;^--=-_,     -  + 


Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  für  welche  y'(^)  ^'^*' 
schwindet,  beachte  man,  dass  aus  Gleichung  (109.)  folgt 

•^'^^^  ^^C^JJ^^  ^^^  ^C^i  -  cos  BCB,. 
Dieser  Ausdruck  vei-schwindet,  wenn  der  Winkel 
(111.)  ACA,  =BCßi. 

Die  beiden  Dreiecke  ACAt  und  BCBi  sind  deshalb  ähnlich, 
und  es  wird 

x:a  =  {l      z) :  ä, 
oder 

(112.)  x  =  —--.,      l~-x  =  ——' 

Da  bei  dieser  Bestimmung  von  x  die  zweite  Ableitung  von 
f{x)  nach  Gleichung  (110.),  nämlich 

(113.)  r{x)  =  -k^~+^~^^]^ 

^  ^  A&         Bif 

positiv  ist,  so  wird  -46'  +  OB  ein  Minimum. 

Wegen  Gleichheit  der  Winkel  ACAx  und  BCBy^  ist  die 
gebrochene  Linie  ACB  der  W^eg,  den  ein  Lichtstrahl  nehmen 
wüi'de,  der  von  dem  Punkte  A  ausgeht  und  von  der  Geraden 
MN  nach  B  reflectirt  werden  soll. 

Dieser   Weg  ist  demnach  ein  Minimum. 

Aufgabe  25.  Die  Gerade  MN  (Fig.  63)  trenne  das  Medium, 
in  welchem  das  Licht  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortbewegt, 
von  dem  Medium,  in  welchem  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
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gleich  d  ist;  in  welchem  Punkte  C  muss  der  Lichtstrahl  die 
Gerade  MN  treffen,  damit  er  in  der  kürzesten  Zeit  vom  Punkte 
Ä  in  dem  ersten  Medium  znm  Punkte  B  in  dem  anderen  Medium 
gelangt,  und  nach  welchem  Gesetze  wiid  er  gebrochen? 


Auflösung.  Unter  Benutzung 
derselben  Bezeichnungen  wie  bei 
den  beiden  vorhergehenden  Auf- 
gaben wird  in  diesem  Falle  die  Zeit 
/],  welche  der  Strahl  braucht,  um 

AC 
von  A  nach  C  zu  gelangen,         » 

und  die  Zeit  /2,  welche  er  braucht, 

mn  von  V  nach  B  zu  gelangen,     ,  j 

d 


Fig.  03. 


»i    N 


Setzt  man  also 

^^^^•)            t=/'.  i=?. 

so  erhält  man 

(115.)      f{x)  =  t,  +  h=p  y««  +  x^  +  q  yp  +  (^  _ 

-xf, 

(116.)    fXx)=^-J3. Mi-^)     ^0 

oder 

(116a.)  /'(^)  =  ^?_V_^^^_l  =  ^cos«- 


Aü 


VB 


qCüSß  =  0, 


wobei  die  Winkel  AiC'A  und  ByOB  bezw.  mit  «  und  itf  bezeichnet 
sind.  Kennt  man  die  Winkel,  welche  das  Einfallsloth  im  Punkte 
C  mit  den  Strahlen  AC  und  BC  büdet,  bezw.  r  und  d,  so  wh-d 


also 

(117.) 


psinr^qsmd,    oder    ?^r  =  ^^, 

c  d 


siny  :sin(J  =  c:rf. 
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Li    diesei'    Gleichung    ist    das    Gesetz    ausgesprochen^    fuich 
icelchem  der  Strahl  im  Punkte  C  gebrochen  wird. 
Aus 

(118.)  rix)^-    ^t.. .    + ?^  .-_.-.-  _, 

"     Aü'      ^      BC"     ^ 
folgt  wieder,  dass  p  .  AC  +  q  .CB  ein  Minimum  wii'd. 


VII.  Abschnitt. 

Bestimmnng  von  Ansdrücken,  welche  an  der 
Grenze  eine  der  nnbestimmten  Formen 

^- .  ^,  0 . CO ,  oo  —  oo,  0«,  CO«,  1"  haben. 

§  58. 

Ausdrücke  von  der  Form  ^  ■ 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  81.) 
Nähern  sich  in  dem  Bruche  ,.,— ^  Zähler  und  Nenner  der 
Grenze  0,  wenn  sich  z  dem  Werthe  a  nähert,  so  erhält  dieser  Bruch 
tor  X  gleich  a  die  unbestimmte  Form  •  Beispiele  dafür  kom- 
men in  der  Differential -Eechnung  sehr  häufig  vor.  Schon  die 
Erklärung  des  Differential-Quotienten  (vergl.  Formel  Nr.  15  der 
Tabelle) 

,1.)  /'(.)  =  iim^(^;)-{(^) 

liefert   den  Grenzwerth   eines  Ausdruckes  von   der  Form   -  • 

Indem  man  x  mit  a  und  Xi  mit  x  vertauscht,  geht  Gleichung 

(1.)  über  in 

,2.)  /'(a)  =  lim->MziÄ; 

Xi=a         X         a 

ebenso  ist 

..3.)  y'(a)  =  limÄzl^). 

^  ^   ^        x=a         x—a 
Kiepert,  Differential-Rechnung.  ^iT 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  schon  die  Lösung  der  vor- 
gelegten Aufgabe.    Weil  nämlich  nach  Voraussetzung 
(4.)  f/r(a)  =  0     und   f{a)  =  0 

ist,  so  erhält  man 

?<?)  —  vjß) 
ff^  ^  (fix)  —  ff(^  ^       x  —  a 

X  —  a 


(5.) 
also 


limy(^)^<K«) 


IQ  \  lim  ^^^^  =  ^  — «  _  _  V'i«) 

X  —  a 

Man  findet  daher  den  toahren   Werth  von  lim  ..-  v  >   indem 

man  Zähler   und  Nenner  einzeln  differentiirt  und  in  den   Quo- 
tienten der  Ableitungen  x  gleich  a  einsetzt, 

Gleichung  (6.)  fiihrt  zu  keinem  brauchbaren  Resultate,  wenn 
(f\a)  und  f\a)  entweder  beide  gleich  Null  oder  beide  unendlich 
gi'oss  werden.  Deshalb  möge  Gleichung  (6.)  dm*ch  die  folgemle 
Untersuchung  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  gebracht  werden. 

HOlfSSatz.  Verschwifidet  die  Function  F{x)^  die  mit  ihrer 
ersten  Ableitung  F*{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig  und 
endlich  sei7i  möge,  für  a:  =  a  und  für  a;  =  i,  so  giebt  es  zin- 
schen  a  und  b  mindestens  einen  Werth  von  x  —  er  heisse  $  — , 
für  welchen  F*{x)  r=  0  tcird. 

Beweis.  Wäre  F'{x)  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  a 
und  b  positic,  so  mtisste  nach  Satz  3  in  §  13  (Seite  81)  die 
Function  F(x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  beständig  zu- 
nehfnen.  Es  müsste  also,  da  F{a)  =  0  ist,  F{b)  >  0  sein ,  und 
das  widerstreitet  der  Voraussetzung.  Wäre  dagegen  jP'(^)  ^^r 
alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  b  negativ,  so  müsste  nach 
demselben  Satze  F(x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  J  beständig 
abnehmen.  Es  müsste  also,  da  F(a)  =  0  ist,  F{b)  <  0  sein,  wa> 
gleichfalls  der  Voraussetzung  widerstreitet. 
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Deshalb  muss  F\x)  in  dem  betrachteten  Intervalle  positive 
iifid  negatice  Werthe  annehmen.  Es  sei  z.  B. 
F\xx)  >  0  und  F\x^:)  <  0, 
wotjei  xi  mid  x^  beide  zwischen  o  und  Ä  liegen.  Da  nun  F\x) 
in  dem  betrachteten  Intervalle  nach  Voraussetzung  eine  stetige 
Function  ist,  so  giebt  es  na^h  Satz  14  in  §  8  (Seite  55)  zwi- 
schen xx  und  Xi  mindestens  einen  Werth  von  x^  für  welchen 
F\x)  gleich  Null  wird.  Dieser  Werth  von  a-,  welcher  |  heissen 
raüge,  liegt  deshalb  auch  zwischen  a  und  6,  so  dass  die  Grösse 


i'-) 


0  —  a 


zwischen  0  und  +  1  liegt.    Aus  Gleichung  (7.)  findet  man 

Ib.)  5  =  tf  +  0(i  —  a), 

also 

v9.)  jF'(5)  =  F\a  +  ®(6  —  a)]  =  0. 

Den  Sinn  dieses  Satzes  kann  man   am   besten  erkennen, 
indem  man  die  Function 

durch  eine  Curve  geometrisch  darstellt,  welche  die  X-Axe  in 
den  Punkten  A  und  B  schneiden  muss,  wenn  man 

0^  =  a,     OB^b 
macht.     (Fig.  64  und  65.) 

Fig.  es. 
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Wenn  nun  die  Curve  (dem  Falle  F\a)>0  entsprechend) 
im  Punkte  A  steigt  (Fig.  64),  so  muss  sie,  um  die  X-Axe  im 
Punkte  B  wieder  zu  erreichen,  nachher  faUen^  d.  h.  für  spätere 

19* 
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Werthe  von  x  muss  F*{z)  negativ  sein.  Da  nach  Voraussetzung^ 
t\x)  in  dem  Intervalle  stetig  und  endlich  ist,  so  nmss  bei  dem 
tibeigange  vom  Steigen  zum  Fallen  auf  der  Curve  ein  Punkt  P 
mit  der  Abscisse  OQ  =  ?  liegen,  in  welchem  die  Tangente  zur 
X-Axe  parallel  ist,  d.  h.  i^'(>')  ist  gleich  Null. 

Wenn  dagegen  die  Curve  (dem  Falle  F'{a)<^{)  entsprecliend 
im  Punkte  Afäüt  (Fig.  65 ),  so  muss  sie,  um  die  X-Axe  im  Punktt- 
B  wieder  zu  erreichen,  nachher  steigen^  d.  h.  füi'  spätere  W^ei-tlie 
von  X  muss  F'{x)  positiv  sein.  Auch  hier  muss  also  bei  dem  Über- 
gange vom  Fallen  zum  Steigen  auf  der  Curve  ein  Punkt  T^  mir 
der  Abscisse  0Q  =  '^  liegen,  in  welchem  die  Tangente  zur  AT-Axe 
parallel  ist,  d.  h.  F'Ci)  ist  auch  in  diesem  Falle  gleich  Null. 

Der  Satz  bleibt  sogar  auch  dann  noch  richtig,  wie    man 
ohne  Weiteres  erkennt,  weim  die  Curve  in  dem  Pimkte  -4   oder 
B^  oder  auch  in  beiden  Punkten  auf  der  X-Axe  senkrecht  steht. 
wenn  also 
J"'(a)=±oo,  oderi<X^)=±oo,  oderJF'(«)==*^^  t4ndF\b)=z±=:c<z. 

Hülfssatz  2.     Sind  die  Functionen  €f{x)  und  f{x)  mit  ihren 
erste?i  Ableitungen  (p'{x)  und  f*{x)  in  dem  Intervalle  con   a   bis 
b  stetig  und  endlich ,    so  giebt  es  zwischen  a  und  b  mindeste tts 
einen  Werth  von  x^  für  welchen 
,-^.  U(b)  —  <f{a)_(p'{x) 

wird. 

Beweis.    Die  Function 
(11.)      Fix)  =  y(x)  -  y.(a)  -  jfg  Zf"J)  iA^)  "/(«^l 

verschwindet  für  a:  =  a  und  x  =  b  und  bleibt  mit  ihrer  Ab- 
leitung F\x)  nach  den  Voraussetzungen  des  Satzes  in  dem  Intei- 
valle  von  a  bis  b  stetig  und  endlich,  wenn/(J)  von  f(a)  ver- 
schieden ist.  Deshalb  giebt  es  nach  dem  ersten  Hülfssatze 
zwischen  a  und  b  mindestens  einen  Werth  von  Xy  für  welchen 
F'(x)  verschwindet.  Nennt  man  diesen  Werth  wieder  ?,  so  er- 
hält man  also 

oder 
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,., .  y(ft)-y(a)  ^  v'(S)  _  tp^[a  +  ('){b  -  a)] 

und  wenn  man  h  =  x  setzt, 

( loo  y(3^)  — y(^)  ^  5r1"a_+  (-y^x—  a]] 

JV)-fV)      f'[a+e{x-  -a)j 

Diese  Formel  stimmt  mit  Gleichung  (26.)  in  §  36  überein, 
wenn  man  die  Buchstaben  ./  und  x  bezw.  mit  tp  und  z  ver- 
tauscht. Sie  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  y'(^)  oder 
/ifl),  oder  yVa)  und  f\(i)  unendlich  gross  werden. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass 

y(a)  =  0     und   f(a)  =  0 
ist,  geht  Gleichung  (I2a.)  über  in 

(13  1  '^^"^  ^  ^'[«  +  <'K^  —  a)\  ^  ff'(^) 

•    •''  fix)       f\a  +  0(x~a)\      /\>)' 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  x--a  sein  mag,  folglich  wii*d 
hm  '  ^     =  hm  '  -::  > 
o'ler,  da  £  mit  x  zugleich  sich  dem  Grenz werthe  a  nähert, 
in.)  lim?^";  =  limt^"). 

Diese  Gleichung  geht  ohne  Weiteres  in  Gleichung  (6.)  über, 
\Yemi  (f\ä)  und/'(o)  nicht  beide  gleich  0  sind  oder  nicht  beide 
unendlich  gross  werden. 

Aus  Gleichung  (14.)  findet  man  sogleich,  dass  man  das  an- 
gegebene Verfahren  noch   zum   zweiten  Male  anwenden  muss, 
wenn  auch 
(15.)  \vai(f\x)  =  0     und    lim/'(.r)  =  0 

ist.    In  diesem  Falle  wird  also 

Wird  auch  noch 
117,1  lim(f'\x)  =  0    imd    lim/"(^)  =  0, 
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SO  wendet  man  dasselbe  Verfaliren  auf  lim  r,}A  an,  indem 
man  Zähler  und  Nenner  einzeln  differentiirt,  und  erhält 

Kommt  man  bei  Fortsetzung   dieses  Verfahrens  zu    einem 

Bruche,  der  für  lim  a:  =  a  nicht  mehi-  die  unbestimmte  Form 

hat,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.  In  diesem  Falle  ergiebt  sich  die 
allgemeine  Regel:  Ist 

lim(p{x)  =  0,     liuKpXx)  =  0,    ...  ]im(f'^*'-%x)  =  O, 

tc=a  r=rt  x—a 

^^^•>  I  \\mf{x)  =  0,     \\va.f(x)  =  0,     ...  ]im/("-')(a:)  =  O, 
SO  ist 

Bei  dieser  Herleitung  dürfen  limy('')(a:)  und  lim/<">(Ä:)  auch 

x«=a  z—a 

unendlich  gross  sein.  Macht  man  aber  die  Voraussetzung,  dass 
die  Functionen  ^{x)  und  f{x)  mit  ihren  ersten  n  Ableitung-en 
stetig  und  endlich  bleiben  für  alle  Werthe  von  x,  deren  Unter- 
schied von  a  beliebig  klein  ist,  so  kann  man  dasselbe  Resultat 
auch  durch  Anwendung  der  Taylor'schen  Eeihe  finden.  Nach 
Fonnel  Nr.  50  der  Tabelle  ist,  wenn  man  n  +  1  mit  n  vertausclit, 

(21.)  /W  =/(«)  +-^j^°'  (,^  -  .)  +-f"ff  (^  -.)<  +  ... 

ebenso  findet  man 

(22.)     9{x)  =  y(«)  +  ^'[f-  (x  -  u)  +  ?  ^f  (x-ay+... 

[?i  —  1} !  n\  ^  ^ 

Wenn  aber  die  in  den  Gleichungen  (19.)  angegebenen  Voraus- 
setzungen gelten,  so  reduciren  sich  diese  Gleichungen  (21.)  und 
(22.)  auf 

(2.a.)  /W=^a»-±«i— "»lt.-.)., 
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(22a.)  V{x)='     ^    ^-/-    -     ~\x^oy\ 


toldich  ist 

(23.) 
imd 

m  Resultat,  das  mit  Gleichung  (20.)  übereinstimmt. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  die  Voraussetzung  gemacht, 
da^s  man  die  Ableitungen  von  (f{x)  und  f{x)  bilden  kann, 
namentlich  aber,  dass  a  ein  encUiclier  Werth  ist.  Diese  zweite 
Voraussetzung  darf  auch  wegfallen:  denn,  wenn  a  unendlich 
gross  wird,  setze  man 

(25.)  a:  =  ^  >     also     ^  =      > 

dann  wird 

/1\  dcpix) 

(26.)  lim^(^;=lnn     ^J^^lim-^^V- 

-^Kt)  dt 

Da  nun  aber 

^ff{^^  ,r  ^    dx  1       ,,  .     df{x)         ....  .    dx  1    ^^.  . 

i^l  so  findet  man,  auch  wenn  man  t  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche betrachtet,  nach  der  angegebenen  Eegel 

(27.)  lim  ?!"-!=  lim  yif?). 

Dabei  muss  man  die  Functionen  if\x)  und  fix)  zunächst 
tiir  endliche  Werthe  von  x  bilden  und  dann  x  unendlich  gi'oss 
werden  lassen. 

§  59. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  hm  =  hm     -  —  =  wa»*-». 

x^a    X  —  a  1 
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^.  ,,    a;  -sina:      ,.     1  — cosar       0 

,.     1  —  cosz      ,.    sinjr      0 
^^°» -3^  =  ^'"^  6?   =0' 
,.    sina:      ,.    cosa:       1 
'™    6.r  =  *™     6     =  6  • 

«=o        a:  1  \6/ 

4)  lim  ^         -  =  hm --j-  =  -  • 

5)  hm  — ; ^  Imi =  2. 

x=u      sma:  COSa: 

1 

6)  hm  -^ : ^  hm- =  ,  • 

x=(»    ^  —  Sma:  1  —  COSa:  0 

Nun  ist  aber 

1  1  —  cos^ar      (1  —  cosa:)  (1  +  cosa:  +  cos-a-) 

-  ^     -  -  COSa:  = —       ^ ^ ; 

cos^a:  cos^a:  cos^a; 

folffUch  wird 


'^o 


,.     \^x  —  smr        ,.     1  +  cosa;  +  cos^a; 

hm ; =  hm  — ^ =  3. 

x=o    X-  sma;  cos-a: 


a:"-  -  a"  ,.     nr 


,n— 1 


7)  hm  -.    -        ^—--  =  hm       -     =  hma?**  =  a". 


i=o        a:  1 

Die  Aufgabe  8  findet  folgende  geometrische  Anwendiins:. 
In  der  Integral -Rechnung  erhält  man  für  die  Oberfläche  des 
Körpers,  welcher  durch  Rotation  der  Ellipse  um  die  grosst  Axe 
entsteht,  den  Ausdruck 

(1.)  I<  =  262/r  +  arc  sm  f  ^  J» 

oder,  wenn  man       =a;  setzt, 
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da.)  F=  2b^n  +  2abn  •  ^^'^^^^^ . 

X 

Wenn  nun  die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  also 

a  =  Ä,     c  =  ]/  a^—  62"  =  ü,     :r  =  0 

wird,  so  geht  das  Hotafions-Üllipsoid  in  eine  Kugel  über,  und 

das  zweite  Glied  in  dem  Ausdruck  für  F  erhält  die  Form     • 

Benutzt  man  aber  das  soeben  gefundene  Resultat,  so  ergiebt 
sich  für  die  Oberfläche  der  Kugel  aus  Gleichung  (la.)  der  be- 
kannte Ausdruck 

Auch  dieses  Eesultat  findet  eine  geometrische  Anwendung. 
In  der  Integral -Eechnung  erhält  man  für  die  Oberfläche  des 
Körpers,  welcher  durch  Eotation  der  Ellipse  um  die  kleine  Axe 
entsteht,  und  welcher  Sphäroid  genannt  wird,  den  Ausdruck 

,2.)    /•=•>«*.+  ^  1  r«+n=  2«V+i«. Kl +4-1(1- .)  ^ 
e        \a — e/  er 

Avenn  man  wieder      mit  x  bezeichnet.    Geht  nun  die  Ellipse  in 

einen  Kreis  über,  wird  also 

a  =.  b,     e  —  0,     a:  =  0, 
so  geht  das  Sphäroid  in  eine  Kugel  über,  und  das  zweite  Glied 
in  dem  Ausdrucke  für  F  erhält  die  Form     •  Benutzt  man  aber 

^las  soeben  gefundene  Eesultat,   so  ergiebt  sich  für  die  Ober- 
tiiiclie  der  Kugel  aus  Gleichung  (2.)  der  bekannte  Ausdruck 


7lX*^~^  -    w  __  0 

~2{x  -   rf  ~  0 

72(n  —  l)r*'--  _  n{7i  —  1 ) 


F  = 

4a^7i. 

10) 

hm  — 

1 
1  ' 

=  lim 

nx""- 

1 

i 

:=  71. 

11) 

Imi    - 

-nx 

■  1)-^ 

—  1 

=  lim 

=  lim 
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Die  beiden  letzten  Aufgaben  10  und  11  finden  Anwendung 
in  der  Eentenrechnung.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  Ry  den 
Baarwerth  einer  Leibrente,  die  den  Betrag  1  hat  und  einer 
Person  im  Alter  von  y  Jahren  am  Anfange  eines  jeden  Jahres 

ausgezahlt  wird,  und  mit  R^"^  den  Baarwerth  einer  Leibrente 
von  gleichem  Betrage,  die  einer  Person  gleichen  Altere  in  n 
Quoten  am  Anfange  eines  jeden  w*«'  des  Jahres  ausgezahlt  wird, 
so  ist 

wobei  der  Zinsfacior  r  duixh  die  Gleichung 

(4.)  lOOr  =  100  +  Procenie 

erklärt  wird.    Der  in  Gleichung  (3.)   gegebene  Ausdruck  für 

Ry  **    ist   für  die  numerischen  Berechnungen   sehr   unbequem; 

deshalb  benutzt  man  gewöhnlich  einen  Näherungswerth,  den  man 

erhält,  indem  man  den  Zinsfactor  r,  welcher  so  wie  so  von  1 

w^enig  verschieden  ist,  gleich  1  werden  lässt.    Setzt  man  dann 

noch 

(5.)  r  =  a;**,     also     ■j/r  =  a;, 

so  wird 


O 


nz  +  n  — 1 


hmÄy       =lim^-— ,( —      -)Ä«— hm   „ — --:- 

oder  mit  Eücksicht  auf  die  in  den  Aufgaben  10  und  11  gefun- 
denen Resultate 

(6.)  WmRp^Ry-''-^^^^. 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Näherungs- 
werth von  dem  wahren  Werthe  sehr  wenig  verschieden  ist. 

10N  V        sf  —  x         ,.    {l+\x)x'—l       0 

lim  (1+ i^_i  =  ito  iL+ L-L-Hi^  =,  _  2. 

—  l  +  x-^  -  -  x-^ 
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oo 


13)  lim-^^ ^>-— -  \ =  hm— ?^ 

]/a:--«  — a2  +  >^'+^       V2^         1 

In  diesem  Beispiele  werden  (p\a)  und  /'(a)  beide  unendlich 
gross;  es  ist  aber  in  §  58  ausdrücklich  nachgelesen  worden, 
dass  die  angegebene  Eegel  auch  in  diesem  Falle  noch  richtig 
bleibt. 

,,.    ,.     1  —  COSa:       ,.  sina:  0 

14)  hm -^^-  =  lim ^-» — — — ; ^  =  ^  • 

^    x=oCOSa;sm*a:  — sm^a;  +  2sma:C0S^a;       0 

Nun  ist  aber 

sina; 1 

—  sin^a:  +  2  sina:  cos'-^a; "  —  sin^a:  +  2  cos*a; ' 

folgüch  wird 

,.      1  —  cosa;       1 
lim 


x=o  cosajsin-^a;       2 


§  60. 

Ausdrücke  von  der  Form  ^. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  81.) 
Werden  die  Functionen  q>(x)  und  f{x)  beide  für  x  gleich  a 
unendlich  gross,  so  wird 

Um  den  Grenzwerth  zu  ermitteln,  dem  sich  in  diesem  Falle 
^,-:  nähert,  setze  man 

(1.)  q,(x)  =      ,  wt    also    (pi{x)  =     — .  j 

r2.)  /(-)  =  /^.)'  ^'««  ■^•(^)=/(V 

dann  folgt  aus  lim9-(:^)  =  cxd  und  lim/(a:)  =  oo 
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oo 

(3.)  Mm(pi{x)  =  0    und    lim/i(r)  =  o, 

und  man  erhält 

x^af(x)  (fi(x)        0 

d.  h.  man  hat  diese  Aufgabe  auf  die  in  §  58  behandelte  Auf- 
gabe zurückgeführt.    Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  ^} 

für  ar  =  a  einem  bestimmten,  endlichen  (oder  unendlich  grossen; 
Grenzwerthe  A  nähert,  ergiebt  sich  nach  'der  damals  gefiindenen 
Regel 

(5.)  ^  =  lini^fJ  =  lim^;i^V 


Nun  ist  aber 


__/'<^).     ,.'J^^ f'^^l 


f\{x)  =  —  •'        '  ,      (f.\{x)  =  — 


folglich  wird 

J^xy     if\x)  <f'(x)  lf(x)\ 

oder  mit  Kücksicht  auf  Gleichung  (5.) 

(6a.)  A^AK\m^-lr\' 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A  von  0  verechieden  ist. 
kann  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  -4^  diAidiren  und 
erhält  dadurch 

A  ff\x) 

oder 

(8.)  J=limt1  =  limtS''!- 

Es  gilt  hier  also  dieselbe  Regel  wie  bei  den  Ausdrücken. 

welche  an  der  Grenze  die  Form      annehmen,  d.  h.  man  findet 

den  AVerth  von  lim^^j   indem  man  Zähler  und  Nenner  ein- 

./(^) 
zeln  difFerentiiit  und  in  den  Quotienten  der  Ableitungen  x  gleich 
a  einsetzt. 
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Diese  Kegel  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  A  den 
Weilh  O  bat.    Denn,  wenn  man  in  diesem  Falle  den  Ausdruck 

betrachtet,  so  erkennt  man,  dass  er  für  z  gleich  a  wohl  die 
Fonii  ^  annimmt,  aber  den  von  0  verschiedenen  Werth  1  hat. 
Man  darf  daher  die  eben  ausgesprochene  Kegel  anwenden  und 
erhält 

ao.)  „^/(.)  +  >.(x)_„^/'(^)4.^-(.., 

oder 

folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 

(11.)  hm^.      =lim;,      • 

Wei-den  lim/'(a:)  und  lim^'(^)  "^^^^^  gleich  0,  oder  werden 

sie  beide  unendlich  gross,  so  findet  man  durch  nochmalige  An- 
wendung dereelben  Kegel 

und  kann  so  fortfahren,  bis  sich  ein  bestimmter  Werth  ergiebt. 

Auch  hier  darf  die  Gi'össe  a  unendlich  gross  werden ,  wie 
man  durch  die  in  §  58  ausgefähi-te  Untersuchung  zeigen  kann. 


§  61. 

Uebungs-Beispiele. 

5 


,x      1-        tg(5^)        r      COS*  (5a:) 

1)   ^„tgx  -^"»— 1-   = 


,.       bcos^x        0 
lim  .    ..,,  ,  =  -  j 


tga:  1  C0S'^(5a:)       0 

^  ~  2  COS-a: 

.       5C0S-a;    _  ..     _-— lOcosarsina:      __  ..      sin(23:)   _  0 
^™  COS\5x)  -  ™  _  iöcoT(5a:)  sin(5ir)  ""  ""^  sin(10a:j  ""  0  ' 


302       §  61.    Ausdi-Ücke  von  der  Form  — ;  Uebungs-Beispiele. 

lün  ^lli^  =  lün .  2£2!f2x)__  -  2  ^  1  , 
sin(10.r)  10cos(10a;)      —  lü       5 

2)  lim       =  lim      =  0. 

3,     ,.       a-2        ,.     2a:       ,.2.1       ^ 

3)  hm       =  hm      =  hm  —  . -  =  0. 

a:"        CO 

4)  lim     ,  = 

Zunächst  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist.     Dann  wird 

hm-   =hm-^    =      , 
e^  e*  oo 

wenn  ;i  >1  ist; 

-.     nx^^^       ,.     nin  -  -  X^T^"^ 

hm  — ,  -  =  hm 

e^  e^ 

Dieser  Ausdruck  wird  entweder  gleich 

nin  —  1)        ^         ,         oo 
^  ^       -  ==  0,    oder    —  > 

oo  oo 

jenachdem  n  gleich  2  oder  grösser  als  2  ist.  Um  die  Aufgabe 
allgemein  zu  lösen,  muss  man  Zähler  und  Nenner  n  Mal  differen- 
tiiren  und  erhält  dadurch 

lim  --  =  lim  — *-  =  -'  =  O. 

ö*  6*        po 

Dasselbe  Eesultat  findet  man  auch,  wenn  n  eine  positive 
gebrochene  Zahl  ist;  denn  in  diesem  Falle  hegt  n  zwischen  zwei 
ganzen  Zahlen  A  —  1  und  A,  so  dass  " 

k  —  l<n<k 
wird,  folgUch  ist 


hm  -     =  lim      -  —  =  Um  ■ 


oder 

Imi  -  =  hm  —  •  -,   ,-  ==  hm  -     •  hm  -jr^n 
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oo 

Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 
lün^  =  0 


uikI  da  k  —  n  positiv  ist, 


toldich  ist  auch 


lim-^L=o, 


lim    ,  =  0. 


Der  Sinn  dieses  Resultates  ist  der,  dass  füi-  hinreichend 
grosse  Werthe  von  x  die  Exponential-Function  e^  noch  grösser 
wird  als  jede  beliebig  hohe  Potenz  von  x. 

1 

-X     ,.       la:       ,.  a;  ,.1  1        ^ 

o)    lim    ^  =  hm      ^  .  =  lim      ^  =      =0: 

dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass  n  positiv  ist,  im  üebrigen  darf 
n  beliebig  klein  sein.  Der  Sinn  dieses  Eesultates  ist  dann  der, 
dass  \x  llir  hinreichend  grosse  Werthe  von  x  zwar  selbst  beliebig 
gross  wird,  aber  doch  noch  kleiner  bleibt  als  jede  beliebig 
niedrige  Potenz  von  x. 

Setzt  man  »  =  —  >  so  nimmt  für  positive  Weilhe  von  m 
das  soeben  gefundene  Resultat  die  Form  an 

lun-^-   =0. 

>y  X 


BOO  - 


1 


^.      ,.        l(tgar)         —  CO       ,.  smaJCOSa: 

^      x«ol[tg(3a:)]       —  oo  6 

sin(3a;}cos(^3a;) 
_  ,.     sin(3a:)cos(3a:)  _  ..       sin(.6:r)_  _  0 
""  3sina:C0Sa:    ""  3sin(2a:)  ~  0  ' 

,.      sin  (6a:)       ,.    6cos(6^)      6 
^™3sin(2^1=^™6cos(2:r)  =  6  =  ^- 
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Die  Losung  dieser  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man 

a 

als  Veränderliche  einfuhrt.    Dadurch  wird 

2'  =        und    lim  y  =  0, 

y  x=oo 

also 

Imi       -^  =  Imi ,—  =  a. 

y  cos-y 

5)    \iaiz{y^r  —  1)  =  lim  — - —  =  ^  ?  wo  /  =  —  gesetzt  ist, 

r< 1  r^\r 

lim  — ; —  =lim    ,    =  Ir. 

Von  diesem  Resultate  kann  man  wieder  eine  Anwendung 
machen.    Nach  Gleichung  (3.)  in  §  59  war 

(1.)  i^P=--.-^--(^--U-^^-'^=#^^ 

^        '  n«TJ^r»-'\-y^r— 1/  «*  (y^r— l)* 

oder,  wenn  man  n  mit  a;  vertauscht, 

da)  äC-:)^!^^^^ 

r[:r(fr-l)P  [^(fr-l)? 

Wird  nun  die  Zahl  x  immer  grösser  und  schliesslich  un- 
endlich gross,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

lima:(-^r  —  1)  =  Ir 

x=oo 

Avird, 

§  64. 

Ausdrücke  von  der  Form  oo  —  oo. 

Wird 
(1.)  lim  (f(x)  =  oo     und    lim/(a:)  =  c», 

x=a  ar=a 

SO  nimmt  der  Ausdruck 
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y(^)-/(^) 

ffir  x=a  die  unbestimmte  Form  c»  —  oo  an.  Den  wahren  Werth 
dieses  Ausdruckes  kann  man  wieder  dadurch  ermitteln,  dass 
man 

setzt.    Dann  wird 

(4.)  limyi(a;)  =  0,     lim/i(a;)  =  0, 

und  man  erhält 

(0.)         ^(.)_/(.)  =  _^--^=/A^-^^ 

Dies  ist  aber  ein  Bruch,  welcher  für  lima;  =  a  die  Form  — 

annimmt  und  nach  der  in  §  58  angegebenen  Regel  bestimmt 
werden  kann. 

Mitunter  gestaltet  sich  die  Umformung  noch  etwas  einfacher, 
vde  es  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 


§  65. 

Uebungs-Beispiele. 


liin=^+i-=o 


1)   S(?=T~riä)=°°-°°  = 

,.     — ar  +  l      ,.    —1  1 

lim-^3-p=lmi— =  --. 

,.    a;la;— a:  +  l      ,.     la;  +  l  — 1       ,.  l.r  0 

^''^{x-l)lT    =l^°»b:+l_;r-«  =^^°'lF-Kr-P^'  =  0 

=  hm-in— — ::2  =  bm — — -  =  — • 
x^+x^^  X  +  l       2 

20» 
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Die  Lösung  dieser  Aufgabe  wird  einfacher,  wenn  man 

^   a 

als  Veränderliche  einfährt.    Dadurch  wird 

2*=        und    limy  =  0, 
y  f=oo 

also 

lim2W.J)  =  Um|tgy  =  lim^=i, 
x«oo      \^  /      yso  y  y         0 

hm  -     -^  =  hm  — =-  =  a. 
y  cos^y 

5)    \\mx{^r  —  1)  =  lim     ~    =  -  >  wo  ^  =  —  gesetzt  ist, 

x»oo  <=0         6  0  iT 

lim  — - —  =  lim  -     -  =  Ir. 

Von  diesem  Resultate  kann  man  wieder  eine  Anwendung 
machen.     Nach  Gleichung  (3.)  in  §  59  war 

oder,  wenn  man  n  mit  x  vertauscht, 

da)   iZ  fi)^  Vrjr^-  l/^,_  f r  [r  -  1  -.(f r-  1)]  ^ 

Wird  nun  die  Zahl  x  immer  grösser  und  schliesslich    un- 
endlich gross,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  dai-auf,  dass 

lima:(-^V  —  1)  =  \r 

x=oo 
AWd, 


-1— Ir 


§  64. 

Ausdrücke  von  der  Form  eo  —  oo. 

Wird 

(1.)  limy(a-)  =  oo     und     lim/(a:)  =  oo, 

so  nimmt  der  Ausdruck 
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tür  ar=a  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo  an.  Den  wahren  Werth 
dieses  Aasdrackes  kann  man  wieder  dadurch  ermittebi,  dass 
man 

setzt.    Dann  wird 

(4.)  limyi(a:)  =  0,    lim/i(a:)  =  0, 

und  man  erhält 

Dies  ist  aber  ein  Bruch,  welcher  für  limx  =  a  die  Form  — 

annimmt  nnd  nach  der  in  §  58  angegebenen  Regel  bestimmt 
werden  kann. 

Mitunter  gestaltet  sich  die  Umformung  noch  etwas  einfache, 
nie  es  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 


§  65. 

Uebungs-Beispiele. 


,._—x-\-l        0 


lim^^=lim-^^  =  -|. 

,.    x\x—x-\-l      ,.      la:  +  l  — 1        ,.  l.r  0 

^^'°(:r-l)l:r    =^^^+1-^-.  ^^^iT+l-Ji^i  =  0 

a:-*  +x^^  X  +  1        2 

20» 
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3)    limf    . )=oo  — oo  =  lim r =--f 

hm  -    .  -    =lim^ ; =  - - 

sina:  0 

=  lim  r .   -  =  --  =  0. 

2cosa:  — arsma:       2 


4)    limf   .- , 5" )  =  CO  —  CO  =  lim 

jr«üV  sm-a;       a:-/ 


x-  —  sin^a-  _  0 
x^sin^x    "  0 


,.     X'  —  sm^a:      ,.  2x  —  2sma:C0Sa:  0 

lim  — ^  .  ,      =  lim  - — r-^   — -  -^. =  ^ 

a;-sm*a:  2a:sin-a;  +  2z2sma:  COSa:       0 

oder,  wenn  man  2a:  gleich  y  setzt, 

x^  —  sin-a;       .  4.y  —  4  siny 

lim — 7  .  .,      =limvT; .     .,  • — 

Ä=()    a;-sm^a:         y=o  2y  ( I  —  COS  tj)  +  y -sm  y 

4(1— cos  y)  0 


=  lim 


2(1  —  cos  yj  +  4y  siny  +  y^  cosy       0 
4  siny  0 


=  lim;;  .—    ,  ,.  .,  . 

6  siny  +  6y  cosy  —  y^smy      0 

_,.    4 cosy —  iL  — Jl 

""       12 cosy  —  Sysiny  —  y^cosy  ""  12  ""  3  ' 

Häufig  wird  man  bei  Behandlung  der  Ausdrücke,    welche 
für  a:  =  a  die  unbestimmte  Form     -  >       >  0  .  oo,  oder  oo  —  oc 

0  CO 

annehmen,  am  schnellsten  zum  Ziele  kommen,  indem  man  sie  so 

umformt,  dass  sie  für  x=za  die  Form  —  erhalten,  dann  Zähler 

und  Nenner  mit  Hülfe  der  Tayfor'schen  Reihe  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  —  a  entwickelt  und  durch  eine  mögHchst  hohe 
Potenz  von  x  —  a  dividirt. 

Für  die  letzte  Aufgabe  erhält  man  z.  B. 
x^ — sin-a:  =  (a:  —  sina:)  {x  +  sina*) 

=(«-iy+s-i+--x^+^-i;+--) 
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Dies  giebt 
^— sin«^  ^(aT  ~  5 !"  +  JV  ~3!  ■*■  ) 


also 


(X--+-...J 


lim  — 7-^— r  -  =  — r  = 


§  66. 

Ausdrücke  von  der  Form  0^  »•,  1~ 

Nimmt  der  Ausdruck  [(f{x)y^'^   für  ar  gleich  a  eine  der 
Foiinen 

an,  so  setze  man 

(1.)  [yWF')  =  «, 

dann  wird 

(2.)  lt*=/(:r),ly(a:), 

also 


Ist  nun 
so  wird 
ist 

so  wird 
ist  endlich 
so  wird 


lim/(a:)  =  0,    limy(a:)  =  0, 
lim/(x).ly.(:r)  =  0.  (-«,); 

arsssn 

lün/(a;)  =  0,     lmuf(;r)  =  oo, 
lim/(a:).  \<f{z)  =  0  .oo\ 

xssa 

lim/(a;)  =  oo,     lim  y  (a:)  =  1 , 
lmi/(Ä:)  .  ly(a:)  =  oo  .  0. 
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Um  den  Werth  von  lim«  zu  ermitteln,  braucht  man  nur 
den  Werth  von  lim(l«)  zu  berechnen,  der  zunächst  die  unbe- 
stimmte Form  0  •  (dr  oo)  hat  und  sich  deshalb  nach  den  An- 
gaben der  vorhergehenden  Paragraphen  behandeln  lasst 


§  67. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  limC^r*)  =  0\ 

limltt  =  liml(a:*)  =  lim(rcla:)  =  lim-^  =  — — 

=  hm ^  =  — lun-r  =0, 

folglich  ist 

lim«  =  lim(.t:*)  =  e°  =  1, 

2)  lim(rc«*"*)  =  00, 

liml«  =  liml(a:8in*)  -,  iini(sina;la:)  =  lim  ,  . — p^  =  — — 

j^ 

,.  X  ,.      sin^x        0 

=  hm =  —  hm =  — 

cosa:  arcosa;        0 


sin^ar 
,.       2sina:cosa:         0 
cos:c — xsmx      1 
folglich  ist 

hmw  =  lim(a:«^*)  =  e^  =  l. 


i(,:*+'i-)=  Qo. 


8)    lim 

limltt  =  Innf  ,   .   _,-  •  lx)=  Um  ^    ,  f ,    =  ^^^-^ 
V4  +  21a;       /  4  +  21a;       — oo 

,.      X       ,.3        3 
=  hm-^  =  lim-2-  =  -, 

lim«  =  lim(a;^+^)  =  e^  =  Y?. 
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4)    liin(a:')=  cx.<>. 


lim  1  tt  =  lim(  —  1  ar  j  =  lim  -^  = 
\x     /  z 

1 
=  lim^  =  lim-  =0, 

1  X 


folglich  ist 

lim«  =  lim\a;'y  =  «»  =  1. 

5)  lim  1/-^  =  lütt«    "  =  oqO. 

^     n=oo  f  »* 

1«  1 

limlM  =    -  2lim  —  =  —  2lim  -   =  0, 
n  n 

folglich  ist 

limw  =  lim  l/-^  =  c^  =  i. 
„=oor  »- 

Die  Bestimmmig  dieses  Ausdruckes  war  in  §  46  (Seite  208) 

erforderlich. 

6)  lim[(ctga;)«*n*]=:ooO. 

Xs=0 

1.     1  1-    r  •      1/  *      M       1-      l^COSa:)  —  l(siüa;)        oo 

hml«  =  hm[sm«l(ctg;c)]  =  hm- J^^^ =  ~o^ 

%mx      cosa: 


,.         cosä      sm:c      ,.      sma;        0 

=  hm  —T-. — r-^ =  hm  — 5—  =   -  =  0, 

—  (sma;)-*cosa:  cos-a:       1 

folghch  ist 

lim«  =  lmi[(ctga;)«i"']  =  e«  =  1. 

7)    Um(l  +  a:)^=l~ 

JtssO 

hmlM  =  hm  — 1(1  +  x)  =  hm-^^ — ' — -  =  -k 
X  '^  X  0 

1 


=  hm— .r— =1, 


folglich  ist 


1 


limw  =  lmi(l  +  xy  =  c»  =  ^. 
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Diese  Aufgabe  wird  auf  die  vorhergehende  zarückgefuhi*t, 
indem  man  x  mit  —  vertauscht. 

X 

Man  beachte,  dass  in  §  11  (Formel  Nr.  13  der  Tabelle)  die 
Zahl  e  durch  die  Gleichung 

c  =  lim^l  +  -T 
erklärt  worden  ist. 

liml«  =  limtg(7-)l(?^=^)  =  lim  ^'L^ßt^^O 


1 


■(S) 


2a  —  X        2a,.  \2a/       2 

=  hm =  —  Imi  — =  — 

-TT  n  2a — X        n 


^"KS) 


folglich  ist 


limw  =  lim  (2— -j         j  = 


Bemerkniigreii. 

1.    In  vielen  Fällen  kann  man  Grenz- Ausdrücke  von  der  Form 


oder  ~  dadurch  ermitteln,  dass  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches, 
bevor  man  den  Grenzwerth  von  x  einsetzt,  durch  einen  passenden  Factor 
dividirt.    So  ist  z.  B. 

1  -  -  cosa;  1  —  cos«  1  —  cosg 

sin^x  1  —  cos^x  ""  (1  +  cosx)  (1— cosa:)  * 

folglich  wird 

limA:^^-Um ? \:- 

x—o     sin^x  1-l-cosx        2 
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2.  Zu  demselben  Resultate  hätte  man  auch,  wie  schon  oben  hervor- 
gehoben ist,  durch  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ge- 
langen können.    Nach  den  Formehi  Nr.  54  und  Ö5  der  Tabelle  ist  nämlich 


<lies  giebt 

1  —  cosx 


sin^x 


9»        A?^ 


lol glich  ist 


a^=o     sin-x  2 


§  68. 

Zusammentreffen  unbestimmter  Formen. 

Die  Grenz- Ausdrucke,  welche  eine  unbestimmte  Form  haben, 
sind  durch  die  behandelten  Fälle  noch  nicht  erschöpft;  die  «m- 
gegebenen  Regeln  reichen  aber  zur  Erledigung  der  noch  übrigen 
Fälle  aus,  die  im  Wesentlichen  nur  Combinationen  der  bereits 
besprochenen  Grenz- Ausdrücke  sind,  wie  die  noch  folgenden 
Beispiele  zeigen  sollen. 

Nun  ist  aber 


folglich  ist 


und 


,.    sina:      ,.    cosa- 
Um —  =lim— ,—  =  1, 


1 

,.     /sina^V      ,^ 
limw  =  lmif \  =  1~ 
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isinx  —  \x        0 


limlw  =  lim 


x^  0 


oXgrx  —  x'^       ,.     rrcosa;  —  sina:       0 

—  xsinx  ,.  — sina; 

=  lim  - — -. .  ^  o =  lim 


=  lim 


4:a:sin:c  +  2a;2cosa:  isilia:  +  2a:C0S:r         <> 

—  cosa; 1^, 

6C0Sa:  —  2xsiax  ^       6' 


limt 


dies  giebt 

,.     /sina:\*"       -t        1 

Hier  ist 

,.    l(aa:)       ,,     x       _ 
lim-^^ — ^  =  lim—  =  0, 

X  1 

folglich  ist 

Um.==Umpf)-P=00, 


V    1          r     l[l(a^)]  — Irg       —  oo 
limlw  =  hm  -'--^^ — = 

X  oo 

1         1        1 


,.     \iax)      XX..     1 — l(aa:)       — c» 

=  lim   ^    ^    , =  lim — r7^  = 

1  a:l(aa:;  oo 

-r      '     ^     .^       — 1       ^  — l-.ft. 
"^™l  +  l(aa:)'a:[l-+-l(aa:)J'"   oo    "  ""^ 

dies  giebt 
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3,     limÜ_±^-rf  =  l 


1 


a:=0  ^  0 

Nun  ist  aber  nach  Aufgabe  7  in  §  67 
lim(l  +z)'  =e, 
folglich  ist 


0  1 

=  lim(l  +  a;)*.lim^  z»       — ^"'Ö 


=  «.lim^ —  =e.lim 


2x  2z{l  +  xy 

—  1  e 


2(1  +xy         2 
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(7.)  durch  Elimination  von  x  eine  Gleichung  zwischen  u  und 
nämlich 

(8.)  /(«,.*')  =  0 

herleiten,  man  kann  aber  trotzdem  die  Ausdrücke  -^-  und    - 
'  du  c 

bilden,  genau  so,  wie  sie  durch  die  Gleichmigen  (5.)  und  (C 

erklärt  sind,  und  für  das  Folgende  verwenden. 

Vermehrt  man  x  um  Jx,  so  gehen  die  Grössen  u,  v,  z  bez^ 
über  in 

,Q  N       f     U  +  Ju=:(f{x  +  Jx),      V  +  J0=:  \f){x  +  Jx\ 

\  z  +  Jz=zF{u  +  Ju,v  +  Je); 

•daraus  folgt 

Ju  =  q)(x  +  Jx)  —  ^{x)y    Jv  =  ip{x  +  Jx)  —  V(^)7 
Jz  =  F(u  +  Juj  V  +  Je)  —  F{u,  v) 

=  F{u  +  Ju,  V  +  Jv)--  F{u,  V  +  Je) 
+  F{u,v  +  Jv)--F{u,v), 
oder,  wenn  man  v  +  Jo  mit  t- 1  bezeichnet, 
(10a.)     Jz  =  F(u  +  Ju,  ci)  —F(u,  ci)  +  F(u,  v  +  Je)  — JF{u,  i 
Jz  _  F(u'^-Ju,vt)  —  F(u,vi)      F{u,v+Jv)—JF(u^  t) 
Jx  Jx  Jx 

oder 

Cll  )   -^  =  J'C«  +  Ju,  Ol)  —  F{u,  i?i)  ^  Ju 
^     '^   Jx  Ju  Jx 

F(u,  c  +  Jv)  —  F{u,  v)    Je 


{10.) 


+ 


Je  Jx 


Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Jx  verscliwi 
-dend  klein  werden  lässt,  so  werden  auch,  wenn  fp{x)  und  ip\ 
stetige  Functionen  sind,  nach  den  Gleichungen  (9.)  die  GrOss 
Ju  und  Je  verschwindend  klein,  und  man  erhält 

(12.)  lim  ^  =  lim  £(?_+_^)zi^^l  =  ^ , 

jz^qJx      ^x=o  ^x  dx 

(13.)  lim  -- -  =  lim  ^^ — ■ — -r — -^-^  =  -j   » 

jx^^iJx      jx=o  Jx  ax 

und  da  lim  vi  =  e  ist. 
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^^^.^    lin,  F(u+Ju,vi)—F[u,ti)  _  y^   F(u+Ju,vt)—F(u,tt) 

_  dF(u,  c)  _  dz_ 
~      du      ~'  du 

_  dF(u,_c)  _  dz_  ^ 
*"      de       ""  öc 
Deshalb  folgt  aus  Gleichung  (11.) 
,     .  dz  ^dz  du      dz  de 

dx'~'düdxdo  dx ' 
oder  auch,   wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dx 
multiplicirt, 

( 16a.)  dz  z=  -r- du  +  -^7—  de. 

'  du  de 

In  Gleichung  (16.)  sind  mehrere  Formeln,  die  schon  früher 
helgeleitet  worden  sind,  als  besondere  Fälle  enthalten. 

Beispiele. 

1)  Es  sei 

(17.)  z=  u±  c, 

<lanü  wird 

du      ^'     öe       -    ' 
lijlglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  den  Foiiiieln  Nr.  19  tmd  20 
der  Tabelle 


as.j 

dx~       dx       ~~  dx~ 

2j  Es  sei 

i.iy.) 

z  =  uc, 

dann  wird 

d:                dz 
Tu^'^      dc^"^ 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung;  mit  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 
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dz       d(uc)  du   ,       de 

dx        dx  dx  dx 


,      .  dz       d(uc)  du   ,       de 

(20.)  —  =  -ir-  =  ^-.L  +  ^-Jl' 


3)  Es  sei 

(21.) 

u 

2  =  —  ? 

V 

dann  wird 

dz  _1      dz  __u 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  33  der  Tabelle 

/  tt^\  du de 

.     .  dz         \vj       1  du       u  dv  dx  dx 


[ZZ.) 

dx^ 

dx           D  dx       v^  dx                tr 

4)  Es 

sei 

(23.)       • 

z  =  \{uv)  =  Im  +  1^, 

dann  wird 

dz  _  1      dz__l 
du  "^  w  '    dv       0 

(24.) 

dz       d\{uv)       Idu       1  de 
dx  "^     dx     "  udx       V  dx 

5)  Es 

sei 

(25.) 

-'(-:)='"-'"• 

dann  wird 

dz       l      dz           1 
du  ~  u  '   de            0  ' 

(26.) 

dz      "^^  (t)        1  du       Idv 

dx^      dx       ~   u  dx       v  dx 

6)  Es 

sei 

(27.) 

z  =  u', 

dann  wird 

£l  =  ^7^*'-i,     ^  =  u^Au, 
du  ^     de  ' 
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Von  dieser  letzten  Formel  mögeu  noch  einige  Anwendungen 
gf^freben  werden. 

7)  Es  sei 

^     J      j 

also 

du       ^      de 

dz 

—  =  ar .  x*-^  +x^  Ax  =  ar^(l  +  \x). 

Dasselbe  Eesnltat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  54. 

8)  Es  sei 

1 

z  =  y^x  =  X'  ^ 
also 

1         du        .        dv  1 


X        dx         ^       dz 


x" 


-7-=      •  ar  «—a;'  .  la:- —  =r  ^(1— l:r). 

dx        x  X'         x^   ^             ^ 

Auch  dieses  Resultat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  56. 

^0  z  =  a•^)'«^ 

also 

,  ^           du        \       dv           \ 

'  ^    ^     dx        X       dx        COS-:r 


^     ^      Ula:       COS-a:J 


§  70. 

Herleitung  der  allgemeinen  Regel  für  die  Differentiation 
der  nicht  entwickelten  Functionen. 

(Vergl   die  Formel-Tabelle  Nr.  87  und  SS.) 

Es  sei  wieder 
(1.)  z  —  l[ii,c\ 

Kiepert,  DlfferenUal-Reclmung.  21 
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und  es  seien  u  und  v  beide  Functionen  von  a-,  die  eine  Ableitung 
besitzen,  dann  wird  nach  Formel  Nr.  83  der  Tabelle 

dz  ^  dz  du       dz  de 
^  '^  dx^  dudx       ~&c  dz 

oder 

dz  _  dFju,  v)  du      dF{u,  v)  dv 

^^^'^  li^       da      dx'^*       dv      dx' 

Hierbei  ist  u  eine  beliebige  Function  von  x,  folglich  dart 
u  auch  gleich  x  sein.    Dann  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

X  dz  ^dz       dz  dv 

^^'^  di-di'^d'odi' 

Vertauscht  man  jetzt  v  mit  y,  so  ward 

(4.)  ^  =  i^l(^,y). 

wobei  y  noch  eine  Function  von  x,  also 

ist,  und  man  erhält 

^  '^  dx       dx       dydx^ 

oder 

fea)  ^2^(3-,  y)  ^  dFjx,  y)      dF(x,  y)dy 

^     '^  dx  dx  dy      dx 

In  diesem  Falle  ist  also  z  erstens  unmittelbar  abhängig  a\>ii 
X  und  ausserdem  auch  noch  mittelbar  abhängig  von  a:,  indem  z 
auch  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von  :r  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (6a.)  ersieht  man  auch,   we 

dz 
nothwendig  es  ist,  die  partielle  Ableitung  ^-   von  der  totalen 

dz 
Ableitung  -^  zu  unterscheiden,  dadurch,  dass  man  das  eine  Mal 

ein  (rundes)  ö,  das  andere  Mal  ein  (gerades)  d  schreibt. 

Beispiele. 

1)  z  =^  z^  =  z^,  wo  y  =  \x. 
Hier  wird 

dz  ,,  ,       dz  ,         dy       1 

folglich  ist 
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dx         dx  ''  X 

=  \x .  a^^»  +  ^'"* .  la:  =  27^' .  \x. 
2)  z  =  (tg:r)*  =  y*,  WO  y  =  tga;. 
Hier  wird 

^  =  3^1^,  äp  =  ^y^  '  i=^^' 

folglich  ist 

%  =  %^  =  y-ly  +  ^  j^-.  =  (tgx)'l(tg.)  +  ?^^'. 

Der  Kürze  wegen  bezeichnet  man  die  partielle  Ableitung 

QFix  v\ 
von  F{r^  y)  nach  der  ersten  Veränderlichen,  also  — i,-^-^ »  mit 

ux 

^li^iV)  ^^^  die  partielle  Ableitung  von  F(x,y)  nach  der  zwei- 

dF(x  v) 
ten  Veränderlichen,  also  — ^~      '  "^^^  -'^zC^,  y). 

Dadurch  erhält  die  Gleichung  (6a.)  die  Form 


Diese  Formel  kann  man  jetzt  auch  benutzen  zur  Differen- 
tiation von  nicht  enttDickelten  Functionen.  Ist  z.  B.  y  als  Func- 
tion von  X  durch  die  Gleichung 

,s.)  F{x,  y)  =  0 

gegeben,  so  kann  man  sich  vorstellen,  diese  Gleichung  sei  nach 
y  aufgelöst  und  dadurch  auf  die  Form 

(9.)  y  =f{x) 

gebracht.    Man  erhält  daher  nach  Gleichung  (7.) 

Setzt  man  den  Werth  von  y,  welchen  die  Gleichung  (9.) 
liefert,  in  die  Function  F^x^  y)  ein,  so  rauss  nach  Voraussetzung 

F{x,  y)  =  0 
werden;  deshalb  wird  erst  recht 

21* 
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SO  dass  aus  Gleichung  (10.)  folgt 

(11.)  J;(a:,y)  +  i^,(x,y)g  =  0, 

oder 

(IIa.)  F^{x,  y)dx  +  F^^ix,  y)dy  =  0. 

Aus  Gleichung  (11.)  findet  mau  jetzt  unmittelbar 

(^.i\  </y  _      F,(x, y) 

^     '  dx  Fi{x,  y) 


§  71. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  b^a^  +  aY  —  «***  =  0. 
Hier  ist 

F{x,  y)  =  b^x^  +  «y  —  a^i«, 

d.I^^F.^x,y)  =  2b^x,    ^)=F,(.,y;  =  2aV, 

folglich  wird 

</y  _         Fy{x,  y)  ^       6^ar 
dx  jPi(.r,  y)  a2y 

2)  F{x,  y)  =  aiia:2+2ai2ary+ß22y^+2ai32:+2flr23y+as3  =  0. 
Setzt  man  hierbei  noch  fest,  dass  021  gleich  «io  ist,  so  wird 

JKrr,  y)  =  2(aua:+öi2y  +  öi3),     ■^2(5-,  y)  =  2(a2i:r+a22y+^23). 
dy  _        anx  +  a^y  +  gis 


c^a;             flaia;  +  a22y  +  «23 

3)    F{x,y)  =  x^  +  y^-^axy  =  0, 

F,{x,  y)  =  Sz'  —  Say,     F^{x,  y)  =  Sy^  - 

-3ax, 

dy  __       Sx^  —  Say  __  ay  —  x^ 

dx            Sy'^  —  Sax      y-  —  ax 
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4)    J--{x,  y)  =  {x*  +  y«)*  -  -  a\z^  —  f)  =  0, 
F,(z,  y)  =  2{2^  +  y«)  .  2z  —  20% 
J-2(x,  y)  =  2{z^  +  yä) .  oy  +  2a*y, 
^  _       z     2(a-«  +  y«)  —  fl* 
^  y*2(z»Ty-)  +  «** 

ö  I    i"\r,  y)  =  a^y*  +  cosa-  —  siüxtgy  —  siny  =  0, 
Fi(t,  y)  =  2x1^  —  sina;  —  cosa-tgy, 

/•i(r,y)  =  3..y_^^_cosy, 

^  __  — 2xy^  +  siiiT  4-  cos 3- tgy 

3a:V -„ COSy 

_  ( —  2xt/'^  +  sina;)cos'^y  +  cos :r  siny  cos y 
"  Sx-t/'^  cos'^y  —  sin  a:  —  cos^y 

0)    i^Y-^,  y)  =  ar^y*  +  siny  =  0, 

^i(-^>  y)  =  '-2^,     -^'K^j  y)  =  -^^V*  +  cosy, 
dj/  2ry* 

r/a-~~       42:-y^  +  cosy 

7)  Fijr,  y)  =  sin  j^siny  +  sinarcosy  —  y  =  0. 
F,(:r,  yl  =  cosa-(siny  +  cosy), 

K(^,  y)  =  sin x (cosy  -  -  siny)  —  1, 
dy  ^  cos ;/•  (cosy  +  siny) 

dx  "      sin  T  (cos  y  —  sin  y) —  1 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Lösungen  der  folgenden 
Autgaben. 

8)  öy_^  +  ary  =  0;  $  ^^'-^  . 

•^  G?a;       (?y  +  ^ 

..      •    /     N        -,.,         *         .      ^y       y  [cos  (w)--^  — 2^1 

9)  sin(a-y)--^y  — arV  =  0;    -/ = -^'       -^  ^^^,- /- • 

^  ^^  ^         '    dx         .r[z  +  e'^  —  cosi-ryjj 


10)  3:2  +y2— «2  =  0: 


^y  .r 

^'~  y 
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§  72. 

Ableitungen  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  89  und  90,) 
Der  Kürze  wegen  setzt  man  häufig 
dy  (Py      dp 


r> 


d^y d^p  _dq  _^ 

dx^       dx^       dx 
Aus  der  Gleichung 

^^•^  ^      dx  i\(x,y) 

folgt  dann,  dass  />  wieder  eine  Function  von  x  und  y  ist,  die  man 
ebenso  diflferentiiren  kann  wie  in  §  70  die  Function  z ;  man  er- 
hält daher,  indem  man  in  Formel  Nr.  87  der  Tabelle,  nämlich  in 

dz  _dz       dz  dy 

dx  ~  dx      dy  dx  ' 
z  mit  p  vertauscht, 

^^•^  dx"  dx^  dydx 

oder 

/^    X  d^y  dp  ^  dp 

(2a.)  ^  =  ^=äf  +  #- 

In  derselben  Weise  findet  man  aus  q  auch  die  dritte  Ab- 
leitung von  y  nach  x,  denn  es  ist  wieder  nach  Formel  Nr.  S7 
der  Tabelle,  indem  man  z  mit  q  vertauscht, 

^  *''  dx       dx      öydx^ 

oder 

^^^  da'^-'^^di  +  d'y^' 

Dies  kann  man  beliebig  fortsetzen. 

§  73. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Ableitungen  p  und  q  bestimmen, 
wenn  gegeben  ist 
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^ 


1 1.)  x^  —  ^  +  y^  =  «". 

Hier  ist 

^2.)  F{x,  y)  =  x'--xy  +  y'  —  a\ 

i3.)  Fi{r,  y]  =  2x  -    y,     F^^x,  y)  ^  -  -  x  +  2y, 

also 

_  ^  __  2r  — ;/ 
'^  "  äx'^  X  —  2y 


Daraus  folgt 

(5/)  _    -    3y 

ö;)  _  ^  Sx 

^y  ~  i^—'^yf ' 

_Sp   ,dp     _     —  3y  3t  2^:  —  y 

'^  "  Ö^  +  Ö^^  ""  (a:-2y/  "^  (^—27}«  *  x       2y' 


oder 


Berücksichtigt  man  noch  Gleichung  (l.)*,  so  erhält  man 

Aufgabe  2.    Es  ist  gegeben 

(9.)  {x  —  ^y  +  (y  —  riY-  -a«  =  0, 

man  soll  die  Werthe  von  p  und  y  ermitteln. 
Auflosung  1.    Hier  ist 

(10,)  Fix,  y)  =  {x  —  iy  +  (y  —  fjY  -  a\ 

111.)  F,{x,  y)  r-  2{x  —  J),     F^ix,  y)  =  2(y  -  fj), 

ako 

112.)  ^^±=     .^-J. 

^        (ix  y  —  fj 

Daraus  folgt 

(13.)  |^=-      ^      ' 

^  c^y        (y-nf 
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(15.)     q—   J-+-J-p~ —  -     -  • 

oder 

^^^'^    "^-d/^^      "     ~(y-nf  "      {y-fiy' 

Auflösung  2.    Dasselbe  Resultat  kann  man  hier  auch  durch 
Auflösung  der  Gleichung"  (9.)  nach  y  finden.    Es  wird  nämlich 

(17.)  y^fi^V~<^'      (•^— l?r 

also 

^y  _  .   __—  {xj—  ?)     ^  _        X  —  1 

l/a2  _(,,  „g)-2  "  ^  y^«_(;r  _|)2 ' 

'^  dx''  ^      ~  '  a2  —  (:r  —  1)2     ~' 


(18.).  =  2=:. 


oder 

(19.)     q  =  -. 


{y-vf 
ein  Resultat,  dass  mit  Gleichung  (16.)  tibereinstimmt. 

Aufgabe  3.    Man  soll  /;,  q  und  r  bestimmen,  wenii  gregeben 
ist 

(20.)  l\x,y)^y'  —  2ax^Q. 

Auflösung.    Hier  ist 

^i(^,  y)  =  -  2a,     Ei{x,  y)  -=  2y, 

(21.)  ;?  =  ->  i)-^Ö,      xr=  — -2' 

^       ^  dx  dy  y^ 

(22.)  !?  =  -^.      ^=0,       4=  +  -^' 

(23.)  ,•  =  ^4^ 
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Aufgabe  4.    Man  soll  /?,  q  und  r  be^ütimmeu,  wenn  gegeben  ist 


■24. 

1 
AuflSsung. 

Hier  ist 

»y- 

-  ««4»  =  0 

2«V 

b^x 

♦  25. 

/>=  - 

20^" 

«V' 

?  =  - 

a-y       rt*y^ 

^•(- 

i«(oy  +  iV) 

a'-b' 

ay 

"    «y  * 

<')|rr 

<2^;.i 

1            q  ^ 

—    1    ■,'      TT- 

=  0. 

^  =  H 

Daraus  folgt 


§  74. 

Anwendung  auf  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  von 
nicht  entwicl(elten  Functionen  einer  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  91.) 

Es  sei  y  als  Function  von  x  gegeben  durch  die  Gleichung 
(1.)  F{x,y)=:i); 

e>  sollen  die  Werthe  von  x  bestinnut  werden,  flir  welche  y  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Beachtet  man,  dass  man  die  Gleichung  (1.)  auf  die  Form 
(2..  y=/f^) 

briusren  kaim,  indem  man  sie  sich  nach  y  aufgelöst  denkt,  so 
eikeimt  man,  dass  hier  dieselben  Kegeln  anwendbar  sind,  welche 
im  VI.  Abschnitt  für  die  Aufsuchung  der  Maxima  und  Minima 
von  erdwickeUeti  Functionen  gegeben  worden  sind;  d.  h.  man 
bestimmt  diejenigen  Werthe  von  x^  für  welche 
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verschwindet.     Wird  dann    ,  \^  =/"(a;)  für  einen  solchen  Wertl 

von  X  negativ j  so  tritt  ein  Maximum  ein;  und  wird  f*\r)  lu] 
einen  solchen  A\'^erth  von  x  positiv,  so  tiitt  ein  Minimum  ein. 

Dabei  ist  es  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  gar  nicht  nöthig- 
die  Gleichung  (2.)  wirklich  zu  bilden,  denn  nach  Formel  Nr.  8^ 
der  Tabelle  wird 

^^•^  clx^^^'^^-        F,^x,y)  -^• 

Schliesst   man  den  Fall  aus ,   wo  Fi{x,  y)  unendlich   gros: 
wiixl,  so  kann  f\x)  nur  dann  verschwinden,  wenn 
(4.)  F,{x,  y)  =  0 

ist.  Aus  den  beiden  Gleichungen  (1.)  und  (4.)  findet  man  daui 
die  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  y  möglicher  IV^eise  ein 
Maximum  oder  Minimmn  wird. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  einen  der  gefundenen  Wertlit 
von  X  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  bilde  maii 
nach  Foimel  Nr.  89  der  Tabelle 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

Fi{z,  y)  =  F„     F,ix,  y)  =  F,, 

^^•>  dx-^"'     dy-'''^     Öx--^'"     ~dy--^-''^ 

SO  wird 

.^  .  dp___  FoFu  —  F,Fn      Qp___  F%Fvi  —  F^F^^ 

^'•^  dx~  F^^  '    dy"  F^ 

also 

(8.)  .y  = ^^ + — -^^. 

Dieser  allgemein  gültige  Ausdruck  vereinfacht  ■  sich  in  dem 
vorliegenden  Falle,  wo  nur  solche  Werthe  von  x  und  y  in  Be- 
tracht konmien,  für  welche 

F,{x,  y)^F,=0 
ist.    Deshalb  wird  hier 
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•Sa,)  y^/-(:r)  =  -5/- 

Haben  also  Fu  und  Ji  für  das  betrachtete  Werthepaar 
r,  y  gleiches  Zeichen,  SO  ist /"(:r)  negatio  ^  und  y  wird  ein 
Maximum.  Haben  dagegen  Fn  und  JFi  entgegenge&etztea  Zeichen, 
So  ist  f*'(T)  positiv^  und  y  wird  ein  Minimum,  Dies  giebt  die 
Kegel: 

Sind  X  und  y  so  bestimmt,  dass 

^'(^»  y)  =  0    u?id    Fi{x,  y)  =  0 
teer  den  j  so  ist  y  ein  Maximum  oder  Minimum^  jenachdem  JR  und 
F\i  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

Der  Fall,  wo  die  drei  Gleichungen 

F{x,y)  =  %     J;(^,y)  =  0,     F^x,  y)  ^  0 
deichzeitig  gelten,  möge  hier  ausgeschlossen  werden,  da  er  in 
i  IV3  ausführlich  behandelt  werden  soll. 

Indem  man  x  und  y,  und  dem  entsprechend  die  Indices  1 
und  2  mit  emander  vertauscht,  findet  man  hieraus  auch  die 
folgende  Regel: 

Sind  X  und  y  so  bestimmt,  dass 

F(x,  y)  =  0     tmd    F^(x,  y)  =  0 
werden,   so  ist  x  ein  Maximum  oder  Minimum^  jenachdem  Fx  und 
Fn  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben, 

§  75. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  auf  der  Curve  (Fig.  66) 
(1.)  F{x,  y)—:x^  +  y^  —  Saxy  =  0 

einen  Prunkt  P  bestimmen,  der  höher  liegt  als  die  benachbarten 
Punkte. 

Auflösung.    Hier  ist 

2 

(2.)  Fi{x,  y)  =  3a;2  -  -  3ay  =  0    für    y  =  -  -  • 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  wird 
(3  j     ^3  ^  J_^  „_  3^3  —  0,  oder  x^  —  2a'V  =  x\x^  —  2a^)  =  0. 


832 
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Q  a, 


Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt  fiir  a:  ==  o ;    ilaiiii 
ist  aber,  wie  später  gezeigt  werden  soll  der  zugehörige  ^'eitlj 
Fig  66.  von  y  ein  Minimum.  Ein  Maa-inmm 

kann  also  nur  eintreten,  wenn 
(4.)  a^  —  2a3  =  (), 

oder 

X  =  a-/2,         y  =  a^4  - 
Es   wird   nämlich    für     diest 
Werthe 

t\{x,  y)  =  3(y2  —  ttx) 

(5.)j  =3^2-^2  >  o. 

da  /i  und  i^n  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  ist  y=  ay^A   t-iv, 
Maximum, 

Das  Äfaxinuun  von  .r,  dem  ein  ättsserster  Punkt  T*^  d^r 
Curve  entspricht,  findet  man  in  ähnlicher  Weise,  und  zwar  sind 
die  Coordmaten  dieses  Punktes 

Die  hier  behandelte  Curve  hat  den  Namen  ,,Fo/ium  Carfesü^. 

Aufgabe  2.  Man  soll  den  höchsten,  bezw.  den  tiefsten  Punkt 
der  Ellipse  (Fig.  67) 

(7.)  F(x,  y)  =  a^xoc^  +  2ai2a:y  +  a.oy^  +  «33  =  0 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(8.)  Fi(x,  y)  =  2(aii.r  +  a^^y)  =  u 
für 


Fiff.  67. 


y^ 

■"- 

-"' 

p 

1 

\ 

\ 

\ 

' 

«/ 

1 

• 

1 

( 

0 

a 

/ 

\ 

^-  ■     , 

/ 

A 

(9.) 


an 
w  =  —   —  a*. 


Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  (7.) 

(10.)  aii(aiiao2  — 0^2)^*=  —  «^i2«.i.. 
oder 
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11.)  x  =  ±: ""''  IV,    wobei     W  =  l/-  --'^- 

k.    Die  Grosse  W  wird  sicher  reell,  denn  Gleichung  (7.)  stellt 
bekanntlich  nur  dann  eine  reelle  Ellipse  dar,  wenn 

«11^22  —  a-12  >  0    und     t/itöas  <  0 
i-t.    Aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (11.)  folgt  dann 

Ferner  ist 
.13.,  i^;.  =  2a„,     /:.  =  2(a„x  +  a.,y)  =  T  H'^^fB^^ln)»- . 

Oll 

aUo 

:i4.)  i^,ii'2  =  ^  ^iono^i  —  a'12)  W. 

Für  das  obere  Vorzeichen  \^ir(l  daher  y  ein  Minimum,  weil 
'lann  Fn  und  F^  ungleiches  Vorzeichen  haben;  für  das  untere 
Vorzeichen  dagegen  wird  y  ein  Maximum,  weil  dann  JFu  und 
K  gleiches  Vorzeichen  haben. 

Dieses  Eesultat  wird  durch  Figur  67  bestätigt. 


IX.  Abschnitt. 

Vertauscliiing  der  Abhängigkeit  der  veründer- 
liclien  Grössen. 

§  76. 

Bildung  der  Grössen  p  und  q,  wenn  o?  und  y 
Functionen  von  t  sind. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  92.) 

Ist  y  eine  (entwickelte  oder  nicht  entwickelte)  Function  von  x 
so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  x  als  eine  Function  einer  drittel 
Veränderlichen  t  auszudrücken.  Dann  wird  nämlich  auch  j 
eine  Function  von  t. 

Beim  Kreise  ist  z.  B. 
(1.)  3?  +y^~a^^  0,     oder    y  ^ya^  —  x^. 

Setzt  man  nun 
(2.)  X  =  acos^,    so  wii'd    y  =  asin/. 

Bei  der  Ellipse  ist 
(3.)        6  V  +  «y  —  o^b^  =  0,     oder    y  —  ~yä^  ^^^ . 
setzt  man  hier  wieder 
(4.)  X  =  acos^,    so  wird    y  =  isin^. 

In  beiden  Beispielen  wird  der  Punkt  P  mit  den  Coordinatei 
X  und  y  die  ganze  Curve  durchlaufen,  wenn  die  Veränderliche  i 
alle  Weithe  von  0  bis  2n  durchläuft. 

Sind  die  Gleichungen 
(5.)  x  =  it{t\    y^x}j[t) 

gegeben,  so  kann  man  umgekehrt  dmxh  Elimination  von  i  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  herleiten,   aus  der  man  erkennt. 
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däss  man  auch  in  diesem  Falle  y  als  eine  Function  von  x  be- 
trachten darf. 

Es  seien  z.  B.  die  Gleichungen  der  Cykioide 
(6. 1  z^  a(t  —  sin<),    y  =  a(l  —  CQ%t) 

gegeben;  dann  wird 
(7. 1  ö  cos^  =  a  —  y,     asin^  =y2öy  —  y-, 

(&j  ^  =  arccosf ^V 

folglich  ist 

'  Im  ar  =  aarc  COs( ^J       V  2ay  —  y^. 

Es  ist  nun  die  Frage,  in  welcher  Weise  man  die  Grössen 
p  and  q  bilden  kann,  wenn  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y 
durch  die  Gleichungen  (5.)  gegeben  ist. 

Hier  wird 

(lU.)     Jx  =  ^{t  +  Jt)  —  (p{t\     Jy  =  ?//(/  +  z/O  -  - 1//(0 , 

also 

V/(/  + ^0  —  1^(0 

^y  _  n>{^  +  ^0  —  ^(0  _  ^^        _ 

Jx  ~  (f(f  +  Jt)  —  (f{i)  ~  y(/+  Jt)  —  ~ifii) ' 

oder,   wenn  ^^  und  deshalb  auch  Jx  und  Jy  unendlich  klein 
werden, 

dy 

m;,  ^y^  V^XO^  dt  ^dy    dt 

dx  (f\t)       dx      dt     dx 

dt 
Dieses  Resultat  hätte  man   auch   aus  Formel  Nr.  35  der 
Tabelle  finden  können,  nach  welcher 

dy dy  du 

dx  ~~  da  dx 
wird,  wenn  y  eine  Function  von  w,  und  u  eine  Function  von  x 
ist.    Man  braucht  für  den  vorüegenden  Fall  nm-  u  mit  t  zu 
vertauschen  und  erhält 

dx      dtdx       ^  ^  ^    (f\t)       (f\f) 
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In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  auch 

dp 
^  =  dx 

finden,  denn  es  ist,  wenn  man  in  Gleichung  (11.)  y  mit  />  ver- 
tauscht, 

__dp  _^df__dp dl 
^^^''>  ^'^Tx'~"di''dfdi' 

dt 
Im  Allgemeinen  wird  diese  Formel  für  die  Bildung  von  q 
am  meisten  geeignet  sein;    man  kann  aber  auch  q  durch   die 
Ableitungen  von  (f{t)  und  xp(t)  ausdrücken,  denn  es  ist 
dp  _  q^V)  ^^t)  -  iu\f) q^'XO       dx  _ 

folglich  wird 

dx  d^y      dy  iPx 

_  (r'(^)Hf'V)  —  ip'(t)ff'V)  _  dtdf~~dfdF 

\df) 

Diesen  Ausdruck  schreibt  man  noch  bequemer  in  der  Fonn 

wobei  man  sich  aber  bewusst  bleiben  muss,  dass  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  x  und  y  als  Functionen  von  t  zu  be- 
trachten sind,  dass  also 

dx  =  (f>\t)dt,     d^x  =  (f%t)df\ 

dy  =  xlJ*{t)dt,     d^y  ==  \l)''(t)d^ 

ist. 

Dieses  Verfahren  kann  man  noch  fortsetzen,  um  die  höheieii 
Ableitungen  von  y  nach  x  zu  ermitteln.    So  ist  z.  B. 

dq 
fl3)  r=  ^y  ^dq  ^dt  ^dqdl 

^  '  *^  dx^       dx       dx       dt  dx 


—  y  V')W  \f')  —  H^  yf'jT  yf  _  ««^  <*^        »< 
(12a.)       q-  ^^.,^^3    -  -  ^^^^3 


dt 


U.  s.  w. 
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§  77. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.     Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden ,  wenn 
gegeben  ist 
(1.)  ar  =  7  +  <S     y  =  3  +  ^*  —  3?5*. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (1.)  folgt 
12.)  dx  =  2tdt,       dy  =  {2t  —  12fi)dt, 

•  3.)  d^x  —  2dfi,      rfV  =  (2  — 36<«)rf^2. 

(leshalb  wird 

dxd^y  —  dyd^x      —  48^rf^» 
<^-^  ^  = -^ =  "8^W""  =  -  ^• 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Grössen  p  und  j^  bilden,   wenn 
gegeben  ist 
(6.)  x=:a{t  —  sinO,    y  =  «(1  —  cos^. 

Auflosung.    Aus  den  Gleichungen  (6.)  folgt 
(7.)  dx  =  a(l  —  cos  t)df^     dy  =  asint  dt^ 

(8.)  d^x  =  asin^rf^^  dh/  =  acos^rf^; 

(leshalb  wird 

,,.  _rfy_     sin.     _^KIH0_KI) 


2sto'(0  .InQ 


oder 

i9a.)  ^  =  ^*g(|)' 

Femer  ist 

_  dxdhf—dyd^x  _  a2(cos<  —  ly^^ 
*  ""  ^3  —  a3(l— cos^)W ' 

oder 

(10.)  ?=  ^  ^ 


«^^-«^«')'  4asm*(l) 


Kiepert,  Differential-Reclmiiiig.  22 
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Dieses  Resultat  hätte  man  auch  durch   Differentiation   von 
Gleichung  (9  a.)  finden  können.    Es  ist  nämlich 

dp dp  dt 

^  '~'  dx"^  dt  dx 


^cgQ 


dp  ____ 

Tt^       dt  ^  .  . 


•(0 

imd  nach  Gleichung  (7.) 

dt_         1         _         1 

^  ^      2asmM-j 

folglich  ist 

1 
?  = 


4asin*l 


© 


Aufgabe  3.     Man  soll  die  Grössen  p  und  ;  bilden,    wenn 
gegeben  ist 
(11.)  a:  =  ctg^,    y  =  ^ivlH. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (11.)  folgt 
(12.)  dx  = .-^  >      dy  =  3sin2^cos  tdt^ 


(13.) 

/>  = 

-dx^' 

-3sin*^cos^. 

Ferner  ist 

dp 

_dpdt 
"  dtdx 

=  ( 

12sin»^cos2<  +  3sin5^)(- 

-sin«0, 

oder 

(14.)     j  =  3  sinV(4cos«<  —  sin^^)  =  3sin5^(4  —  ösin^^). 

Aufgabe  4.     Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,   wenn 
gegeben  ist 

(15.)     x  =  a[mcos^  —  cos(w^)J,    y  =  a[wsin  t  —  sin(»i^)]. 
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Auflösung,    Aus  den  Gleichungen  (15.)  folgt 
(16.)  dx  =  ina[--  sint  +  sin(m^)] dt,    dy  =  ma[cos^  —  QO^{mt)\dt, 
^Kler,  wenn  man 

(17.)  m  —  1  =  «,    m+l  =  ^ 

setzt, 

dx  =  2wasin  \J^  \  ^^^(o)  ^^ 
rfy  =  2wasin  (^ysinT- j  dt, 


(16  a.) 
also 

Ferner  ist 

(19.)  ^  =  ^  =r  -11  .  --_  =  ^  . 

^  ^      dx      dt    dx      ^        .   {nt\      Mt\ 

4masm(  — jcos^f  ~  \ 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(20.)  X  =  a(cos^  +  ^sin^,    y  =  a(sin^  —  ^cos^). 

Auflösung.    Hier  wird 

(21.)  dx  =  atcoBidtj     dy  =  atsintdt, 

(23.)  dp  =  -^,     o  =  ^=_l_. 

Aufgabe  6.    In  der  Gleichung 
(24.)  x-^  —  ay  =  0 

ist  X  die  unabhängige  Veränderliche.    Im  Verlaufe  einer  analy- 
tischen Untersuchung  wird  es  nothwendig,  durch  die  Gleichung 

(25.)  x=^ 

22* 
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die  Grösse  t  als  unabhängige  Veränderliche  einzuführen.    Wekh< 
Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (24.)  an? 

Auflösung.    Zunächst  ist 

dx         ,        ^    dt 


dy  __dydt^_dy      _^ 
~dx       didx       dt'^    ' 


folglich  wird 

(26.) 

so  dass  Gleichung  (24.)  übergeht  in 

<?^^(5-«  — ay  =  0, 
oder 

(27.)  S-«y  =  o- 

Aufgabe  7.    In  der  Gleichung 

wird  die   Grösse  t  als   unabhängige  Veränderliche    eingeffihil 

durch  die  Gleichung 

(29.)  a;  =  arctg^. 

Welche  Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (28.)  an? 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (29.)  folgt 
(30.)  tg:r  =  ^,    eok=^+*^^  =  ^  +  ^'' 

(31-)  -dt-l  +  fi'       -rf.=  l+^' 


(32.) 


dt 


Setzt  man  diese  Werthe  in   die  Gleichung  (28.)  ein,  so 
erhält  man 
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rJ^(H-/^)  +  J.2^](l  +  <^  +  arct«:^yJ(l  +  <2)  +  (l  +  O  =  0, 
[)der,  wenn  man  die  Gleichung  durch  1  +  ^  dividirt, 
SA.)  (1  +  fi)^^  +  (2t+yfirctgf)  ^^+1  =  0. 


-    §  78. 

Behandlung  des  Falles,  in  welchem  y  die  unabhängige 
Veränderliche  wird. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  93  und  94.) 

Ein  besonderer  Fall  in  der  Vertauschung  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x  mit  einer  anderen  t  ist  der,  wo  t  gleich  y 
wird,  d.  h.  wo  die  Grösse  y  zur  unabhängigen  Veränderlichen 
gemacht  wird. 

Dieser  Fall  kommt  z.  B.  vor,  wenn  man  bei  Curven  die 
Ordinate  y  als  unabhängige  Veränderliche  ansehen  will. 
Nach  Formel  Nr.  92  der  Tabelle  ist 

dy  dxtPy      dycPx 

dy_d[       ^  ^  _  ^  dt'^  ~  dt  di^ 


a.)  -/=  t:  und 


dx      dx  dx^  /cfeV 

dt  \dt) 


Diese  Gleichungen  bleiben  auch  noch  richtig,  wenn  man 
(2.)  t^y 

t^etzt;  dann  wird  aber 

dx dx      d^x d^x      dy  ___         d^y  __ 

'^'^  Tt^Ty'    dt^'^dy^'    di'^^'    dt'"^' 

Die  Gleichungen  (1.)  gehen  daher  über  in 

d^ 
dy        l  .  d'^y  dy'^ 

-        ^       dx      dx  ^       dx  /(IxS^ 

dy  \dy) 

Dem  entsprechend  findet  man  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y 
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(5.) 


dx        1         l        iPx  da?  q 


dy       dy      p       dy^  (d^  j^ 

dx 


m 


Aus  dem  Werthe  von  q  kann  man  durch  Differentiation 
auch  den  Werth  von  r  finden.    Es  ist  nämlich 

re)  ,.  =  ^  =  ^^, 

^  *^  dx      dy  dx 

dx<Px       ^/d^x^ 


dq dy  dy^  \dy^J        <^y  _  1 

dxd^x 


dy  /dx^  dx      dx 


(7.)  y_^y__^^ 


^ -O 

dy  / 

folglich  wird 

dxd^i 

d^y  dy  dy 

\dy) 

und  dem  entsprechend 

(8.)  ?^  =  -^^^*- 

^    ^  d"^  p^ 

In  dieser  Weise  kann  man  mit  der  Bildung  der  höheren 
Ableitungen  fortfahren. 

§  79. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    In  der  Gleichung 

ist  X  die  unabhängige  Veränderliche;  man  soll  die  Gleichung  so 
umformen,  dass  y  die  unabhängige  Veränderliche  wird. 

Auflösung.    Setzt  man  in  die  Gleichung  (1.)  die  Werthe  von 

^  und  -j^  nach  den  Gleichungen  (4.)  des  vorhergehenden  Paia- 

graphen  ein,  so  erhält  man 
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oder 

(2.) 


dy    \dy)  \d^) 

Aufgabe  2.    In  der  GleichuDg 


ist  2r  die  unabhängige  Veränderliche;  man  soll  die  GleichungTso 
lunformen,  dass  y  die  unabhängige  Veränderliche  wird. 

Auflosung.    Setzt  man  wieder  fiir  ^  und  ^  ihre  Werthe 

ein,  so  erhält  man 

iPx 

dy^  2 

\dy)      \dy) 
oder 


(^.J 


d^x       ^dx    ^      /dx^ 


Aufgabe   3.     Man    soll    die   ersten   drei  Ableitungen  von 
^=  aresin y  bilden. 

Auflosung.    Hier  ist 
(5.)        y  =  sinar,    p  =  cos.r,    y  =  —  sina:,    r  =  —  cosa;, 
folglich  wird  nach  den  Formeln  Nr.  94  der  Tabelle 
,  dx  ^    1        cPx  __  siiu;      <Px  __  cosV  +  3sin*^ 

dy       co&r      dy^ "~  COS^a:      dy^ "~  COS^a: 


X.  Abschnitt. 

Untersnchang  Yon  Cnryen, 

die  anf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten-Sjstem 

bezogen  sind. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl,  dLe  Foiinel-Tabelle  Nr.  95—101.) 
Es  sei 

(10  y  =/(^) 

die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  68),  auf  welcher  der  beliebige 

Punkt  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  liegen  möge. 

Fig.  ü8.  Legt  man  in  diesem  Punkte 

die  Tangente  TP  an  die  Curve 
und  bezeichnet  den  Winkel 
welchen  diese  Tangente  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe 
bildet,  wieder  mit  «,  so  ist 
nach  Formel  Nr.  16  der  Tabelle 

(2.)     tg«  =  |=/'(:r). 

Ist  nun  die  Gleichung  der  Tangente  i 

(3.)  y'  =  mx*  +  /[*, 

so  ist  bekanntlich  I 

(4.)  m  =  tga. 

Die  laufenden  Coordinaten  sind  mit  x*  und  y*  bezeichnet,  I 
weil  X  und  y  die  Coordinaten  des  Berühnmgspunktes  P  sein  sollen. 
Da  die   Tangente  durch  den  Punkt  P  gehen  muss,  so  ist  auchj 
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l<.'lräch  wird 

■ö.i  y' — y  =  m{x'  —  x). 

Ausserdem  ist,  wie  schon  in  Gleichung  (2.)  und  (4.)  ge- 
zeigt wurde, 

deshalb  geht  Gleichung  (5.)  ttber  in 

(6.)  y'_y  =  g(^'„^^. 

Die  gerade  Linie  PN,  welche  im  Berührungspunkte  auf 
der  Tangente  senkrecht  steht,  heisst  „iVbrTwafe".  Deshalb  ist  die 
Gleichung  der  Normalen 

i')  y'-y  =  -^(^'-^)- 

Die  Abschnitte  der  Tangente  und  der  Normalen,  welche 
zwischen  der  Abscissen-Axe  und  dem  Berührungspunkte  P  liegen, 
also  die  Strecken  TP  und  PN,  heissen  auch  kurzweg  ^Tangente^', 
beziehungsweise  „Normale^.  Man  bezeichnet  sie  durch  T  und  N. 
Die  rechtwinkligen  Projectionen  TQ  und  QN  dieser  Abschnitte  auf 
die  Abscissen-Axe  nennt  man  ^Subtangente^  und  „Subnortyiale^ 
nnd  bezeichnet  sie  durch  St  und  Sn. 

Es  ist  daher 
(^x  (    r=TP,      N^PN, 

\   St=  TQ,     Sn  =  QN. 

Hieraus  findet  man  ohne  Weiteres 

(9.)  &^  =  ytgu  =  y^, 

(10.)  St  =  yctga^ypy 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  man  noch  etwas  ein- 
facher schreiben.  Haben  die  benachbarten  Curvenpankte  P  und 
Pi  (vergl.  Fig.  19  auf  Seite  79)  bezw.  die  Coordinaten  a-,  y  und 
X  +  Jx,  y  +  ^y,  so  ist  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsätze 


PPi^  =  Pm  +  RPi^  =  ^3^,  +  ^y\ 
oder,   wenn   die  Punkte  P  und  Pi   einander  unendlich  nahe 
rücken,  und  wenn  man  die  unendlich  kleine  Sehne  PPi  durch 
ds  bezeichnet, 
(13.)  ds^  =  dx^  +  dy\ 

(-)  (IJ-+(I)'  0= -(!)'• 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.1 
ein,  so  erhält  man 


§  81. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  69)  sei 
(1.)  f  =  9x; 


0 


Fig.  «9. 


F      Q 


^ 


-V 
/ 


\ 


man  soll  für  den  Punkt  P,  der 
die  Abscisse 

hat,  die  Subnoimale,  Subtau- 
gente,  Normale  und  Tangente 
berechnen. 

Auflösung.     Aus   Gleichung 
(1.)  folgt 

2ydy  =  9dp, 


>^ 


oder 

(2)  ^  =  1. 

Für  X  gleich  4  erhält  man  also,  wenn  man  nur  den  oberen 
Theil  der  Cur\-e  berücksichtigt, 
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:3. 


,.  =  36;    ,  =  6,     $  =  », 


"■'   (0= 

Jolglicli  wird 


dx 

9  _25      ds  _5       dt  _b 
"^  16  ~  16  '    <fa  ~  4  '    rfy  "■  3 


^oa;^./^^« 


rfr 


,5.)    Sn  =  QN=y£=:^,  St  =  TQ  =  y  ^^=  S, 


*<te       2 


</< 


Aufgabe  2.    Ein  Kreis  (Fig.  70)  ist  durch  die  Gleichunor 


7.1  x^  +  f=:2b 

gegeben;     man    soll    fiir    den 
Punkt  P  mit  der  Abscisse 

a:  =     -  3 
die  Grössen  Sn,  St^  N  und  T 
berechnen. 


Auflosung.    Aus  Gleichung    ^ 

(7.)  folgt 


Fig.  70. 


Py^ 

----. 

\ 

;        I 

\ 

• 

\ 

V 

\ 

0 

1 

\ 

^ 

/ 

2xdz  +  2ydy  =  0, 

oder 

dx  y 

Fiir  X  gleich      3  erhält  man  also,  da  die  Ordinate  von  P 

positiv  ist, 


(0.) 


■'»•■  (0= 

folglich  wird 
(11.) 


9        25        tf,?       5 


G?i 5  . 

^"^föTe'      ^""4'      f^"~3 


(12.) 


^j  ds       .  _,  rf«      20 

'^=y^='^'         ^='Jdy^-E- 


348  §  81.    Tangenten  und  Normalen  einzelner  Cun'en« 

Die  Normale  muss,  wie  auch  aus  Sn  =  QN  ==  3  folget,  durcli 
den  Mittelpunkt  O  des  Kreises  hindurchgehen,  d.  h.  der  Punkt 
N  fällt  mit  O  zusammen. 

Aufgabe  3.     Man  soll  Subnormale,   Subtangente,    Normale 
und  Tangente  für  die  Parabel 
(13.)  y2  —  2ax 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  69.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 
2ydy  =  2a  dx, 


dy       a 
dx       y 


(0= ■-(!)■- +;:="' j"' 


oder 
(U.) 

also 

Dies  giebt 
(16.) 


(17.) 


Sn^QN=y%=a, 

^  dy       a         a 
N=PN=y^=y'^+f, 

In  den  Gleichungen  (16.)  sind  die  folgenden  Sätze  aus- 
gesprochen : 

Satz  1.     Die  Subnormale  ist  bei  der  Parabel  constant. 

Satz  2.  Die  Subtangente  ist  bei  der  Parabel  doppelt  so 
gross  tcie  die  zugehörige  Abscisse, 

Diese  beiden  Sätze  führen  zu  einer  sehr  einfachen  Con- 
struction  beliebig  vieler  Punkte  der  Parabel.  Beschreibt  man  näm- 
lich um  den  Brennpunkt  F  (vergl.  Fig.  69)  einen  Kreis  mit  dem 
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beliebigen  Halbmesser  TF=  JF.V  =  a:  +  ^  und  macht  OQ  =  TO, 

SO  schneidet  die  Gerade,  welche  durch  Q  parallel  zur  F-Axe 
gezogen  wird,  den  Kreis  in  zwei  Punkten  P  und  P'  der  Parabel. 
Dabei  sind  TP  und  TP'  die  Tangenten  und  PN  und  P*N  die 
Normalen  in  den  Punkten  P  und  P\ 


Auch  die  Gleichungen  von  Tangente  und  Normale  lassen 
sieh  jetzt  ohne  Weiteres  angeben.  Allgemein  ist  die  Gleichung 
der  Tangente 


y'-y-|(^'-^). 


also  hier 


oder 

118.)  yy'--y^=a(:c'— ic). 

Berücksichtigt   man  noch,   dass   nach  Gleichung   (13.)  y^ 
gleich  lax  ist,  so  geht  Gleichung  (18.)  über  in 
llba.)  yy'  =  a(x'  +  X). 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  allgemein 


also  hier 


/-y=  -^(^-^), 


oder 

(19.)  y(:c'  — :c)  +  a(y'— y)  =  0. 

Aufgabe  4.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,   Normale 
ßnd  Tangente  für  die  BlUp%e 
1-20.)  J2^  +  aV  —  a^lP-  =  0 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  71.) 

Auflosung.    Aus  Gleichung  (20.)  folgt  durch  Differentiation 
IbHdx  +  2a2yrfy  =  0, 
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Fig.  71. 


■- 

— 

~^^vP' 

( 

"• 

/ 

^A 

\ 
..^  "\^ 

1 

0 

-V      Q 

/ 

"  ■  -- 

- — , 

—  ■  ■■■ 

oder 

(21.)^=-^. 
^  dx  a-y 

Löst  man  noch  die 
Gleichung   (20.)   nach 
,y  auf,  so  erhält  man 

(22.)  y  =  it  -yc^—j^, 

folglich  wird ,  wenn 
man  nur  das  obere 
Vorzeichen  berück- 
sichtigt. 


(23.) 


dy 
dx 


a  ya*— a;* 


al^  —  ^a^ 


[a"  —  x^)  a\a^  —  a^) 

wobei  die  Excentricität  der  Ellipse,  nämlich  die  Grösse  Yä^—b- 
mit  e  bezeichnet  worden  ist.    Dies  giebt 

ds  ^  dsdx  ^       ya^  —  f^x- 
dy'~^dxäy~'  bx 

folglich  ist 


^  dx        aVa^ — SO' 


aya^ 


--  > 

.2 


=  QiV=t/^=- 


(25.)  Sn^QN^y 


dx 


_-,  St^TQ^yjy^- 


In  der  letzten  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 
Bei  allen  EUipsen  mit  derselben  grossen  Axe  2a  gehören  zu 
gleichen  Absdssen  gleiche  Stibtangenten. 

Diesen  Satz  kann  man  anwenden,  um  in  dem  Punkte  P 
einer  Ellipse,  auch  wenn  dieselbe  nicht  gezeichnet  vorliegt,  wenn 
nur  die  grosse  Äxe  bekannt  ist,  die  Tangente  zu  constmiren. 

Auflösung.  Man  beschreibe  über  der  grossen  Axe  als  Durch- 
messer einen  Kreis,  welcher  von  der  Ordinate  des  Punktes  P 
in  einem  Punkte  P'  getroffen  wird.  Legt  man  nun  im  Punkt<? 
P'  an  den  Kreis  eine  Tangente,  welche  die  grosse  Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  dann  ist  TP  die  gesuchte  Tangente. 
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weil  der  Kreis  und  die  Ellipse  für  die  Punkte  P'  und  P  die- 
selbe Subtangente  TQ  haben  müssen. 

Femer  ist 


(20.) 


Die    Gleichung   der   Tangente   i^ird    mit   Rücksicht    auf 
Gleichung  (21.) 


oder 


Fig.  72. 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (20.) 

iV  +  ay  =  a'i^ 
daher  erhält  man  durch  Addition  der  beiden  letzten  Gleichungen 

oder 

(27.,     '^  +  ^-=1. 

Die    Gleichung    der 
Normalen  wird 

oder 

i^ay'  —  b^zy  -  -  a^yx*  +  a^xy  =  0, 
oder 
(28.)  a^yx*  —  i^;ry'  —  ^xy  =  0. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  für  die  Hyperbel  (Fig.  72.) 


<29.)  &»  =  QxV  =  — ,     St=^TQ=^ 


x*  —  a- 
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(30.) 


N=PN=  \Y~^x^  -   a* 


Die  Gleichung  der  Tangente  ist  bei  der  Hyperbel 

und  die  Gleichung  der  Normalen 

(32.)  a^ijx*  +  h^xy'  —  ^ary  =  0. 

Aufgabe  5.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  für  die  Sinuslinie 
(33.)  y  =  sina: 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  73.) 

Fig.  73. 


(34.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (33.)  folgt 
dy 
dx 


Dies  giebt 


= Yl  +  cos-a: : 


ds 

dy       cosa: 
deshalb  wird 

(36.)    Sn  =  y-^=:  sin a:  cos  r, 

(37.)     iV=y^  =  sinjrVI+cös2j,  r==  y^  =  tga;Vl"+~^2i, 


-^'  =  ^1  =  ^^' 
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Aufgabe  6.    Man  soll  Subnoiinale,   Subtangente,   Nonuale 
and  Tangente  für  die  Exponentiaüinie 
(38.)  y  =  c* 

berechnen.    (Vra^gl.  Fig.  74.) 

AiiflSsung.    Aus  Gleichung  (38.)  folgt  ^- 1*- 


dx 


dx 


dies  giebt 

(40.)  ^«  =  y^=^'=yS    Ä^=y~  =  l, 


(41.) 


ds 


TOQ 


.VA- 


Aus  den  Gleichungen  (40.)  folgt  der  Satz: 

Die  Subtangente  ist  bei  der  Exponentiaüinie  constant, 

Aufgabe  7.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  für  die  gemeine  Kettenlinie 

( -    --^ 

'42.)  y  =  -^^e    +e       / 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  75.) 

Auflösung.  Man  kann  zunächst 
die  Gleichung  der  gemeinen  Ketten- 
linie noch  auf  eine  andere  Form 
bringen.    Es  ist  nämlich 


(2x  __  2x\ 

,    .^-2+r-) 


OA  =  a. 


Kiepert,  Differential-BeclinnDg. 
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also 


(43.) 


Durch  Addition  der  Gleichungen  (42.)  und  (43.)  eihält  ma; 


oder 
(44.) 


yy2 


9  O 

a*  =  ae 


.„i(i^t«*). 


Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen,  jenaclj(3er 
a:  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Kürze  wegen  möge  in  dem  Folgenden  Vorausgesetz 
werden,  dass  x  positiv  ist,  dann  findet  man  aus  Gleichung  (42. 
durch  Differentiation 


(45.) 


also 
(46.) 


(hl[a  n)      y       ds  y 

de       2  ^      ^  '       a       dy       ^y^^  —  a^ 

Dies  giebt 


(47.) 


Ä.  =  Q.V=yä  =  ?;-l/y'-a% 


dx       a 


(48.).V=P.V=y£  =  ^;,    T=rP=yJ-  = 


ds  _        y2 
dx"  u'  ^   '^  ^dy"  YyT:_c(i  * 

Aus  Gleichung  (45.)  ergiebt  sich  die  Construction  der  Taff 
gente  in  einem  Curvenpunkte  1\  auch  wenn  die  Curve  nichj 
gezeichnet  vorliegt,  in  folgender  Weise. 
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[Slan  beschreibe  über  QF  als  Durchmesser  einen  Kreis 
(Fi?.  75)  und  trage  von  Q  aus  die  Sehne  QS  gleich  a  ab,  dann 
ist  die  Gerade  PSy  welche  die  X-Axe  im  Punkte  T  schnaiden 
mög-e,   die  Tangente  im  Punkte  P,  denn  es  wird 


Aufgabe  8-  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinen  Oykloide 
aufstellen-    (V'ergl.  Fig.  76.) 

Auflosung.  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  geraden  Linie  rollt, 
ohne  zu  gleiten,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Peripherie  dieses 
Kreises  eine  gemeine  Cj'kloide. 

Fig.  76. 

C  IT 


\ 


X 


Um  die  Gleichungen  dieser  Curve  zu  bestimmen,  mache  man 
die  Gerade  OX  (Fig.  76),  auf  welcher  der  Kreis  rollt,  zur  X-Axe 
und  lege  die  F-Axe  durch  denjenigen  Punkt  O,  in  welchen  der 
die  Cykloide  erzeugende  Punkt  ßlllt,  wenn  der  roDende  Kreis 
in  di€5sem  Pimkte  die  X-Axe  berühi-t. 

Rollt  der  Kreis,  von  dieser  Anfangslage  ausgehend,  fort, 
bis  sein  Mittelpunkt  nach  M  und  der  erzeugende  Punkt  nach  P 
gelangt,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Cykloide  mit  den  Coordinaten 
(49.)  OQ^x    und     QP=y. 

Ist  femer  B  der  Berührungspunkt  des  Kreises  um  M,  so 
nennt  man  den  Centriwinkel  PMB  den  „TVälzungswiniel^' ;  er 
wird  gemessen  durch  die  Länge  t  des  Kreisbogens,  der  in  einem 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  1  demselben  Centriwinkel  entspricht. 
Wenn  man  also  den  Halbmesser  des  rollenden  Kreises  a  nennt, 
so  ist  der  Bogen 
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(50.)  PB  —  at. 

Dieser  Bogen  muss  aber  der  Strecke  OB  gleich  sein,  auf 
welcher  der  Kreis  fortgerollt  ist,  um  aus  der  Anfangslage  in  die 
neue  Lage  zu  kommen.    Es  ist  also  auch 
(51.)  OB  =  at; 

femer  ist 

QB=:  PD  =  awit, 
und  deshalb 

(52.)  x=^OQ=OB—QB  =  a{t  —  sin/J). 

Da  ausserdem 

BM  =  ö    und    DM=  acos^ 
ist,  so  wird 
(53.)         y^QP=zBD^BM—  DM  =  a(l  —  cos^. 

Aus  den  Gleichungen  (52.)  und  (53.)  kann  man  noch  die 
Grösse  t  ehminiren.  Man  erhält  dadurch,  wie  in  §  76,  Gleichung^ 
(9.)  gezeigt  wurde, 

(54.)  z  =  a  arccos  (^      ^  j  —  y^ay —  y^ . 

Bei  der  Untersuchung  der  Cykloide  ist  es  aber  bequemer, 
von  den  beiden  Gleichungen 

x^  a(i  —  sin^ ,    y  =  a{l  —  cos/) 
auszugehen. 

Aufgabe  9.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  für  die  Cykloide 

(55.)  X  =  a{t  -  -  sin/),     y  z=  a(l  —  cos/) 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  76.) 

Auflösung.  Aus  den  Gleichungen  (55.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(56.)  efe  =  a(l  —  cos/)rf/,     dy  =  asintdt, 

und  daraus  durch  Division 

,            .  ^          2sin(  -jcosf--) 
f/y_ sm/ V2/       \2/ 

dx'^  1  —  cos/ ""        ^  .  77T\        ' 
oder 
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wo  a  der  Winkel  ist,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  P  mit 
der  positiven-  Eichtung  der  X-Axe  bildet. 

Aus  Gleichung  (57.)  ergiebt  sich  zunächst,  dass 

(Ö8.)  a  =  900-| 

ist.    Nun  ist  der  Winkel  PCB  (Fig.  76)  als  Peripheriemnkel 
halb  so  gross  wie  der  Centriwinkel  P3/jB,  folglich  ist 


und 


<^C'Ä=| 


<  PTB  =  90«  —  PCB  =  900  —  -^  =  a. 


Verbindet  man  also  den  höchsten  Punkt  C  des  Kreises  um 
3/  mit  dem  erzeugenden  Punkte  P,  so  erhält  man  die  Tangente 
der  Cykloide  im  Punkte  P. 

Femer  ist 

=  2asin2 (0  ctg  (|)  =  2asin (|)  cos  (0 » 
oder 
(59.)  Sn  =  asine=  PI)  =  QB. 

Die  Normale  geht  also  durch  den  Punkt  B,  in  dem  der 
Kreis  um  M  die  X-Axe  berührt. 

Dieses  Resultat  ist  schon  eine  Folge  des  vorhergehenden, 
weil  der  Winkel  CPB  als  Peripheriewinkel  im  Halbkreise  ein 
rechter  ist,  und  die  Nonnale  auf  der  Tangente  im  Berührungs- 
punkte senkrecht  steht. 


=  2asin2( 
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(l)=-0=- 

sin- 


G) 


also 


dx 


sing) 


ds 
dy' 


ds 
dx 


dx 
dy 


^<l) 


-T-\  mit  positivem  Vorzeichen  ge- 
nommen, weil  der  Bogen  s  mit  x  zugleich  zunimmt  und  deshalb 
dx  und  da  gleiches  Vorzeichen  haben.    Dies  giebt 


(61.) 


(62.) 


^  dx  /t\ 

«»H2) 

ds       a(l 


=  2asin| 


ö> 


T=TP  =  y^  = 
"  dy 


7f  =  -^»(i)<i> 

\2>' 


Fig.  77. 


Aufgabe  10.  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinen  Epi- 
cykloiden  und  Hypocykhiden  herleiten. 

Auflösung.  Wenn  ein  Ereis  mit  dem  Halbmesser  a  auf  einem 
festen  Kreise  mit  dem  Halbmesser  na  rollt,  ohne  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Punkt  auf  dem  Umfange  des  rollenden  Kreises 
eine  gemeine  Epicykloide  oder  Hypocykloide,  jenachdem  die  Be- 
rührung von  Aussen  oder  von  Innen  stattfindet. 

Findet  die  Berührung  zunächst  von  Aussen  statt  (Fig.  77), 

so  mache  man  den  Mittel- 
punkt 0  des  festen  Kreises 
zum  Kiülpunkte  und  lege 
dieX-Axe  durch  denjem'geii 
Punkt  A,  in  welchem  der 
die  Curve  erzeugende  Punkt 
der  Berührungspunkt  der 
beiden  Kreise  wird.  Liecrt 
dann  beim  WeiterroDen  des 
beweglichen  Kreises  um  M  der  Berühmngspunkt  in  B,  so  nennt 
man  Winkel 
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AOB^t 
den  „  Wähungstcinkel  des  festen"  und  PMB  den  „  Wälzu7igswinkel 
des  rollenden  Kreises",  wobei  Pein  Punkt  der  Curve  ist.    Dann 
wird 

AB^PB, 

oder,  weil  AB   zum  Centriwinkel  t  und   zum  Halbmesser  na 
gehört, 

FB  =  AB  =:na.t  =  a.nt. 
Daraus  folgt,  dass  Winkel 

PMB^nt    und     PCB  =  ^ 

2 

ist.    Trifft  die  Gerade  MP  die  X-Axe  im  Punkte  i2,  so  wiid 
Winkel 

NRM  =  {n  +  l)t 
als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  OMR.    Bezeichnet  man  noch  die 
Coordinaten  des  Punktes  M  mit  xx^  yi  und  setzt 
(63.)  71  +  1  =  w, 

so  wd 

(64.)  0  Q  =  a:  =  :ri  —  a  cos  (m^) , 

(65.)  QP  ^y  =zyi  —  asm{mf) ; 

da 

Xi  =  OMcost  =  macosf,    yi  =  OM^int  =  masin^ 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (64.)  und  (65.)  über  in 
(64a.)  a:  =  a  [w  cos  ^  —  COS  (mt)]^ 

(65a.)  y  =  ö  [w  sin  ^  —  sin  {mt)\ . 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Epicykloiden, 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Gleichungen  der  Hypo- 
cykloiden.  Wendet  man  nämlich  in  Fig.  78  die  entsprechenden 
Bezeichnungen  an  wie  in  Fig.  77  und  nennt  den  Wälzungs- 
winkel  AGB  des  festen  Kreises  t,  so  wird  in  dem  vorliegendeu 
Falle  wieder 

ÄB=^  PB, 

oder 
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Fig.  78. 


PB  =  na  .t=  a  .nt. 
Der  Wälzungswinkel  PMB  des  rollenden  Kreises  ist  daher 
nt,  so  dass  man  erhält 

^  OMR  =  TT  —  »/, 
^TRM=  n  —  nt+L 

Bezeichnet  man  wieder  die 
Coordinaten  des  Punktes  M  mit 
a;i,  yi  und  setzt  in  diesem  Falle 
(66.)         w  —  1  =  »i, 
so  wird 

(67.)  OQ=a:=a;i — acos(7r — mt), 
(68.)  QP=:y=t/i — ffSin(7r — mf)\ 

j^-jiQ  ~T  r  ■  da  aber 

xi  —  03fcos/  =  wacos^,     yi  =  OMsint  =  masin/ 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (67.)  und  (68.)  über  in 
(67a.)  X  =  a[mcost  +  cos(w^)], 

(68a.)  y  =  a[fn  sin  t  —  sin  (mt)] , 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Hypocykloiden. 

Ein  besonderer  Fall  der  Epicykloiden  ist  die  Cardioide 
(vergl.  Fig.  79),  deren  Gleichungen  man  aus  den  Gleichungen 
(64a.)  und  (65a.)  erhält,  indem  man  »  =  1,  also  m  =  2  setzt. 

Fig.  70. 

\Y  Dies  giebt 

(09.)  a:  =  a[2cos/  —  C0S(2<)], 
\  (70.)  y  =  ö  [2 sin<  —  sin (2 1)] . 

Der  feste  und   der    rollende 
^  Kreis  haben  in  diesem  Falle  den- 
selben Halbmesser  a. 

Ein  besonderer  Fall  der  Hifpf*- 
cykloiden  ist  die  Astroide  (vergl. 
Fig.  80) ,  deren  Gleichungen  man 


I'y 


X 

a 


\'- 


\ 
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aus  den  Gleichungen  (67a.)  und  (68a.)  erhält,  indem  man  n  =  4, 
also  171  =  3  setzt.    Dies  giebt  Fi«.  8u. 

(71.)     :r=  ö[3cos<  + C0S(3/)],  ^ 

(72.)    y  =  a[3sin^— sin(3^)l. 

Da  bekantlich 

cos(3 1)  =  ^cos^t  —  Scost, 

sin  (3  0  =  3sin  ^  —  4  sin^t 
ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (71.) 
und  (72.)  über  iu 
t71a.)  a:  =  4aC0S% 

(72a.)         y  =  4asin^^. 

Aufgabe  11.     Man   soll   Sub- 
Donnale,    Subtangente,   Normale    und   Tangente   füi-  die   Epi- 
(ijkloide 

( 73.)     :r  =  a  [j»  cos  ^  —  COS  {mt)] ,    y  =  a  [m  sin^  —  sin  {mt)\ 
l>erechnen.    (Vergl.  Fig.  77.) 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (73.)   erhält  man   diu-ch 
Differentiation,  wenn  man  m  +  l  =  »  +  2mit/  bezeichnet, 

(74.)    dx  =  ma[ —  sin^  +  sin(77i^)]rf^  =  2masin(^  Jcos(  -  jrf/, 

175.)     dy  =  77ia[cos^  —  cos(m^)]rf^  =  2masinr^^sinr^rf<, 
und  daraus  durch  Division 

(76.) 


*=%«=<!)=<+')■ 


f«ier,  wenn  man  mit  h  eine  noch  passend  zu  wählende  ganze  Zahl 
bezeichnet, 


76a.) 


a  =    -  +  ^  zL  hn. 


Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  PC,  welche  die  X-Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
ist,  denn  Winkel  NTC  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  TCO 
gleich  Winkel 

COT  +  TCO  =  '^'  +  f, 
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also  gleich  «.  Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreis 
ein  rechter  ist,  so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 
Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Tangente  im  Curvenpunkte  P  schneidet  den  rollenden 
Kreis  zum  zweiten  Male  in  einem  Punkte  C,  Kelcher  mit  dem 
Berührungspunkte  B  auf  einem  Durchmesser  liegt;  oder  die 
Normale  des  Punktes  P  geht  durch  den  Punkt  B,  in  f reichem 
der  rollende  Kreis  den  festen  Kreis  berührt. 

(77.)   ^»  =  y|  =  »..(f).«  =  4:  =  *«K*)  = 

(£)'-HS)*-+'^'(D=  k' 

cos'(^.J 

also,  da  für  kleine  Werthe  von  t  der  Bogen  s  mit  x  gleichzeitig 
wächst, 
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Aufgabe  12.    Man  soll  Subnormale,    Subtangente,    Normale 
und  Tangente  für  die  Hypocykloide 
(80.)     X  =  a[mcos^  +  Q,o^{mt)]^     y  =  a[//zsin/  —  sin(w^)] 
berechnen.    (Vergl.  Fig.  78.) 

Auflösung.    Aus   den   Gleichungen  (80.)   erhält  man    durch 
Differentiation,  wenn  man  hier  m  —  1  =  /j  —  2  mit  l  bezeichnet, 

(81.)  dx  =  ma\ —  sin^  —  sin(w/)]r//  =  —  2mas\n( wj^^H'^/df^ 

(82.)  dy  =  ma[cos^  —  cos{mf)]dt  =  2  wasin(^!^  Jsinf^— je/^ 
und  daraus  durch  Division 

>»..,     t=..— ..(!)= -<<?-')• 

oder,  abgesehen  von  einem  Vielfachen  von  tt. 
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I  -^^Sa.)  «  =  ;r  —  -T  +  ^>     oder    —  —  t  =  n  —  w. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  PC\  welche  die  X-Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
ist,  deDn  der  Dreiecks wiukel  CTO  ist  gleich  dem  Aussenwinkel 

TOB  f  oder  —\   weniger   dem   anderen   Dreieckswinkel  COT 

MMler  t)y  also 

CT0=^^—f=^7r  —  a. 

Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreise  ein  rechter 
ist,   so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 

Man  erhält  daher  hier  denselben  Satz  wie  bei  der  Epi- 
ejkloide. 

also 

cos(-)  sin(-) 

wobei  das  Vorzeichen  dadurch  bestimmt  ist,  dass  s  für  kleine 
Werthe  von  t  zunimmt,  während  x  abnimmt,  dass  also  dr  und 
ds  entgegengesetztes  Zeichen  haben.    Dies  giebt 

^  ^  dx  /lt\  ^  au 

cosf  - »  ^ 


<ö      '"  *© 


Für  die  Astroide  wird 

n  =  4,     m  =  3,     /  =  2, 
also 

a:=ra[3cos^+cos(3^)]  =  4acos%   y  =  ö[3sin^— sin(3^)]  =  4asinV. 
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dy 


(87.)  . 


Fig.  81. 
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Aufgabe  13.  Man  soll  die  Gleichungen  der  Kreiseoohenfe 
herleiten.    (Vergl.  Fig.  8L) 

Auflösung.  Die  Kreisevolvente  entsteht  durch  Abwickelung 
eines  Fadens  von  einem  Kreise,  wobei  der  Endpunkt  des  ge- 
spannten Fadens  die  Curve  durchläuft.    Es  sei  B  der  Punkt, 

in  welchem  der  Faden 
den  Kreis  verlässt.  dann 
ist  der  gespannte  Faden 
BP  die  Tangente  des 
Kreises  im  Punkte  B,  und 
es  wird  die  Gei-ade 

BP  =  BA  =at, 
wenn -4  der  Endpunkt  de> 
aufgewickelten  Fadens, 
a  der  Halbmesser  des 
Kreises  und  f  der  AVinkel 
AOB  ist.  Diesen  Winkel  nennt  man  auch  hier  den  „WäUungs- 
wiukel^ . 

Macht  man  den  Mittelpunkt  O  des  Kreises  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  legt  die  X-Axe  dm^ch  den  Punkt  A  uinl 
zieht  durch  B  die  Gerade  BC  parallel  zur  F-Axe  und  durch 
P  die  Gerade  PI)  parallel  zur  X-Axe,  so  wird 

OQ=^x=OC+  CQ=  OC+DP, 
QP  =  y  =  CD=  CB  —  DB, 
oder,  weil  auch  Winkel  DBP  gleich  t  ist, 
(88.)  .r  =  a(cos?5  +  ^sin^),    ij  =  a(smt  —  tcost). 

Aufgabe  14.  Man  soll  die  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  der  Kreisevoloente  berechnen.     (Vergl.  Fig.  81.) 

Auflösung.  Aus  den  Gleichmigen  der  Kreisevolvente,  näm- 
lich aus  den  Gleichungen  (88.),  folgt 
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( S9.^  dz  =  atcosidf,     dy  =  atWitdt^ 

und  daraus  durch  Division 

00.)  J=tga  =  tg<. 

Dies  giebt  den  Satz:  Die  Tangente  TP  im  Curvenpunkte 
P  ist  dem  entsprechenden  Kreishalbmesser  OB  parallel^  und  der 
den  Kreis  im  Punkte  B  berührende  Faden  BP  ist  Normale  der 
Kreisevolvente.    Ferner  wird 

"'•)  (£)'='  +  '«"  =  o«*i"£=eir 

ds  ^  ds^    dx  _    1       C0S^_     1 
dy"  dx    rfy  ~  cos^    sin^ ""  sin< ' 
( 93. )  Sn  =  QN  =  ytgt,     St  =  TQ  ^  yc^tgt, 

.^»4.)  N=PN^^    ,     T=TP=:    .^-. 

cos^  amt 


§  82. 

Asymptoten  einer  Curve. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  102.) 

Erklärung.  Eine  Tangente,  deren  Berührungspunkt  unend- 
lich fern  liegt,  heisst  eine  „Asymptote""  der  Curve. 

In  diesem  Falle  ist  die  Fonnel  Nr.  95  der  Tabelle,  welche 
die  Gleichung  der  Tangente  angiebt,  nämlich 

nicht  mehr  anwendbar,  weil  die  Differentiation  dann  nicht  mehr 
ausgeführt  werden  kann,  denn  x  und  y  (oder  wenigstens  die 
eine  von  diesen  beiden  Grössen)  werden  unendlich  gross.  Da- 
ireg-en  führen  die  folgenden  algebraischen  Untersuchungen  zum 
Ziele. 

Es  sei 

'  1.)      /(^)  =  ö^'*  +  öi^""'*  +  «2^'*-'  +  •  •  •  +  an-ix  +  a„, 
wobei   zunächst  vorausgesetzt  werden  möge,    dass  a  von  Null 
verschieden  sei;  dann  wird  in  der  Algebra  gezeigt,  dass  es  einen 
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(reellen  oder  complexen*))  Werth  von  x  geben  muss  —  er  heisse 
x^  — ,  für  welchen  f(x)  =  0  wird,  wobei  man  xx  eine  „  Wurzel 
der  Gleichung /(a:)  =  0"  nennt.    Es  gilt  also 

Satz  1.     Jede  algebraische  Gleichung  besitzt  eine   Wurzel. 

Ist  xx  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0,  so  wird 
(2.)    f{x,)  =  ax,^  +  a,a:i«-*  +  02-^1'*-'  +  •  •  •  +  an-ia^i  +  ««  =  0. 

Subtrahirt  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von  einander, 
so  erhält  man 
(3.)  f{x)  —f{x,)  ^f{x)  =  a[x''  —  X,*')  +  ax[x^-'  —  x,*^-')  + 

e,2(a;»-2  _  a:^n-2^  +  .  .  .  +  an-i(a:  —  ^0, 
oder  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

(3a.)  f(x)  =^{x  —  xi)[a[x'^^  +  x^xf"-"^  +  x^x''-'^  -\ +  x^'-^\ 

+  ai(a:'»-2  +  a:ia:«-3  +  ariV*"*  H +  a:i"-^J 

+ 

+  an-^{x  +  a:,)  +  a„_,]. 
Bezeichnet  man   die   ganze  rationale   Function   («  — 1)'"* 
Grades  in  der  eckigen  Klammer  mit/i(a:),  so  wird  daher 
(4.)    f{x)^{x—x^fx[x)^{x—x,){ax^--'  +  b^x--'-  +  •  •  •  +  ^n-l-, 
wobei 

*i  =  ö^i  +  «i,     ^2  =  «iPi^  +  «^1^1  +  ^2,  •  •  •  • 
Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 
Satz  2.     Ist  xi  eine  Wurzel  de?-  Gleichung  f{x)  =  0,  «0  hi 
f{x)  durch  den  Factor  x  —  xi  ohne  Rest  theilbar. 

Nach  Satz  1  hat  jetzt  auch  die  Gleichung  {n  —  1)'"*  Grades 
/,(^)  =  0  eine  AVui-zel,  die  X2  heissen  möge;  dann  ist  nacli 
Satz  2 

(5.)  /l(^)  =  (^-^2)/2(^), 

wobei 

/^{x)  =  ax"--  +  ci^-"-»  +  CiX*"-^  +  •  • '  +  c„_2 
eine  ganze  rationale  Function    (n  —  2)'***  Grades   ist.    Ebeüsj 
findet  man  die  Gleichungen 

*)  Unter  einer  complexen  Grösse  vei-steht  man  eine  Zahl  von  der 
Form  a  +  ^y—  1 ;  vergl.  §  131.  i 
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(B.)/,(a:)  =  {x—Xz)f^{T)  =  {x—x^){ax^-^  +  d,x--^+  ...  +  ^,»^3), 
("0  Mx)  =  ix—x,)Ux)  =  (rr— ^4)(a^'*-*  +  e,x^-^  +  •  •  •  +  6,._4) , 

(^.)  fn-^{x)  =  (^  —  a:n_i)/«-i(a:)  =  (a:  —  a:n-i)(aa:  +  k)^ 

(9.)  /n-i(:r)  =  a{x  —  Xn) ,     wobei     a:„  =  — 

ist.  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (4.)  bis  (9.)  mit  einander 
mid  hebt  die  Factoren 

auf  beiden  Seiten  fort,  so  erhält  man 

(10.)       f{x)  =  a{x  —  xCj  {x  —  Xi)  {x  —  X3)...{x  —  x^). 

Daraus  folgen  die  Sätze: 

Satz  3.  Jede  ffanze  ratiomde  Fuiiction  »'"*  Giades  läbst 
sich  in  n  lineare  Factoren  (d.  h.  Factoren  ersten  Grades)  zer- 
legen, 

Satz  4.     Jede  Gleichung  n^^^  Graden  hat  genau  n  Wurzeln. 

Aus  Gleichung  (10.)  ersieht  man  nämlich,  dass  f{x)  =  0 
wird  für  die  n  Werthe 

X=Xi,       X  =  X2j       X=Xz,...       X  =  Xny 

und  dass  f(x)  für  keinen  anderen  Werth  von  x  verschwinden 
kann.  Denn  wäre/(a:)  =  0  für  x  =  Xn+i,  wobei  Xn^i  von  rri,  X2, 
xs, . . .  .r„  verschieden  sein  soll,  so  würde  aus  Gleichung  (10.)  folgen 

(11.)    a{Xn^i  —  Xi){Xn-^x  —  X2){Xn^i—Xz)  .  .  .  (Xn+i Xn)  =  0. 

Dies  ist  aber  ein  Widei-spruch,  denn  nach  Voraussetzung 
siud  sämmtliche  Factoren  dieses  Productes  von  0  verschieden. 

Lässt  man  die  Voraussetzung  a^o  fort,  so  folgt  aus  der* 
Gleichung  (11.),  dass  a  =  0  sein  muss,  und  dass  sich/(a;)  auf 
eine  rationale  ganze  Function  (/i  —  1)'*"  Grades 

üiX"-'^  +  02^:"-*  +  •  •    -h  an-ix  +  a„ 
reducirt,  welche  für  mehr  als  n — 1  Weithevona:  verschwindet. 
Daraus  würde  man  wieder  schliessen,   dass   auch  «i  =  0  sein 
muss.    Indem  man  diesen  Schluss  wiederholt,  findet  man 

Satz  5.  Verschicindet  die  ganze  rationale  Function  ?i^'" 
Grades 
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f{x)  =  ax^  +  ax3^-^  + h  an-\x  +  «„ 

für  mehr  als  n  verschiedene  Werthe  von  x,  so  müssen  sämmt- 
liche  Coefßcienten  a ,  «t ,  Ö2 ,  •  •  •  ««— 1 ,  «n  ^fetcA  0  5^«. 

Daraus  ergiebt  sich  auch  der 

Satz  5a.     Sind  zwei  ganze  rationale  Functionen 

F{x)  =  Axr^  +  ^1^**-*  +  •  •  •  +  An-xX  +  An 
und 

G{x)  =  5:c-  +  B,x^-'  +  •  •  •  +  J5^i:c  +  Bn 
für  mehr  als  n   Werthe  von  x  einander'  gleich^   so    müsseti  die 
gleichstelligen  Coefßcienten  einander  gleich  sein^  d.  h.  es  muss 

A^  B,       -^4i  =  J5i ,    .  .  .  An-i  =  -Bn-l ,       An=^  Bn 

sein.    Der  Beweis  folgt  aus  Satz  5,  indem  man 

F(x)-Gix)=.f{x), 
also 

A Ä  =  ö,   ^1 -Bi  =  ai,   ...^n-i— J5H-l=an-l,   ^n — Bn^a,, 

setzt. 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  unter  den  n  Wurzeln  xi, 
Xi,  .  ..Xn  einer  Gleichung  «'*'*  Grades  auch  etliche  einander 
gleich  smd.    Ist  z.  B.  X2  =  xi,  so  wird  nach  dem  Vorstehenden 

(12.)  Ax)^{x-^x,yfix), 

(13.)    f\x)  =  2{x  -  x,)f2{x)  +  (2:  -  x.yr^ix) 

=  (^  -  ^0  [2/2(:r)  +  (:r  -  x,)f%x)], 
oder,  wenn  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  mit  g^(/) 
bezeichnet, 
'(13a.)  f\x)  =  {x-x,)cf{x), 

d.  h.  xi  ist  dann  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung    ' 

f\x)  =  0. 
Dieses  Resultat   kann   man  noch  verallgemeinem.    Ist  ji 
eine  «-fache  Wurzel  von  f{x)  =  0,  ist  also 
Xi  =  a*2  =  a;2  =  •  •  •  =  ^a, 
so  wird  nach  dem  Vorstehenden 
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(14.)    f{^)^{^-^^YMx), 

115.)    f\x)  =  a{x  —  XxY'^fa  {x)  +  (rc  —  x.Yf'a  {x) 

=  (^  -  x,y-^[afa  ix)  +  (x-  :rO/'a  (:r)] , 
oder,  wenn  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  wieder 
mit  (f{z)  bezeichnet, 
.15a.)  f\x)=^(z  —  x,Y'-^tf{x). 

Dies  giebt 

Satz  6.  Ist  xi  eine  a-fache  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0, 
.<o  ist  xi  eine  (a  —  1)- fache  TVurzel  der  Gleichung  f'(x)=^0, 
eine  («  —  2)  -fache  Wurzel  der  Gleichung  y"(a-)  =  0  ,  ...  und 
ptne  einfache  Wurzel  der  Gleichung  f^^"^^  (x)  =  0. 

Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  der,  dass 

an  =  0,      an-i  =  0,       an_2  =  0,    ...ö«-a+l  =  0 

wird;  dann  reducirt  sich  die  Gleichung  des  «'•**  Grades  auf 

a6.)  f{x)  =  aa:"  +  «la^"'*  H h  ««-«a:'*  =  0 

und  hat  die  a-fache  Wurzel  x  =  0. 

Setzt  man  a:  =  -  >  so  geht  die  Gleichung  f(x)  =  0  über  in 

^        1  ^l  •  1       ^-1       1  A 

7n  +  ^^  +  "--  +-r  +  "-  =  ^' 

oder,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  mit  f"  multiplicirt,  in 
(17.)  anf*"  +  a„-i^"-*  +  '"  +  ait  +  a  —  0. 

Jeder  Wurzel   ta  dieser  Gleichung  entspricht  eine  Wurzel 

^a=  j-  der  Gleichung  f{x)  =  0.    Wenn  nun 

ta 

a  =  0,     at  =  0,     ^2  =  0,  •  •  •  öa-i  =  0 
ist,  so  reducirt  sich  Gleichung  (17.)  au 

a7a.)  ön^**  +  a»-i^-*  H h  a«^  =  0 

und  hat  die  «-fache  Wurzel  /  =  0,  folglich  werden  in  diesem 
Falle  a  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0  unendlich  gross. 

Die  Bestimmung  der  Asymptoten  einer  Curve  mit  der 
Gleichung 

Kiepert,  Differentfal-Rechnung.  *24 
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(18.)  F{x,  y)  =  0 

möge  nun  auf  den  Fall  beschränkt  werden,  wo  -F(z,  y)  eine 
ganze  rationale  Function  «'*"  Grades  ist,  obgleich  die  meisten 
Schlüsse  und  Ergebnisse  der  hier  folgenden  Untersuchung  auch 
dann  noch  richtig  bleiben,  wenn  diese  Beschränkung  aufgehoben 
wird. 

Zunächst  beachte  man,   dass   die  AsjTuptote  eine  gerade 
Linie  ist,  deren  Gleichung  die  Form 
(19.)  Ax'  +  By'  +  C=0 

haben  muss.    Ist  J?  ^  0,  so  erhält  man  hieraus 
(19  a.)  y*  =imz'  +  fij 

und  ist  -4  <  0,  so  erhält  man 
(19  b.)  x'  =  ly*  +  )i, 

wobei 

/«^x  A         ,  B       1 

(20.)  -  =  --^'       '--Ä  =  ^ 

ist.  Wird  B  =  0,  so  ist  die  Gerade  parallel  zm-  F-Axe  und 
hat  die  Gleichung 

a;'  =  /, 
während  die  Gleichung  (19  a.)  nicht  benutzt  werden  kann.    Wird 
^  =  0,   so   ist  die  Gerade  parallel   zur  X-Axe   und   hat   die 
Gleichung 

y'  =  /' , 
während  die  Gleichung  (19b.)  nicht  benutzt  werden  kann. 

Damit  die  Gerade  (19a.)  oder  (19b.)  durch   den  Curveu- 
punkt  P  mit  den  CJoordinaten  x  und  y  hindurchgeht,  muss 

y  =:  mx  +  fi    und    x=  ly  +  X, 
oder 

(21.)  m^^-'*     mid    /  =  ^— ^ 

XX  y     y 

sein,  wobei  zunächst  angenommen  ist,  dass  der  Punkt  P  im 
Endlichen  liegt.    Rückt  aber  P  in's  Unendliche,  so  wird 
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(21a.)  m  =  l]mß-(^)=]m(A, 

{21b.)  /  =  lim  f"^  —  -")  =  lim  (^)  - 

y«oo\y       y/       y«oo\y/ 

Um  nun  die  Grössen  lim  f- j  bezw.  lim  f- j  zu  berechnen, 

beachte  man,  dass  x  und  y  die  Goordinaten  eines  (7urt7^punktes 

sind,  dass  man  also  die  Werthe  von  -  und  —  aus  der  Gleichung 

der  Curve,  nämlich  aus 

F{x,  y)  =  0 

berechnen  muss.    Zu  diesem  Zwecke  ordne  man  F{x,  y)  so,  dass 
(22.)  F{x,  y)  =  Z7n  +  J7„_t  +  . . .  +  CT,  +  ?7o  ==  0 

\iird,  wobei 

Un  =  ay''+  aixy"^^  +  a^x^-^  H h  a„_i  ar~-*y  +  anX^ 

alle  Glieder  der  n^  Dimension, 

J7n-i  =  bt/^'  +  4ircy»-2  +  . . .  +  4^ia:'*-i 
alle  Glieder  der  [n  —  l)*'"  Dimension, 

J7,  =  Ay  +  iix 
die  Glieder  der  ersten  Dimension  enthält,  und  Uq  eine  Constante  ist. 
Dividirt  man  jetzt  beide  Seiten  der  Gleichung  (22.)  durch 
T'\  SO  wird 

nur  noch  von  -  abhängig  sein.    Dagegen  wird 

'-)  ^=)Kfr+'.(fr+Kfr+—H- 

Lässt  man  jetzt  x  unendlich  gross  werden,  so  ist 
lim(f)  =  ^, 
and  wenn  m  eine  endliche  Grösse  ist, 


24* 
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Ü  u         u 

Ebenso  werden  die  Grössen  lim  —^ »  •  •  •  lim— ^ ,  lim-i' 

gleich  0,  so  dass  sich  die  Gleichung  (22.)  bei  der  Ausführung 
der  angegebenen  Operationen  auf 

(25.)      lim  -^  =  am''  +  a^mT-^  +  «jm^-^  + hon-itn  +  ö«  =  0 

reducirt. 

Die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechen  n  Richtungen, 
in  denen  unendlich  ferne  Punkte  der  Curve  liegen. 

Eine  Curce  n^^  Grades  hat  daher  n  unendlich  ferne  Punkie 
und  deshalb  auch  n  Asymptoten^  von  denen  aber  einige  imaginär 
sein  können^  dem  umstände  e?itsprechend,  dass  die  Gleichung  (25.) 
imaginäre  Wurzeln  haben  kann. 

Wenn  in  Gleichung  (25.)  der  Coefficient  von  m",  nämlich 
ö,  gleich  0  wird,  so  reducirt  sich  der  Grad  der  Gleichung  (25.) 
und  somit  auch  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln,  nicht  aber  die  An- 
zahl der  Asymptoten.  Es  wurde  ja  schon  vorher  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  Gleichungsform 

if  =  mx*  +  fi 
für  die  Asymptote   nicht  immer  verwendbar  sei.     Dieser  Fall 
tritt  ein,  wenn  a  gleich  0  ist. 

Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  (22.)  durch  y**,  lässr 

dann  y  unendlich  gross  werden  und  beachtet,  dass  lim  (  ^  j  =  / 
ist,  so  erhält  man 

(26.)    lim  ^  =  aj"  +  a„_i  T"*  +  a«-2r~^  +  . . .  +  a»  /  +  a  =  0. 
Wird  jetzt  a  gleich  0,  so  hat  diese  Gleichung  die  AVurzel 

m 
und   die  entsprechende  Asymptote  steht  auf  der  X-Axe  senk- 
recht.   Ist  auch  öl  gleich  0,  so  lässt  sich  in  Gleichung   (2(1. 
auf  der  linken  Seite  der  Factor  P  abtrennen,  d.  h,  die  Gleichuns: 
hat  die  Wurzel 

1  =  0 
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zwei  Mal,  so  dass  zwei  Asymptoten  auf  der  X-Axe  senkrecht 
stehen.    U.  s.  w. 

Nachdem  man  aus  der  Gleichung  (25.)  emen  Werth  von 
m  (oder  aus  der  Gleichung  (26.)  einen  Werth  von  l)  bestimmt 
hat,  kennt  man  erst  die  Richtung  der  Asymptote 

y'  =  ^^'  +  ^; 
um  ihre  Lage  vollständig  zu  erhalten,  muss  man  noch  den  zu- 
gehörigen Werth  von  (i  (bezw.  x)  aufsuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimme  man  die  Punkte,  in  denen  die 
Curve  von  der  Geraden  geschnitten  wird.  Für  die  Coordinaten 
eines  solchen  Punktes  gelten  die  Gleichungen 

JF(ar,  y)  =  0     und    y  =^  mx  +  ^ 
gemeinschaftlich,  also  auch  die  Gleichung 
(27.)  F{x,  mx  +  (i)  =  0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  die  eine  Unbekannte  x 
und  lässt  sich,  da  sie  höchstens  vom  n*^  Grade  ist,  auf  die  Form 

(27  a.)     F{x,  mx  +  fi)=  Vx""  +  V^x"^^  +  Fsa:'*-^  H 

+  V^^.x  +  Fn  =  0 
bringen.    Wie  die  Coefificienten  F,  Fi,  F2,...  gebildet  sind, 
ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  Ausdrücke 

Un{x,  mx  4-  (l),       Un-l  {X,  mx  +  fl),        Un-.2{X,  MX  +  /i),  '  *  '  , 

in  welche  die  Grössen  ?7„,  C/n-i,  Un-2, . . .  übergehen,  wenn  man 
y  gleich  mx  +  fi  einsetzt.    Es  ist  nämlich 
Un{x,  mx  +  fi)  = 

a{mx  +  fi)""  +  aix{mx  +  ji*)'»-  *  H [-  an-ix^''^(mx  +  fA)  +  a„a:'* 

=  (am"  +  aim~-»  +  •  •  •  +  On-i  m  +  an)x'' 

+  ^[wam*-»  +  {n  —  l)ai77?«-2  + 1-  2ön-2W  +  ««-ija?""' 

+ ' 

Un-l(x,  mx  +  fi)  = 

b(mx  +  ^.)"-*  +  btx{mx  +  ^Y"^  H +  bn-iX^'-^mx  +  /*) 

+  bn^xof^-' 
=  (im»»-*  +  i,m--2  +  •  •  •  +  *n-2W  +  bn^i)x''-'  +  •  •  •  . 
Daraus  folgt 
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(280         ^  =  «^'^  +  öl  ^**""*  H H  «»-1  »*  +  ötn, 

(29.)       Vi  =  /i*[«am»-*  +  («  —  1)öi  m"-^  +  . . .  +  an_i] 

+  (}»»•»-»  +  4im"-«  +  •  •  •  +  4n-2W  +  in_i), 

Da  nun  der  Werth  von  m  bereits  so  bestimmt  ist,  dass 
Gleichung  (25.)  befriedigt  wird,  so  ist  schon  deshalb 

F  =  0, 
d.  h.  die  Gleichung  (27  a.),  nämlich  die  Gleichung 

Fi*  +  Ftar--»  +  Faa:"-^  +  . . .  +  Vn-iX  +  T«  =  0, 
hat  bereits  eine  AVurzel 

X  =  oo, 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Gerade 

y*  =  mx'  +  (i 

geht  bereits  durch  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Curve, 

welchen  Werth  auch  (a  haben  mag. 

Damit  sie  aber  die  Curve  in  diesem  Punkte  berührt,  muss 

man  /*  so  bestimmen,  dass  auch  noch  eine  zweite  Wurzel  der 

Gleichung  (27a.)  unendlich  gross  wird.    Dies  geschieht,  wenn  man 

(30.)  Ti  =  0 

macht,  indem  man 

im*-*  +  Äim"'-^  ^ 1_  bn-ifn  +  in-i 

(31.)        fA  = 

warn»-*  -+■  (n — l)öim"~2  -j_  . . .  ^  a^_^ 

setzt. 

Die  Regel,   welche  sich  aus  dieser  Untersuchung  für  die 
Behandlung  von  Beispielen  ergiebt,  ist  daher  folgende: 

Man  dividirt  Un  durch  x""  und  erhält  dadurch,  dass  man 

lim  ( -^j  gleich  m  setzt,  die  Gleichung  (25.),  nämlich 

«soo  \X/ 


lim  ~  =  am^  +  «iW"^'  +  a^m^-^  +  •  *  •  +  an-x'm  +  o«  =  0- 

x=oo  X 

Ist  m  eine  Wurzel  dieser  Gleichung,  so  setzt  man  y  =  mx+i^ 
in  die  Gleichung 

F{x,  y)  =  0  I 

ein ,   von  der  man  aber  nur  die  Glieder  Un  +  Un^i  braucht,  i 
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dindirt  durch  a:"-*  und  lässt  dann  x  unendlich  gross  werden. 
Dies  giebt  eine  Gleichung  ersten  Grades  für  die  Bestimmung 
von  jii. 

Man  hätte  auch  x  mit  y  und  in  Folge  dessen  m  mit  /  und 
^  mit  A  vertauschen  können,  um  die  Gleichung  der  Asymptoten 
in  der  Form 

x'  =ily*  +  k 

zu  erhalten.    Diese  Vertauschung  ist  sogar  nothwendig,  wenn 

eine  oder  mehrere  Asymptoten  dei-  Y-Axe  parallel  sind,  d.  h.  wenn 

a  =  0,    öTi  =  0, . . . . 

Eine  Modification  der  gegebenen  Regel  tritt  nur  ein,  wenn 
die  Gleichung  (25.),  nämlich 

f{m)  =  am*  +  öim"— *  +  a^m^-^  +  •  •  •  +  a«_im  +  «n  =  0, 
gleiche  Wurzeln  hat,  d.  h.  wenn  unter  den  Asymptoten  etliche 
zu  einander  parallel  sind;    dann  wird  nach   den  vorstehenden 
Sätzen  aus  der  Algebra  auch 
f'(m)  =  nöm~-*  +  (w— l)aim«-2  +  (;8— 2)a2m«-3H [-ör„_i  =  0. 

Der  Werth  von  fi  ist  deshalb  entweder  nach  Gleichung 
(31.)  unendlich  j  d.  h.  die  zugehörigen  Asymptoten  rücken  in's 
unendliche,  oder  es  wird  auch 

im"-*  +  4im"-2  +  Jj^^n-a  +  .  . .  +  b^__^m  +  i«_i  =  0. 

In  diesem  Falle  wird  Vi  gleich  0  für  jeden  beliebigen  Werth 
von  /i*,  so  dass  man  den  Werth  (oder  vielmehr  die  beiden 
Werthe)  von  (i  erhält,  indem  man 

setzt.  Ist  auch  Fj  für  jeden  Werth  von  (i  gleich  0,  und  gilt 
dasselbe  für  F3,...  Fa_i  (nicht  aber  für  F«),  beginnt  also  die 
Entwickelung  von  F(x,  mx  +  /i)  nach  fallenden  Potenzen  von  x 
mit  Fcro;'*"'*,  so  bestimme  man  /*  so,  dass  auch 

Fa=0 

wnd.  Dies  ist  dann  eine  Gleichung  a*«»  Grades  von  /*,  dem 
Umstände  entsprechend,  dass  a  Werthe  von  m  einander  gleich 
sind,  die  aber  zu  a  verschiedenen  (zu  einander  parallelen) 
As}Tnptoten  gehören. 
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Am  besten  wird   der  Anfänger  diese  Angaben  durch  die 
Ausfohrung  an  einigen  hier  folgenden  Beispielen  verstehen. 


§  83. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Hyperbel 
(1.)  6V  — aV  — a*Ä«  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  82.) 

Auflösung.    Hier  ist  n  gleich  2  und 

(2a.)  lim  -[  =  i«  —  a»»i«  =  0, 

Xs=00 

Fig.  82.  a^lgQ 


w  =  zb 


Die     Gleichung     der     einen 
Asymptote  ist  daher 


y'=^^'  +  ^. 


Um    auch   noch   den    Werth 
von  lA  zu  bestimmen,  setze  man  y 

gleich  -x  +  II  in  die  Gleichung  (1.)  ein.    Dadurch  erhält  man 

6V  —  iV  _  2  ah  fix  —  u\u^  —  a^Ä«  =  0, 

und  wenn  man  durch  x  dividirt, 


(5.) 


—  2abfA ' =  0. 


Lässt  man  jetzt  x  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus 
(6.)  —2ab(i  =  0y    oder    fi  =  0. 

Die  Gleichung  der  ersten  Asymptote  ist  daher 


(7.) 


^        a 


ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 
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.8.)  y'  =  — ^a:'. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Parabel 

bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist  wieder  n  =  2  und 

*io)  5  =  5'    J™^/  =  '»*  =  o, 

also 

(11.)  mi  =  0,     »i2  =  0. 

Für  beide  Asymptoten  findet  man  eine  Gleichung  von  der 
Form 
(12.)  y'  =  ^. 

Um  die  zugehörigen  Werthe  von  /*  zu  bestimmen,  setzt  man 
V  =  /*  in  die  Gleichung  (9.)  ein  und  erhält 

(13.)       fjL^  =  2px,    /t*i  =  +  y2px,    fji^=^  —  y2px. 

Lässt  man  jetzt  t  in's  Unbegrenzte  wachsen,  so  wachsen 
auch  ,iii  und  fi^  in's  Unbegrenzte,  d.  h.  die  beiden  Asymptoten 
rücken  ins  Unendliche. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 
(14.)  x^  +  y^  —  Saxy  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  83.) 

AuflSsung.  Bei  dieser  Curve,  welche  man  „FoHum  Cartesn^^ 
nennt,  ist  n  gleich  3  und 

n5a.)        lim-|=  1  +  w3  =  (l  +  m)(l— m  +  m2)  =  0, 

also 

l  +  iV'S              1— ty3 
mi  =  —  1,     ^»2  =  >     W3  = 2~       * 

Die  beiden  imaginären  Werthe  von  m  brauchen  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden;  die  einzige  reelle  Asymptote  erhält  man, 
wenn  man  m  gleich  —  1  setzt.    Dadurch  wird 
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und  Gleichung  (14.)  geht  für  diesen  Werth  von  y  über  in 
(16.)  SfiX^  —  Sfi^x  +  M*  +  Sax^  —  SafAX  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x^  dividirt,  findet  man 


3/»  +  3o- 

X            X           x^ 

Flg.  83. 

Wenn  jetzt  x  unendlich  gross 
wird,  so  erhält  man 

V 

/ 

1  y 

)        (17.)          3ii*  +  3a  =  0, 
/        oder 

/i  =  — ö. 

i\         0 

i 

— A             jjie    Crleicnung    der    reellen 
Asymptote  ist  daher 

B 

\ 

(18.)          y'  =  _:c'-a, 

oder 

(18a.)      a;'  +  y'  +  a  =  0. 

(19.) 


Aufgabe  4.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 
x^  —  Zxy^  —  a»  =  0 
bestimmen.    (Vergl.  Fig.  84.) 

Auflösung.    Hier  ist  n  gleich  3  und 

x^  x^  \xj 

also 


(20.) 


V. 


1 


lim  -^  =  1  —  3m2  =  0  ,     m  =  d=    ,- 


x^  ]/3 

Da  m  die  Tangente  des  Winkels  a  ist,  den  die  Gerade 

y  —  mx-\'^ 

mit  der  positiven  Richtung  der  ^-Axe  bildet,  und  da 

1 


tg300  = 


1/3 


ist,  so  bilden  die  beiden  Asymptoten,  welche  den  gefundenen 
Werthen  von  m  entsprechen,  bezw.  die  Winkel  +  30^  und  —  30 ' 
mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe. 
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Setzt  man  nun 

in  die  Gleichung  (19.)  ein,  so  findet  man 
i21.)  x^  —  3?  —  2a:V]/3  —  3ar/i2  _  ^3 

oder 
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0, 


-2^V3--^-^^-^'=0 


Wenn  jetzt  x  unendlich  gross  wii'd,  so  folgt  hieraus 
(22.)  —  2  ^  y3"=  0 ,    oder    /*  =  0. 

Die  erste  Asymptote  hat  daher  die  Gleichung 
(23.)  y'|/3=a;'. 

Ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 
i;24.)  y'|/3"=— :c'. 

Um  noch  die  dritte  Asymptote  zu  erhalten,  bilde  man 

y®  t  \y/        \y/ 

Dies  giebt.  ^i»-»*- 


(25.)    lim^ 


=  P  — 3Z=0. 


Die   drei  Wurzeln   dieser 
Gleichung  sind 
,26.)  I^  +  Yi,  l^—Ys,  1=0. 

Wie  man  ohne  Weiteres' 
erkennt,  fuhren  die  beiden  ersten 
Werthe  auf  die  schon  bekann- 
ten Asymptoten;  dagegen  liefert 
/  =  0  eine  dritte  Asymptote. 
Man  muss  daher 


Si. 


_\ 


\,. 


-x 


ar  =  Ä 


in  die  Gleichung  (19.)  einsetzen  und  erhält  dadurch 

oder 
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i? 


—  3A  — -.  =  0. 


Lässt  man  jetzt  y  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus, 
dass 

(27.)  Ä  =  0 

wird,  und  dass  die  dritte  Asymptote  die  Gleichung 
(28.)  T*  =  0 

hat.    Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  F-Axe. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Asymptoten  der  CuiTe 
(29.)  x{x^  —  a2)  —  2y  (y2  —  ««)  —  3a:y«  —  o»  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  85.) 

Auflösung.   Hier  ist  wieder 
n  gleich  3  und 

Uz  ^  ar«  —  2y^—'6xy^ 

.  — <f)*-K-D' 


Fig.  85, 

Y 

%. 

\\^ 

H                              ^ 

■^ 

\' 

^."^^ 

\ 

/' 

V-r 

\^ 

/-•x  ( 

c 

X            .'"< 

^\\ 

-< 

\ 

^■^ 

also 


U^ 


0/w3 


(31.) 


(30.)  lim  -^  =  1  —  3  w2  — 

=  (1  +  m)  (1+  m)(l— 2  7»)  =  0. 

Die  3  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung sind  daher 
1 


TWi  =  1  ,       7W2  =  1  ,       ^3  =  +  ^ 


Bei  dieser  Curve  findet  man  zwei  parallele  Asymptoten, 
weil  zwei  Werthe  von  m  einander  gleich  sind.  Um  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  /u  zu  finden,  setze  man 

y  =  —x  +  fi 

in  die  Gleichung  (29.)  ein.     Dadurch  erhält  man 

x{x'—a^)+2{x—fji)(x^—2fiz+fi^—a^)—3x{x^'-2fjtx+fi^)—a^=0. 

oder 

(32.)  (—3  a-  +  Sfi^)x  —  2/^3  +  2aV  —  a3  =  0. 
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Indem  man  diese  Gleichung  durch  x  dividirt  und  x  dann 
unendlich  gross  werden  lässt,  findet  man 
<33.)  —  3a2  +  3^2  _-  0,     oder    /*  =  dz  a. 

Die  beiden  entsprechenden  Asymptoten   haben   daher  die 
«jleichungen 
34. )  y*  —  —  a^'  +  a    und    y'  =  —  x^  —  a. 

Für  die  dritte  Asymptote  hat  man 

in  die  Gleichung  (29.)  einzusetzen.    Dadurch  erhält  man 


:35.) 


9 


— -A*^'^  — 6/i^T- 


Fig.  8f). 


2f*3  +  2a>  —  a3  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x^  dividirt  und  dann  x 
unendlich  gross  werden  lässt,  findet  man 

>o  dass  die  dritte  Asymptote  die  Gleichung 

besitzt. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 
138.)  xy'^x-\-2y—\  —  ^ 
bestimmen.  (Vgl.  Fig. 86.) 

Auflösung.  Hier  ist 
wieder  n  =  3  und 

lim— ^  =  m^  =  0,  m,  =0, 

m^  =  0,     m^  =  CO. 

Die  Gleichungen  der 
diei  Asymptoten  haben 
flaher  die  Form 

(39.)  /  =  A*i,   y'  =  ^2, 

Dabei  findet  man  ji*i   und  ^2,   indem  man  y  = /*   in   die 
Gleichung  (38.)  einsetzt.    Dies  giebt 

r/u-  —  2-  +  2/*  —  1  =  0, 

Oller 


/ 

r 

.__---'■ 

.1- 

»^ 

^^^^^" 

0 

0 

0 

/ 

/ 

a;'  =  il. 
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und  für  lima;=  oo 

(40.)  ^»  =  1, 

(41.)  /*,  =  +  1,     |u,  =  —  1. 

Ebenso  findet  man  X,   indem  man  x  =  l  in  die  Gleichung 
der  Curve  einsetzt.    Dadurch  erhält  man 

(42.)  Ay»  -  A  +  2y  -  1  =  0,     oder    X  +^  —  ^L±l  =  o,  | 

und  für  limy  =  oo 

(43.)  A  =  0. 

Die  Gleichungen  der  drei  Asymptoten  sind  daher 
(44.)  y'=  +  i,    y'  =  — 1,    «'  =  0. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Cuitb 

(45.)     zy^  +  xh/  —  a^  =  0 
bestimmen.    (Vergl.  Fig.  87.) 

Auflösung.  In  ähnlicher 
Weise  wie  bei  den  vorher- 
gehenden Aufgaben  findet  man 
hier  drei  Asymptoten  mit  den 
Gleichungen 


(46.) 


l 


a:'  =  0. 


Aufgabe  8.     Man  soll  die 
Asymptoten  der  Curve 


(47.) 


3^  +  zy^  —  az"^  +  ay*  =  0 


bestimmen.    (Vergl.  Fig.  88.) 

Auflösung,    Hier  werden  zwei  Asymptoten  imaginär,  weil 
aus  der  Gleichung 


im^^=lim(l+g)=  1+^2  =  0 


lim 


folgt,  dass 
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»I3  =  00 


«i  =  +  I,     m2  =  — t, 
wird.    Die    dritte  Asymptote   ist  reell 
und  steht   auf  der  X-Axe  senkrecht. 
Dabei  findet  man  aus  Gleichung  (47.), 
indem  man  x  =  X  setzt, 

a3  -f  Xy^  —  a/2  +  ay*  =  0, 
oder 

l  +  a+  —-,—  =  0. 


Dies  giebt  für  limy  =  00 
14S.)  /  =  — 0; 

die  einzige  reelle  Asjmptote  hat  daher  die  Gleichung 
(49.)  z'  +  a  =  0. 

Die  Gleichung  (47.)  kann  man  auf  die  Form 


\ 

Fig. 

88. 

4? 

1 
1 

^J 


(50.) 


y  =  ± 


a  +  X 


bringen,  woraus  man  erkennt,  dass  die  X-Axe  eine  Symmetrie- 
Axe  der  Curve  ist,  und  dass  die  Curve  zwischen  der  Asymptote 
«'  =  —  a  und  der  Geraden  x*  =  +  a  liegt.    Aus 


(51.) 


dy 
dz 


ax  ■ 


-=-=tga 
-z^ 


folgt,  indem  man  ar  =  0  setzt,  dass  die  beiden  Tangenten  im 
Nullpunkte  die  Winkel  +45^  und  — 45  <^  mit  der  positiven 
Richtung  der  X-Axe  bilden.    (Vergl.  Fig.  88.) 

Aufgabe  9.  Man  soll  die  Gleichung  der  Cissoide  des  Diokles 
bestimmen.    (Vergl.  Fig.  89.) 

Auflösung.  Die  Cissoide  des  Diokles  entsteht,  indem  man 
an  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  zwei  parallele  Tangenten 
mit  den  Berührungspunkten  0  und  A  legt,  von  O  aus  eine  be- 
liebige Secante  zieht,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  im 
Punkte  C  und  die  andere  Tangente  im  Punkte  B  schneiden  möge, 
und  von  B  aus  die  Sehne  OC  rückwärts  auf  der  Secante  ab- 
trägt, so  dass 

PB=  OC 

wird,  dann  ist  P  ein  Punkt  der  Cissoide. 
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Fig.  89. 


B    (52.)  OB  = 


also 
(53.) 


Bezeichnet  man  den  Winkel  AOF 
mit  (f  und  die  Sti-ecke  OP  mit  r,  so 
findet    man    aus    den    rechtwinkligen 
Dreiecken  OJB  und  OCA 
2a 


cos  9) 


OC  =  2acoS9", 


OP=r^OB—OC 

= (1  —  cos*y), 


2asinV 
r  = j 


cos  9) 
Daraus  folgt,  da 
OQ=:rcosy,     QP=rsiny 

/r.  N              «     •  9                2asinV 
(54.)      X  =  2asm2a),     y  = ^  • 

Indem    man     aus    diesen    beiden 
Gleichungen  (p  eliminii*t,  erhält  man 
(55.)         a^  +  xy^  —  2ay2  —  0. 

Aufgabe  10.   Man  soll  die  Asymptoten  der  Cissoide  bestimmen. 

Auflösung.  Schon  aus  der  Entstehung  der  Cissoide  ergiebt 
sich,  dass  die  Kreis-Tangente  AB  (vergl.  Fig.  89)  eine  Asymptote 
der  Cissoide  sein  muss.  Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  ans 
der  Rechnung.    Es  ist  nämlich 


lim 


^■  =  (i+$)=x  +  ™.  =  o, 


(56.) 

also 

(57.)  nii  =  +  t,     nii  =  — «,     wg  =  00 , 

d.  h.  zwei  Asymptoten  sind  imaginär,  nur  die  dritte  ist  reell 
und  steht  auf  der  X-Axe  senki'echt.  Dabei  findet  man,  indem 
man  a:  =  /  in  die  Gleichung  (55.)  einsetzt, 
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Dies  giebt  für  lim  y  =  oo 
(58.)  i  =  2a; 

folglich  hat  die  reelle  Asymptote  die  Gleichung 
159.)  a:'  =  2  a. 

§  84. 

Concavltät,  Convexität  Wendepunkte. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  103  und  104.) 

Erklärung.  Legt  man  in  einem  Punkte  P  an  eine  Curve 
die  Tangente,  so  heisst  die  Curve  in  diesem  Punkte  P  nach 
oben  concav^  wenn  die  dem  Berührangspunkte  P  benachbarten 
Curvenpunkte  oberhalb  der  Tangente  liegen.    (Vergl.  Fig.  90.) 

Fig.  90.  Fig.  9t. 


0 


/^Ti 


^fi 


y/L 


/ 


2 


0,        Q         Oj 

Dagegen  ist  die  Curve  im  Punkte  P  nach  oben  convex 
(vergl.  Fig.  91),  wenn  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Punkte  unterhalb  der  Tangente  liegen. 

Wenn  endlich  die  Curve  im  Punkte  P  von  der  Concavität 
in  die  Convexität  übergeht  (vergl.  Fig.  92),  oder  wenn  die  Curve 

Fig.  92.  Fig.  93. 

Y  -  Y 


m  Punkte  P  aus  der  Convexität  in  die  Concavität  übergeht 
vergl.  Fig.  93),  so  heisst  der  Punkt  P  ein  „  Wendepunkt ".    Die 

Kiepert,  Differential-Beclinung.  25 
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Tangente  in  einem  solchen  Punkte  heisst  „  Wendetangente^,  Bei 
einer  AVendetangente  muss  daher  die  Curve  auf  der  einen  Seite 
des  Berührungspunktes  oberhalb,  auf  der  anderen  Seite  des  Be- 
rührungspunktes uniei^halb  der  Tangente  liegen,  wobei  natürlich 
nur  die  benachbarten  Theile  der  Curve  in  Frage  kommen. 

Die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  90)  sei 

(1.)  y=/W, 

und  die  Curve  sei  in  der  Nähe  des  Punktes  P  nach  oben 
concav,  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

und  auch 

T,P^^Q,P,  —  Q,T,>  0, 

v^robei  Pi  und  P^  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Curvenpunkte  mit  den  Abscissen  z  —  a  und  z  +  a  sind,  und  wo 
die  Schnittpunkte  der  Ordinaten  QiPi  und  Q2P2  mit  der  Tan- 
gente Ti  und  T^  heissen. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle 


(2.)  /(:.  +  Ä)  ^f{z)  +  -^  Ä  +  /1(^+-^^  h\ 

also  für  Ä  =  +  a 

(2a.)      Q^P^  =/(.r  +  a)  =f{x)  +-f^^^  a  +  •^^^^®^)  a« ; 

ausserdem  wird 

(3.)       Q, T^=QP■^S^T^  =f(x)  +-^.  a , 

weil  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PS^Ti 

Si  Ti  =  PSi .  tg  SiPTi  =  otga  =  afXx) 
ist.    Durch  Subtraction  der  Gleichungen  (2a.)  und  (3.)  von  ein- 
ander erhält  man  daher 

(4.)  7i  Pt  =  QtPt  —QiT^  =  ~f"{x  +  0o) . 

In  ähnlicher  Weise  findet  man,  wenn  man  in  Gleichung  (2.) 
Ä  =  —  a  setzt, 
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(5.)  o,p,=/(,_.,=/(,)_4).+/::fe=9iÄ,, 

(6.)     Q,T,^QP-T,S,=f{x)—'^a, 

(7.)     T,P^  =  Q,P,  —  QiT,  =  ^/-(^  -  G,a). 

Damit  die  Ciirve  nach  oben  concav  ist,  müssen  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  72^2  und  T^Px 
positive  Richtung  haben.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  f*\x  +  0a) 
und  f'\x  —  ©lö)  beide  positiv  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f**{x)  für  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshalb  auch  f"{x)  positiv  sein, 
und  umgekehrt:  ist  f*\x)  positiv,  so  werden  auch  f**{x  +  Ga) 
und/"(ar —  &xa)  für  liinreichende  kleine  Werthe  von  a  positiv  sein. 

Die  Curve  ist  daher  im  Punkte  P  nach  oben  concav^  wenn 

Die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  91)  sei  wieder 

y=/(^), 

die  Curve  sei  jetzt  aber  in  der  Nähe  des  Punktes  P  nach  oben 
concex,  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

PiTi=QiT2—QiPi>0,    oder    T2P2  =  Q2P2  — Q2^2<0 
und  auch 

P,T^  =  Q,T,  —  Q,P^>0,     oder    T,P,  =  Q,P,  — Q^T^KO, 
wobei  dieselben  Bezeichnungen  angewendet  smd  wie  in  Fig.  90. 
Daraus  ergiebt  sich  genau  ebenso  wie  vorhin 

(9.)  r2P2  =  ^rXx  +  0a),     T,P,  =  ^/-{x  -  0ta). 

Damit  die  Curve  nach  oben  convex  ist,  müssen  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  T^P^  nnd  TtPi 
negative  Richtung  haben.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  f*\x  +  ®a) 
und/"(^ — 01«)  beide  negativ  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  f**{x)  für  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshalb  auch/"(:r)  negativ  sein, 

25* 
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und  umgekehrt:  ist/"(ar)  negativ,  so  werden  auch /"(ar  +  0a) 

und  f'\x — ®ia)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  negativ  sein. 

Die  Curve  ist  daher  im  Punkte  P  nach  oben  concez,  wenn 

(10.)  S^-^"^'^^^^' 

In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Fälle,  wo 
/'X^)  =  0    oder   /"(ar)  =  co 

wird,  ausgeschlossen  worden.  Beide  Fälle  können  im  Allgemeinen 
nur  für  einzelne  Werthe  von  x  eintreten.  Ist  z  ein  solcher 
Werth,  so  hat  man  noch  die  Vorzeichen  von  f"{x  —  a)  und 
f*'{x  +  a)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  zu  untersuchen 
und  danach  die  folgenden  8  Fälle  zu  unterscheiden: 

I.    r\x)=0,     r{x~a)>0,    r\x  +  a)<(^. 

In   diesem   Falle  geht    die   Curve    im   Punkte   P  (vergl. 
Fig.  92)   von   der  Concavität  zur  Convexität   über.     Dasselbe 
gilt  auch,  wenn 
IL  f%x)  =  c» ,   f\x  —  a)  >  0,   r{x  +  a)  <  0  (vergl.  Fig.  92). 

Wird  dagegen 

III.  f'\x)  =  0,    f%x  -  a)<  0,   r\x  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  93;, 
oder 

IV.  f\x)  =  oo,  f*\x  —  a)  <  0,   f\x  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  93), 
so  geht  die  Curve  von  der  Convexität  zur  Concavität  über. 

In  allen  diesen  Fällen  heisst  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt 
weil  sich  die  Curve  von  der  Concavität  zur  Convexität  oder  von 
der  Convexität  zur  Concavität  wendet. 
Fif  ^'  Ist  aber 

"^  V    |/'(^)  =  Ö'    />-a)>0, 

*  \f\^'  +  «)  >  0,  (vergl.  Fig.  94), 
oder 

Xrix  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  94\ 
so   ist  die  Curve  unmittelbar  vor  dem  Punkte  P  und  ebenso 
unmittelbar  nach   dem  Punkte  P  nach  oben  concav;  sie  hat 
daher  im  Punkte  P  keinen  Wendepunkt. 
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^X  0,  f\x  +  a)<  0  (vergl.  Fig.  95), 


Fig.  95. 


Ist  endlich 
VII./"(:r)  =  0,    f\x^ 
oder 

Vm. rix)  =  oo,  f^x  —  a)< 0,  f\x  +  a)< 0  (vergl.  Fig. 95), 
so  ist  die  Carve  unmittelbar  vor  dem  Punkte  P  und  ebenso 
unmittelbar  nach  dem  Punkte  P  nach 
oben  convex,   so  dass  auch  hier   der 
Ponkt  P  kein  Wendepunkt  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  jetzt  die  all- 
gemeine Regel  für  die  Aufsuchung  der 
etwaigen  Wendepunkte  einer  Curve 

y  =/(^). 
Man  ermittele  die   Werthe  von  x, 
für  welche  f*'(x)  gleich  Null  oder  un- 
endlich gross  wird,     Ist  x  ein  solcher  Werth,  so  untersuche  man 
das    Vorzeichen    con  f'*{x  —  a)    und   von  f"{x  +  a)  für    hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a.     Man  erhält  dann  einen  Wende- 
pnnkl,  wenyi  entweder 

/"(:r-a)>0,     und   /''(:r  +  a)<0, 
(t'lpr  wenn 

f^x^aXQ     und   f*\x  +  a)>Q\ 
und  zwar  geht  die  Curve  im  ersten  Falle  in  diesem  Wendepunkte 
von  der  Concavität  zur  Convexität  und  im  zweiten  Falle  von  der 
Convexität  zur  Concavität  über. 

Haben  dagegen  f*\x  —  a)  und  f*\x  +  a)  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  a  dasselbe  Zeichen,  so  ist  der  Punkt  kein 
Wendepunkt. 

Bemerknngr* 

£s  möge  hierbei  noch  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  sich 
die  vorstehenden  Betrachtungen  nur  auf  Punkte  der  Curve  beziehen, 
welche  im  Endlichen  liegen. 


Q,      Q    « 


A 
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§  85. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Caive 

(1.)  y==b  +  (c-xy^f(x) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  96.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

Flg.  96.  (2.)  f\x)^--3ic~'Xf, 

(3.)  /-(:p)  =  + 6  (c --.:). 

Aus    Gleichung    (3.)    erkennt    man, 

dass   es   keinen  endlichen  Werth   von  i 

giebt,  füi-  den  /"(^)  =  ^  wird.    Dagegen 

wii-d  /"(;r)  =  0  für 

(4.)  X  =  c. 

Der  Punkt  P,  dessen  Abscisse  gleich 

c  ist,  kann  also  möglicher  Weise  ein 
Wendepunkt  sein.  Um  darüber  zu  entscheiden,  beachte  man, 
dass 

(5.)         /"(c  — a)=  +  6a>0,    /"(c  +  a)  =  —  6a<0 
ist.    Es  findet  also  im  Punkte  P  ein  Uebergang  von  der  Cou- 
cavität  zur  Convexität  statt;   folglich  ist  P  ein  Wendepimkt, 
(Vergl.  Fig.  96.) 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
(6.)  y=,b  +  ^a:-cY=f{x) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  97.) 

Fig.  97.  Auflösung.      Aus    Gleichung    i^O. 

P'  folgt 

(7.)  f\x)==    ^(x-cf, 

(8.)  r{x)  =  12ix-cY. 

j|/  Auch  hier  giebt  es  keinen  endlichen 

Werth  von  x,  für  welchen  f'*{x)  =  oo 
wird.    Dagegen  wird  /"(r)  =  0  für 


0/     Q    ^3  (9.)  x=zc. 
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Für  diesen  Werth  von  x  kann  man  möglicher  Weise  einen 
Wendepunkt  erhalten,  um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 
(10.)  /"(c  —  a)  =  +  12  a2  >  0  und  f\c  +  a)  =  +  12  a^  >  o, 
folglich  ist  die  Curve  auf  beiden  Seiten  des  betrachteten  Punktes 
P  nach  oben  concav,  so  dass  dieser  Punkt  kein  Wendepunkt 
sein  kann.    (Vergl.  Fig.  97.) 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
(11.)  y  =  rn-hY(pr—cf  =f{x) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  98.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (11.)  folgt 


(12.) 
(13.) 


/'(^)  =  -^^(^- 


c) 


25' 


Hieraus  erkennt  man,  dass  f*\x)  für  keinen  endlichen  Werth 
von  X  gleich  Null  wird,  dagegen  wird 

(14.)  f\x)  =  oo     für    x=  c. 

Dieser  Werth  von  x  kann  also  mög- 
licher Weise  einen  Wendepunkt  liefern. 
Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 

(15.)    /-(o-a)  =  -^>0 


und 

(15a.)  f\c  +  a)  = 


25-^a8 


5/-.>0. 


6J 
25-^ 
wobei  man  b  als  positiv  vorausgesetzt  -o 
hat.  Die  Curve  ist  also  zu  beiden 
Seiten  des  betrachteten  Punktes  P  nach  oben  concav;  der  Punkt 
P  ist  daher  kein  Wendepunkt  der  Curve,  sondern,  wie  man  aus 
Figur  98  ersieht,  eine  Spitze. 
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Aufgabe  4.  Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 

(16.)  y  =  m  -  *  -^(^"^  =/W 
bestimmen. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (16.)  folgt 

(17.)  /X^)=    J^(.^.c)-i, 


■cy 


Auch  hier  wird  f'\x)  für  kernen  endlichen  Werth  von  x 
gleich  Null,  dagegen  wird 
(19.)  f'\x)  =  oo     für    x  =  c. 

^        ^'^^  *^-  Um  zu  entscheiden,  ob  dieser  Werth 

von    X    wirklich    einen    Wendepunkt 


N6 


\ 


*2i 


liefert,  bilde  man 


66 


p 


und 


\^ 


+  6* 


<0 


,,— .  /"(^  +  -)  =  25?a^>^- 


-A' 


Daraus  erkennt  man,  dass  im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten 
(20.)  X  =  c,    y  =  m 

eine  Wendung  von  der  Convexität  zur  Concavität  stattfindet, 
dass  also  der  Punkt  F  ein  Wendepunkt  ist.    (Vergl.  Fig.  99.) 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
b^b—x) 


(21.) 
bestimmen, 


y  = 


62  +  Z^ 


=/(^) 


(22.) 


Auflösung.    Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (21.) 


/'(^)  = 


{x'  +  b^)^ 


r2H  ^  f"(.^  -  -2&V-3^^'  -3b''x  +  b') 
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Hier  kann  /"(•'■)  ^  keinen  endlichen,  reellen  Werth  von  z 
unendlich  gross  werden.    Dagegen  wird  f"(x)  gleich  Null,  wenn 
^24.)  r"  —  Sba^  —  Sb^x  +  b^  =  (z  +  b)  {2^  —  ^bz  +  Ä«)  =  0 
wird.    Die  Werthe   von   x,   für   welche   möglicher  Weise   ein 
Wendepunkt  eintritt,  sind  daher 

(25.)       jrt=  —  b,     Zi=:b{2  —  yS),     ^ra  =  Ä(2  +  "j/a), 
welche  beziehungsweise  den  Werthen 

,26.,      y,=  +i,     y2  =  ^(I+l/3),     ^3  =  ^(1-^3) 
eüL«iprechen. 


Flg.  100. 

^^^- 

/ 

^f? 

— - —        1 

^\^- 

-~-~^v-. 

ÖJ 

Qt    A   < 

i«,     A- 

T 

~-  ij,--^ 

Da  :r2  +  6*  flir  reelle  Werthe  von  z  immer  positiv  ist,  so 
l)raucht  man  nur  zu  untersuchen,  ob 

(27.)  (^2  ^  b^ff\x)  =  —  2b\z  +  b)  {x^  —  Uz-\-b'')  =  F{x) 
für  die  angegebenen  Werthe  von  z  das  Vorzeichen  wechselt. 

Zunächst  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

"  '^  \  i*\— i  +  a)  =  ~2a62(6i2_6ai  +  a2j  <0; 

deshalb  ist  der  Punkt  Pi  mit  den  Coordinaten  :ri,  yi  ein  Wende- 
punkt, in  welchem  die  Curve  von  der  Concavität  zur  Convexität 
übergeht. 

Femer  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 
.>9  /i^(26— J|/3  — a)  =  — 2ai'^(3Ä— 6}/3  — a)(2Ä]/3+c/)<0, 
\F(2i— AK3  +  a)r=  +  2aÄ2(36_/,y3H_a)(2Ä>]/3— a)>0, 
lulglich  ist  auch  der  Punkt  P2  mit  den  Coordinaten  3:2,  yi  ein 
Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Convexität  zui* 
Concavität  übergeht. 
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Endlich  ist  noch  fiir  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

(30.)  P(26+jy3  — a)=  +  2aJ2(3J  +  6]/3— a)(2Äl/3-a)>0, 

folglich  ist  der  Punkt  Pa  mit  den  Coordinaten  2-3,  ys  gleichfalls 
em  Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Concavität  zui* 
Convexität  übergeht. 

Es  ist  dabei  noch  zu  beachten,  dass  die  drei  Wendepunkte 
Pi,  P2,  Pa  in  einer  geraden  Linie  liegen,  weil 

(31 .)  Xi  (ya  —  ya)  +  ^^{yi  —  yi)  +  xs(t/i  —  ys)  =  0 

wird.    (Vergl.  Fig.  100.) 

Aufgabe  6.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Parabel  nach  oben  concav,  und  in  welchen  Punkten  sie  nach 
oben  convex  ist. 

Auflösung.  Die  Gleichung  der  Parabel  ist 
(32.)  y''  =  2px', 

daraus  folgt 

dx^  y      dx^  ~~       y^ 

Für   positive  Werthe   von   y  wird    ^J 

negativ,  und  für  negative  Werthe  von  y  wii-d 

d'^u 

y^  positiv.    Die  obere  Hälfte  der  Curve  ist 

daher  nach  oben    convex^    und   die  untere 
Hälfte  ist  nach  oben   concav.    Einen  Wendepunkt  besitzt  die 

Curve  nicht,   da  -7-I  für  endliche  Werthe  von  y  niemals  ver- 
dx^ 

schwinden  kann. 

Aufgabe  7.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  dit 
Ellipse  und  die  Hyperbel  nach  oben  concav,  und  in  welchen 
Punkten  sie  nach  oben  convex  sind. 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 
(34.)  b^x^  +  «V  __  aW  =  0 ; 
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daraus  folgt 
t:35,) 


dy  _ 

dx 

d'*'y 


d'y 
dx" 


Auch  hier  wird    .  \  negativ 

für  positive  Werthe  von  y  und 
positiv  für  negative  Werthe  von 
y.  Die  obere  Hälfte  der  Curve 
ist  daher  nach  oben  convex  und 
die  untere  Hälfte  der  Curve  ist 
nach  oben  concav  (Fig.  102), 
Einen  Wendepunkt  besitzt  die 

("urve  nicht,   da   _.%  für  end- 

liehe  Werthe  von  x  und  y  niemals  verschwinden  kann. 

In    ähnlicher   Weise    erhält    man    bei   der   Hyperbel    die 
Gleichungen 

(36.)  JV . 

dy 


137.) 


=  + 


b^x      (Py 6* 


dx  ä^y      dx^  a^y^ 

und  kann  daraus  dieselben  Schlüsse  ziehen  wie  bei  der  Ellipse. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Wendepunkte  der  Sinublinie  be- 
stimmen.   (Vergl.  Fig.  103.) 

Auflösung.    Die  Sinuslinie  hat  die  Gleichung 
(38.)  y  =  %mx\ 

Fig.  103. 


K 

/^ 

Y 

/ 

'  ^N 

/ 

\ 

/ 

0 

A 

\       / 

B 

O' 

^v^        ^/ 

T 

daraus  folgt 
f39.) 


dy  d^y 


—  sm:r. 
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§  86.    Berührung  (oder  Osculation)  n'«»"  Ordnung. 


Die  Curve  ist  daher  nach  oben  conver,  wenn  0  <a-  <ff. 
2  TT  <  a:  <  37r,  . . .  allgemein,  wenn 

2nn  <ar  <(2»  +  l)n 
ist:  und  die  Curve  ist  nach  oben  concav,  wenn 

{2n  +  1)7T  <:x  <(2n  +  2)7t 
ist,   wobei  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten 
soll.    Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn 

a:  =  0,     ±n,     ±:  2/r,     ±  Sn, .  . . 
ist;    die   zugehörigen  Werthe  von  y   sind  särnrnüich  gleich  0, 
d.  h.  die   Wendepunkte  liegen  alle  in  der  X-Axe. 


§  86. 

Berührung  (oder  Osculation)  n*"^  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  105.) 
Erklärung.     Zwei  Curven  VW  und  RS  (Fig.  104)  mit  den 
Gleichungen 

(1.)  y=/W    und    y  =  g{x) 

haben  in  dem  ihnen  gemeinschaftlichen  Punkte  P  eine  Berührumj 
(oder  Osculation)  n^^  Ordnung^  wenn  für  den  zugehörigen  Werth 
Don  X  nicht  nur 

(2.)  fix)  =  g{x) 

istj  sondern  ausserdem  auch  noch 

(3.)      /'W  =  <7'(4    /"W=^»,-../(">(^)  =  S^'*K^). 

Mit  welchem  Rechte  diese  Er- 
^^«-  *°*-  klärung  aufgestellt  worden   ist,   er- 

sieht man  aus  dem  folgenden  Satze: 
Ztoei  Curven 

y=f(x)  und  y^g{x\ 
%celche  im  Punkte  P  eine  Berührung 
n^*r  Ordnung  haben,  schmiegen  sirh 
in  diesem  Punkte  enger  an  einander 
an  ah  an  jede  andere  Curve,  mit 
der  sie  im  Pu?ikte  P  keine  Berührung 
C071  gleich  hoher  Ord?iu7ig  haben. 


Y 

^■ 

^ 

^(^ 

^ 

^^    ' 

r^r 

■yl 

f 

"TJ 

Ca 

i,       fi 

(. 

h 
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Beweis.    Nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle  ist 

'  +     ^f     ^   +       (/*  +  !)!       ^ 

gleichviel,  ob  A  positiv  oder  negativ  ist.    Ebenso  wird 

(5.)     Q,p^=^(^  +  Ä)  =  K^)+^'|fÄ  +  ^^Ä2  +  ... 

folglich  ist,  weil  nach  Voraussetzung  die  Gleichungen  (2.)  und 
(3.)  gelten, 

I     P,P\=.g{x  +  h)-f{x  +  h) 

Da  h  eine  beliebig  kleine,  positive  oder  negative  Grösse  ist, 
so  wird  PiP'i  eine  beliebig  kleine  Grösse  von  der  (n  +  iy^°^ 
Ordnung. 

Wenn  man  nun  mit  diesen  beiden  Curven  noch  eine  dritte 
Cun^e 

y  =  y(«) 

zusammenstellt,  welche  mit  der  Curve 

im  Punkte  P  nur  eine  Berührung  von  der  m^«**  Ordnung  hat, 

wobei  wi  <  /i  vorausgesetzt  wird ,   so   ist  fiir  den  betrachteten 

Werth  von  x 

(7.)      f{x)  =  <p{x\    /'(^)  =  </)'W,...    ß-\x)^<fi^){x\ 

aber 

(8.)  /(«+»)(a;)>(^('»+*)(a:), 

so  dass  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  auch 

/(«+i)(a;  +  @^h)  %  yt'»+»)(a:  +  03Ä) 
ist.     Man  findet  dann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 
r  ^{z  +  h)—f{x  +  h) 
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Diese  Differenz  wird  nur  beliebig  klein  von  der  (m  +  1 1**'^ 
Ordnung,  weil  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  eine  end- 
liche (von  Null  verschiedene)  Grösse  ist.  Deshalb  wird,  vom 
Vorzeichen  abgesehen, 

(10.)  P,P\  =  g{x  +  h) -fix  +  Ä)< <f(x  +  h)  —fix  +  Ä), 
d.  h.   die  Curven   y  =fix)   und   y  =  gix)   schmiegen   sich    im 
Punkte  P  enger  an  einander  an  als  die  Curven  y  =f(^)  und 
y  =  y(.r). 

§  87. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  106  iind  107.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  durch  den  Punkt  P  einer  Curve  mit 
der  Gleichung 

(1.)  !/=A^) 

eine  gerade  Linie  legen,  welche  mit  der  Cui've  eine  Berührung 

von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 

Auflösung.    Die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei 
(2.)  y*  =  mx'  +  fi, 

wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x'  und  y'  bezeichnet  sind, 
weil  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  x  und  y  heissen 
sollen.  Damit  nun  die  Gerade  durch  den  Punkt  P  geht ,  muss 
(3.)  y  =fix)  ^mx  +  ii 

sein.  In  diesem  Falle  ist  also  gix)  gleich  mx  +  /w,  so  dass  die 
Gleichung  fix)  =  g*ix)  hier  die  Form  hat 

(4.)  |  =  ». 

Man  hat  hier  nur  über  die  beiden  Grössen  m  und  f*  zu  ver- 
fügen, und  zwar  sind  diese  Grössen  schon  durch  die  Gleichungen 
(3.)  und  (4.)  vollständig  bestimmt,  denn  es  wird 

^^•^  "^^dx    ™*     ii  =  y  —  mx  =  y  —  x-£y 

so  dass  die  Gleichung  (2.)  übergeht  in 

(6.)  y'-y=^£i^--^). 
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Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  Tangente. 

Die  Tangente  ist  daher  diejenige  Gerade,  welche  sich  im 
Punkte  P  der  Curve  am  engsten  anschmiegt.  Da  ausserdem 
jede  Gerade  in  allen  ihren  Punkten  dieselbe  Richtung  hat,  so 
giebt  die  Tangente  in  dem  betrachteten  Punkte  die  Richtung 
der  Curve  an. 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennt  man  auch,  dass  die  Tangente 
mit  der  Curve  im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  erster  Ord- 
nung hat.  Man  kann  aber  sogleich  die  Bedingung  angeben, 
unter  welcher  die  Berührung  eine  Berülu*ung  von  der  zweiten 
Ordnung  wird.  Es  ist  hier  nämlich 
(7.)  g{x)  =  ma-  +  /t*,     ff'ipr)  =  fn,     g*\x)  =  0, 

folglich  muss  auch 

is.)  r\x)  =  0 

sein,  damit  die  Berührung  höher  als  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

Diese  Bedingung  ist  nur  für  einzelne  Punkte  der  Curve 
erfüllt,  und  zwar  sind  diese  Punkte  (nach  Formel  Nr.  104  der 
Tabelle)  Wendepunkte,  wenn  f*\x)  für  den  betrachteten  Werth 
Ton  X  das  Vorzeichen  wechselt. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  bestimmen, 
der  im  Punkte  P  mit  der  Curve 

19.)  y  =/(^) 

eine  Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  besitzt. 

AufiBsung.  Ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  q  hat,  wenn 
man  die  laufenden  Coordinaten  mit  x\  y*  bezeichnet,  bekanntlich 
die  Gleichung 

(10.)  {x*  -  tf  +  (y'  -  nf  -  e'  =  0, 

wobei  $  und  iy  die  Coordinaten  seines  Mittelpunktes  sind.  Löst 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y*  auf  und  setzt  a:'  =  ar,  so 
erhält  man 

(10a.)  y'  =  ^  zb  yQ^  —  {x  —  iif  =  ff{x). 

In  der  Gleichung  des  Kreises  kommen  also  drei  willkürliche 
Constante  ?,  ij  und  q  vor,  über  die  man  so  verfugen  kann,  dass 
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drei  BedinguDgen  erfüllt  sind.    Deslialb  ist  es  möglich,  die  drei 
Gleichungen 


(11.)  fix)  =  g{x)  =  n  ±  Vq^  -{x-  ^f  =  y, 

X — 5  X  —  I 


(12.)     f'{x)=g'(x)  = 
{IZ.)  f"{x)^9"{x)  =  ± 


^  _         e*    *) 


durch  passende  Bestimmung  von  |,  «?  und  q  zu  befriedigen. 
Dabei  sind  x  und  y  die  Coordinaten  des  Beiührungspunktes. 
Aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (10.)  findet  man 

(14.)    x-T^  =  -(y-fi)f\x), 

(15.)  p«  =  (:r  -  g)5  +  (y  -  ,)»  =  (y  -  ,)« [1  +f\xf] , 

SO  dass  Gleichung  (13.)  übergeht  in 

y  — <? 

Deshalb  ist 


^-^  — -^7^- 


(i7.).-i=-(y-,)/'(.)=[i±5^m, 

(18.)  ,^=[1±/Ä?; 

^         ^  ^  /"(^)'  ' 

folglich  wird 


„  =  y+l±fM. 

1   y+  f"(x) 


(19)      g-^       [l+/-(x)V(^) 
(190      5-^  77;(^5 

Wenn  man 
P  =  ^   statt  /'(a:)     und    ?  =  £^    statt  /"(^z^) 


*)  üeber    die   Bildung   dieser  Ableitungen   vergleiche  man  §  73, 
Aufgabe  2. 
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scbreibt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  99  der 
Tabelle 


(21.) 


5  =  ._(L±^  =  . 


(D* 

/ds\ 


^  =  zt 


Hierbei  wird  man  för  ^  das  obere  oder  das  untere  Vor- 

ds 
zeichen  wählen,  jenachdem  q  mit  j-  gleiches   oder  entgegen- 
gesetztes Vorzeichen  hat,  damit  q  selbst  positiv  wird. 

Da  X  und  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind, 
so  mögen  die  laufenden  Coordinaten  des  Kreises  mit  x'  und  y' 
bezeichnet  werden,  so  dass  er  die  Gleichung 
(22.)  {x^  —  J)«  +   (y'  —  fjy-Q^^O 

hat.  Man  nennt  diesen  Kreis  den  „Osculationsireis  oder 
Krümmungskreis'' \  er  hat,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  folgt, 
im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  von  der  zweiten  Ordnung 
mit  der  Curve.  In  besonderen  Punkten  der  Curve  kann  aber 
anch  eine  Berührung  höherer  Ordnung  mit  dem  Krümmungs- 
kreise stattfinden.    Die  Bedingung  dafür  ist 

?) 


(23.) 


/-(^)  =  ^-(:r)  =  -^^ 


{y--nf 


Sind  X  und  y  Functionen   einer  dritten  Veränderlichen  f^ 
also 

(24.)  ^  =  9(0»  y=v^(0, 

so  gehen,  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  92  der  Tabelle, 
die  Gleichungen  (21.)  über  in 


Kiepert,  Differentlal-Rechnimg. 
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(25.) 


a 


ds^  dy 

dt  _  d^dy 


dx  d^y       dy  d^x  dxd^y — dyd^x' 

'dl  d^~'di  d^ 


/ds>?  dx 

\dt)   dt  d^dx 


n^y  +  -j—ö:. — :;n:  ^^  =  ^  + 


Q  =  ± 


dx  d^y d^  d-x       ^       dxd^y — dyd^x 

dt  ~de^       dt   dt^ 

fdi^ 

\dt)  ^  ^  _        d^  ^ 

dx  d^y       dy  d^x  dxd^y — dyd^x 

'dt^^~ii  df^ 


Aufgabe  3.    Man  soll  eine  Parabel  bestimmen,  deren  Axe 
zur  F-Axe  parallel  ist,  und  welche  mit  der  Curve 
(26.)  aV  =  a^ 

im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  ic  =  o,  y  =  a  eine  Berflhrang 
von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 

Auflösung.    Hier  ist 

_^      dy  _Sx^     ^y  — ^      6Py_6 
(27.)  y-^'    di"   a^'    dx^'"^'    d^"  a^' 

Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  zur  Y-Axe  paralld 
ist,  hat  die  Form 
(28.)  Ax^  +  2i?y'  +  2  Gr  +  -D  =  0. 

Man  kann  hier  also  über  die  drei  Grössen  —  >   -r  ?       pas- 

XX.        xi.       Ji.  I 

send  verfügen,  so  dass  für  j:  =  a 

(29.)       y-y^a,     ^^-^^_3,      ^^2-rf^2-„  I 

wird.    Dies  giebt  zunächst 

(30.)     Ad?'  +  25a  +  20a  +  Z>  =  0, 

(31.)     A(7?  —  a«)  +  2B(y*  —  a)  +  2(7(2:  —  a)  =  0, 

(32.)     ^;r  +  5  ^^  +  C  =  0,     oder     ^a  +  35  +  (7  =  0, 
ax 
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<33.)    A  +  B-^l  =  0.     oder     A-\-^     =0. 

Daraus  folgt 
(34.)  6i?  =  — ^a,     2C=— ^a, 

(35.)  3(a:2  _  ^2)  _  ^{y'  _  a)  —  3  a(a;  —  a)  =  0 , 

oder 
{35a.)  ^x(x  —  a)  =  a(y'  —  a). 

Nach  Gleichung  (6.)  in  §  86  war 

PiP'i = ^1^,  [P^-^^^^  {x + 0,Ä)  -/(-+0  (^  +  eh)] . 

Ist  also  n  gerade^  SO  wechselt  Pii^i  mit  h  sein  Zeichen, 
und  ist  n  ungerade^  SO  bleibt  das  Zeichen  von  PiP'i  unverändert, 
wenn  auch  h  sein  Zeichen  wechselt;  d.  h.  die  beiden  Curven 
durchsetzen  einander^  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  gerade 
isty  und  von  den  beiden  Curven  verläuft  die  eine  in  unmittel- 
barer Nähe  des  Berührungspunktes  ganz  an  derselben  Seite  der 
anderen^  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  ungerade  ist. 

Ein  Beispiel  hierfitr  liefert  bereits  die  Tangente  einer  Corve. 
Im  Allgemeinen  ist  die  Berührung  nur  von  der  ersten  Ordnung, 
dann  liegen  alle  dem  Berührungspunkt  benachbarten  Curven- 
punkte  auf  derselben  Seite  der  Tangente.  Ist  aber  die  Berührung 
von  der  zweiten  Ordnung,  so  ist  der  Berührungspunkt  ein 
Wendepunkt  der  Curve  und  die  Tangente  ist  eine  Wende- 
tangente,  welche  die  Curve  im  Berührungspunkte  durchsetzt. 
fVergl.  Fig.  92  und  93  auf  Seite  385.) 

Ein  zweites  Beispiel  liefert  der  Osculationskreis  oder 
Krümmungskreis,  der  sich 
einer  Curve  im  Punkte  P 
möglichst  eng  anschliesst. 
Im  Allgemeinen  wird  die 
Berührung  (nach  Aufgabe  2) 
von  der  zweitenOr^\mg  sein. 
Dann  wird,  wie  Figur  105 
im  Punkte  P  zeigt,  der  Kreis 
die  Curve  durchsetzen.  Nur 
ausnahmsweise  ist  die  Beruh- 

26* 


Fig.  105. 
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rung  von  der  dritten  Ordnung.  So  ist  z.  B.  in  den  Scheiteln  der 
Ellipse,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  die  Berührong  zwischen 
Krümmungskreis  und  Curve  von  der  dritten  Ordnung;  deshalb 
verläuft  in  unmittelbarer  Nähe  des  Berührungspunktes  der  Kreis 
ganz  an  derselben  Seite  der  Curve. 

§  88. 

Krümmung  der  Curven. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  106  und  107.) 

Der  Kreis  hat  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  Krümmung, 

und  zwar   ist   die  Krümmung   um   so  grösser,  je   kleiner  der 

Halbmesser  q  des  Kreises  ist.    Man  setzt  daher  die  Krümmung 

eines  Kreises  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Halbmessers. 

also  gleich  -• 
Q 

Bei  anderen  Curven  ist  die  Krümmung  in  verschiedenen 
Punkten  eine  verschiedene.  Um  sie  zu  messen,  wird  man  die 
Curve  mit  demjenigen  Ki-eise  vergleichen,  welcher  sich  in  dem 
betrachteten  Punkte  unter  allen  Kreisen  am  nächsten  an  die 
CuiTC  anschmiegt. 

Es  giebt  nämlich  für  jeden  Punkt  P  einer  beliebigen  ("urve 
unendlich  viele  Kreise,  welche  die  Curve  im  Punkte  P  berühren. 
Unter  diesen  Kreisen  giebt  es  jedoch,  wie  in  §  87  gezeigt  wurde, 
einen,  der  sich  an  die  Curve  näher  anschmiegt  als  alle  anderen. 
Dieser  Kreis,   der  den  Halbmesser  q  haben  möge,  heisst  der 

^Krümmungskreis^\  man  nennt  dann  -  „die  Krümmung  der 
Curve  in  dem  betrachteten  Punkte". 

Der  Werth  von  q  und  ebenso  die  Werthe  der  Coordinaten 
5  und  ff  des  Krümmutigsmittelpunktes  wurden  bereits  in  §  87 
berechnet.    (Vergl.  die  Formeln  Nr.  106  und  107  der  Tabelle.) 

Der  Krümmungskreis  kann  aber  auch  in  folgender  Weist 
erklärt  werden.    Die  Gleichung  des  Kreises 
(1.)  [x-if  +  {y-fif-Q'^^ 

enthält  drei  willkürliche  Constante  ?,  iy,  q,  welche  man  so  be-  | 
stimmen  kann,  dass  der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  P. 
Piy  Pi  hindurchgeht.   Dies  giebt  die  drei  Bedingungsgleichungcn 
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aa.)  X*  — 2|a;  +  |2  +  y2_2,y  +  ,«_ßa  =  0, 

(2.)  z^^  —  2|ar.  +  |2  +  y.«  _  2»?yi  +  ^«  —  g«  =  0, 

(3.)  a-j*  —  2|a;j  +  S«  +  y««  —  2ijy8  +  f  —  p«  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (la.)  und  (2.)  bezw.  von  den 
Gleichungen  (2.)  und  (3.)  subtrahirt,  findet  man  hieraus 
(4.)     x.«  —  a;«  —  2S(a;i  —  a:)  +  yi«  —  y«  —  2i?(y,  — y)  =  0, 
(5.)    Zi*  —  a-,«  —  2  ?(a;2  —  a;,)  +  yj«  —  y,*  —  2  »?(y2  —  y,)  =  0, 
oder,  wenn  man  Gleichung  (-1.)  durch  xi  —  x  und  Gleichung  (5.) 
dorch  a-2  —  zt  dividirt, 

(4a.)  a:, +  a;  — 2j  +  (yi+y  — 2>?)^'-~'^  =  0, 

a"i  —  X 

(,5a.)         a:*  +  a;,  —  2  S  +  (ys  +  y.  —  2  5)  y*-^-^-'  =  0 . 

X2  —  Xi 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 


oder,  wenn  man 


(6.)    x,-x-(y,  +  y-2fi)^-^  +  {y^  +  y,-2fj)f--f=:0, 

X|        .C  X2 Xi 


Q/2  +  yi- 

2,)^'-y=0 
a-i  —  X 

4-t/,  — 2i 

,/y«— y«    yi— y 

addirt, 

,5a.)  ^-.+(y.-y)|ll=f +(y.+y.-2,/|i=fl  -  |i=|)=  0 
a;i — a;  \Zi — zi      Xi — z/ 

Diese  Gleichungen  gelten,  wo  auch  die  Punkte  P,  Pi,  P« 

liegen  mögen.    Nimmt  man  sie  auf  der  Cui-ve  an  und  setzt 

(7.)  ari  =  a;  +  ^a: ,     X2  =  x  +  2Jx , 

so  gelten  die  Gleichungen 

(8.)         y=f{x),     y^=f{x  +  Jx),     yt=f(x  +  2Jx), 

und  die  Gleichungen  (4  a.)  und  (6  a.)  gehen  über  iu 

(9.,     2ar +  ^ar- 21  + (y,+y- 2, )-fet^^-==^^  =  0, 
(10.)     2Jx  +  [fix  +  2Jx)  -fix)]  ft+J^l=/M 

+  (y,  +  y._2/J^±2^?)=^^±i^^/jW  =  0, 
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oder,   wenn  man  die  letzte  Gleichung  durch  2Jx  dividirt,  in 

aoa.)  1  +  /(^  +  2Jt)  ^f{x)    f{x  +  Jx)-f{x) 
^       '"^  2^x  Jx 

Nun  ist  aber  für  lim^/a;  =  0 

limt/2  =  limyi  =  y; 
sodann  ist  nach  Fonnel  Nr.  15  der  Tabelle 

und  ebenso,  wenn  man  Jx  mit  2Jx  vertauscht, 

endlich  ist  nach  Formel  Nr.  44  a  der  Tabelle 

Jt'  dx* 

Deshalb  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (9.)  and  (10a.i. 
wenn  die  Punkte  P,  Px  und  Pt  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  dass  sich  ^x  dem  Grenzwerthe  0  nähert, 

(11.)  (^_V-)    +   (y_,)/'(^)    =   0, 

(12.)  i+/'(^)'  +  (y-7)/"(^)  =  o. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  wieder  in  Ueberein- 
stimmung  mit  den  Gleichungen  (16.),  (17.)  und  (18.)  in  §  87 

(13.)     y_,__.    -,^^^    .,      ^.-,_-.^-^^  , 


Der  Krümmu7igskreis  kann  also  auch  erklärt  werden  ak 
der  Kreisy  welcher  durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  der  Curce 
hindurchgeht. 

Dieser  Satz  ist  nm-  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinea 
Satzes,  dass  zwei  Curven  /*  +  1  unendlich  nahe  Punkt«  gemein- 1 
schaftlich  haben,  wenn  sie  eine  Berührung  «'*^  Ordnung  besitzen. , 
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§89. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.  Man  soll  den  Krümmungskreis  fiir  die  Parabel 
U.)  y*  =  20« 

bötiinmen.*) 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

^"'  ^~  dx~  y'     ^~  dx*~      y^  dx"      f 


K^ 


o'-+^="-r- 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  findet  man 


oder 

{^0 

t            ,  o^  +  2ax           ,   „ 

'-+^^(-5)=- 

oder 

(5.) 

(6.) 


Für  den  Scheitel  der  Parabel  wird  y  gleich  0,  folglich  ist 
in  diesem  Punkte 

('•)  C»  =  a,    5  =  ö,     //  =  0. 

In  dem  Scheitel  hat  auch  der  Krümmungskreis  mit  der 
Parabel  eine  Berührung  von  der  dritfeti  Ordnung.  Es  wird  hier 
nämlich 


*)  In  dieser  Aufgabe  ist  der  Parameter  der  Parabel  mit  a  be- 
zeichnet, während  p  hier  und  in  den  folgenden  Aufgaben  gleich  Z-L 
sein  soll. 
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und  nach  Gleichung  (23.)  in  §  87 

„-M  =  _  3e!(izr  i)  =  3(a«  +  y^)V  +  y^).a 

^    ^^  (y  — #  a«.a.(a«  +  y»)V       ' 

oder 

Daraus  folgt 

deshalb  wird  für  lima:  =  0,  limy  =  0 

(11.)        Iim^^^^(=l,    oder    lim/'"(a:)  =  Iimy'"(a:). 

Die  Parabel  hat  daher  im  Scheitel  mit  dem  zugehörigen 
Krümmungskreise  eine  Berührung  von  der  dritten  Ordnung. 

Aufgabe  2.  Man  soll  den  Krümmungski*eis  für  die  Eltipst 

(12.)  iV  +  ay  —  a^b^  =  0 
bestimmen. 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (12.)  findet  man 

(13.)  jt>=-^  =  —     -,      y=-|=- — _, 

^      ^  '^       dx  a^y       ^       dar  a^y^ 


(».)  (0=xo-  = 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  106  und  107  der 
Tabelle  ein,  so  erhält  man 

a*6» 


6V  +  aV/     i%\/     aV\_ 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (12.)  ist  aber 
(15.)  6*a:«  +  «V"  =  **(o*  —  e*a:«)  =  a\b*  +  «V) , 

folglich  wh-d 
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,16.)  5=^ -^  =  --, 

u<ier  nach  Gleichung  (15.) 

,.7.)  ,  =  ,-IÖl+--»'-'=..f  , 


^  a*b* 


Ferner  ist 
119.)  /'"(-)  =  -^' 

.f>n^  ^»M-       3gV-g)_  3b^0x 

Daraus  folgt 
(-21.)  ^„,^^^  -  ^^,  •  gj,„^  -         ^,^4         » 

also  für  r  =  ±:a,  y  =  0  wird 
C22.)  "^=1'     <^«^    /'»  =  i^'». 

Auch  ruT  X  =  0,  y  =  zt  b  wird 
(22a.)  /-(x)  =  ^-(^)  =  0. 

In  den  vier  Scheitelpunkten  der  Ellipse  findet  daher  eine 
Berährung  von  der  dritten  Ordnung  mit  dem  zugehörigen 
Krümmungskreise  statt.    (Vergl.  Fig.  105.) 

Dabei  wird 

(23.)  ^"^  b     ^^    ^"^^ 

und 

(24.)  e  =  -     fiir     y  =  0. 

Aufgabe  3.  Man  soll  den  Krümmungskreis  fiir  die  Hyperbel 
(25.)  b^x^  —  aY  —  aW  =  0 

bestimmen. 
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Auflösung.  Die  Rechnimgeu  gestalten  sich  hier  genau 
ebenso  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe,  man  hat  nur  +  b- 
mit  —  b^  zu  vertauschen.    Dadurch  erhält  man  wieder 

(26.)    5  =  -^^»  1/=- ;-  ^  =  ^^ — ;i^ii^—' 

genau  so  wie  bei  der  Ellipse,   hier  ist  aber  e^  gleich  a*  +  i% 
während  bei  der  Ellipse  c*  gleich  a^  —  i*  war. 

Aufgabe  4.  Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  KeiUn- 
linie 


(27.) 
bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (27.)  folgt  mit  Eücksicht  auf  die 
Formeln,  welche  in  §  81,  Aufgabe  7  entwickelt  worden  sind, 

(28.)  p  =  'l  =  lQ-e-")='-Yy^^, 


(29.) 
(30.) 


dx^       '2a 
ds       1(   ö"  ,     "~7 )      « 


dx      2  a 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 


(31.)  |  =  ^_y;..tyL-:?!.^  =  ^_yVV 

^      ^  a^           a           y 

(32.)  ,  =  y  +  =^,.-^=2y, 

(33.)  ,  =  ±y\.t=^y\. 

Es  war  aber  auch  die  Normale 

(34.)  iV  =  y  -^  -  =  ^- 

^      ^  ^  dx       a 


-2  __  a^ 


j 
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I  vergl.  Gleichung  (48.)  auf  Seite  354 ),  folglich  ist  der  Krümmungs- 
halbmesser bei  der  Kettenlinie  der  zugehörigen  Normale  gleich; 
er  hat  aber  die  entgegengesetzte  Richtung,  wie  man  schon  aus 
Gleichung  (32.)  erkennt. 

Aufgabe  5.    Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Cyhhide 
1 35.")  X  =  a{t  —  sin^j    y  =  a(l  —  cos<) 

bestimmen. 

Auflosung.    Aus  den  Gleichungen  (35.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(36.)  dz  =  a(l  —  cost)df,     dy  =  asin^rf^, 

i37.)  d^z  =  asin^ .  dfi,         d^y  =  öcos<  .  df^^ 

;  38.)  ds^  =  dx^  +  dy^  =  2  a\l  —  cos  f)d^  =  U^  sin«  Q  ^  df'^, 

<  38a.)         rf«  =  2  a  sin  T  j  dt, 

(39.)       dzd^y  —  dyd^z  =  —  0^(1  —  cost)dfi  =  -   2a^m^(^^dfi. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  106  und  107  der  Tabelle 

4o*sin*f  -  y  asin^ 

I  =  z — —      =  cr(/  — sin/)  +  2asmt, 

—  2a2sin2^-j 

oder 

(40.)  ^  =  a(t  +  sint): 

4a2sin*  f -■)•  ö(1  —  cos^ 

1?  =  y  H — — =  a(l  —  cos/)  —  2a(l  —  COS  t\ 

—  2a2sinM  _  j 

oder 

(41.)  ij  =  —  a(l  —  COS/)  =  —  y, 

Sa^sin^C^^ 

f42.)  g^±: ^^^  z;:  4a  sin  (|)  • 

-2a2sin2(4) 


412 


(43.) 
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Nun  war  aber  (nach  Gleichung  (61.)  in  §  81)  die  Nonnale 
ds 


folglich   ist   der  KrümmungshaHmesser  doppelt  so  gross  tpte  die 
Normale. 

Noch  etwas  schneller  kommt  man  auf  folgende  Weise  zum 
Ziele.    Aus  den  Gleichungen  (36.)  findet  man 
_dy  __     sin^ 


dx      1  —  cos 


-,=<^ 


_d^_dp    d£_ 1_ 


dx^      dt     dx 


2sin2r^^  2asm^f^^ 
cos(|)-4«sm«(|) 


4a  sin 


<a 


fi  =  y  — 


asm«(|) 

---)(  =-ail-cost), 

-<l) 


-4«sin*(|) 


=  T4asm(|)- 


Diese      Resultate 
werden    durch    Figur 
^  106  bestätigt. 

Ist  nämlich  M  der 
Mittelpunkt  desEräm- 
mungskreises  für  den 
Punkt  P,  so  wird 
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PM  ^2PB, 

oder 

PB  =  EM. 

Daraus  folgt 

A  BKM^  A  BQP, 

und  deshalb 

jy  =  KM=  —  MK^  —  QP=  —  t/, 
BK=QB  =  PI)=::asmf, 

also 

l=zOQ  +  2QB  =  a{t  —  sinO  +  2asm^ 
=  a{t  +  sint). 

Aufgabe  6.    Man  soU  den  Krümmungskreis  der  Asfroide 
i44.)  X  =  acos^^,    y  =  asin^^ 

bt^stimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (44.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 
•45.)        dx  =  —  3aC0S^^sin<  .  dt,     dy  =  3asin^^C0S^  .  dty 

-^6.)        /'  =  2  =  -tg^ 


dx^  cos'^^    dx       3acos*^sin< 

ds\^ 

=  1  -4-  f)-'  =  1  -+-  r.D'*  /  =  — 

1 


'^^•^   (£y=^+^^=^+^^^=^^ 


:48a.)  ir  =  —       , 

^  C?2:  COS^ 

Dies  giebt  nach  den  Formeln  Nr.  106  und  107  der  Tabelle 

<^49.)  §  =  a: s-f  — ' — -  j3acos*/sin^  =  acos^^  +  Sacos^sin^^, 

^  cos^^V     cosv 

(50.)  v  =  y  -\ 5-  •  3acos*^sin/  =  SwcosVsin^  +  r/sin^/, 

cos^^ 

(51.)  o  =  zb  — ^  •  3acos*^sin^  =  =F  3asin^cos^ 
^  cos^^ 
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Aufgabe  7.    Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Curve 

(52.)  a:  =  3^,     y  =  St  —  f^ 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (52.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(53.)  dx=6  fdl,      dy  =  3(1  —  ^)dt, 

(54.)  d^x  —  ^d^,     d^y^  —  ß  tdfi, 

(55.)  ds^  =  dx^  +  dy^  =  9{l  +  2fi  +  t^)d^  =  9(1  +  ^fdt^, 
(55a.)  ds  =  3(1  +  fi)dt, 

(56.)  dxd^y  —  dyd^x  =  —  18(1  +  i^)dfi. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

;_^       9(1 +  <'^)^  3(1-^)  ^  3 

oder 

(57.)  l=|(l  +  2^^-/*); 

oder 

(58.)  fi  =  —  ifi; 

<-)       —  ^?|±^, =-!(•+ '^•- 

Aufgabe  8.    Man  soll  den  Krümmungskreis  der  Epicykloide 

(60.)    X  =  a[m  cos  t  —  cos(w^)] ,    y  =  a[msin<  —  sin(»w^)] 
bestimmen, 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (60.)  folgt  durch  Diflferen- 
tiation,  wenn  man  wieder  m  —  l=w,  w+l  =  /  setzt, 


(61.)  dx  =  ma[ —  sin<  +  Wi{mt)\dt  =  2masinf  —  jcos('- J*, 
(62.)  dy  =  ma\+  cos^  —  cos(/«^)]rfi^  =  2masin(^  jsin(  -  Jrf/, 


.-.)  ^=i=o.,. 
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ds  1 


COS 


_  d^y  _dp    dt  _l        1 
'^"^•''      ^~dx^^di^dx^2       ,/U 


© 


cos»(^)     2masm(|)co8g) 


4masin  (^JCÖS*^— j 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 


4ma    .    /lt\    .    /nt\ 


=  a\fn  cos  t  —  COS  i^nt)]  -\ j—  [cos  (mf)  —  cos  /] , 

oder,   wenn  man 

2a       na 

setzt, 

( 66 .)  S  =  ai  [m  cos  ^  +  cos  (mt)] , 

,   4»itf    .    /nt\        /lt\ 
,  =  y  +  _^sm(2)cos(2; 

=  o[msin^  —  sin(»i^)]  H ,-[^m{mf)  —  sin<] , 

oder 

(67 .)  ^7  =  öl  [m  sin  t  +  sin  {mt)] . 

Endlich  wird 
(68.)  ^=zt:   --^.    sm(^J. 

Aus  Figur  77  auf  Seite  358  erkennt  man,  dass 
(69.)  Pß  =  2asinQ 

wird,  folglich  ist 
(70.)  ,  =  2f.P5  =  ^|.P^. 

Daraus   ergiebt  sich  eine  sehr   einfache  Construction   des 
Krummungsmittelpunktes. 
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Aufgabe  9.    Man  soll  den  Krümmangskreis  der  Hypacykloide 
(71.)    X  =  a[mcos^  +  cos(m^)],    y  =  a{m^mt  —  sin(»i/)] 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  man  hier  m  +  1  mit  »  nnd  m  —  l  mit  / 
bezeichnet,  so  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehen- 
den Aufgabe 

(72.)  dx  =  —  2  mo  sin  [^j  cos  (ö^V^ 

(73.)  rfy  =  +  2  ma sin  y.  \  sin  ("o  }** 


COS 


(I) 


("•)     s=+ 


4  masin  (     )  cos'^  f  -  j 


dies  giebt,  wenn  man  -,-  mit  a^  bezeichnet, 

(76.)  |=ai[mcos^—  cos(iw^)], 

(77.)  71  =  ai[msin^  +  sin(m^)], 

(78.)  Q  =  ^  -j-  sm  (^- j  =  -j  .  PB.  (Vgl.  Fig.7S.) 

Aufgabe  10.     Man   soll  den  Krümmungskreis   der   Kreis- 
evolcente 

(79.)  X  =  a(cos^  +  <sm<),    y  =  a(sin^  —  ^cosQ 

bestimmen. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (79.)  er- 
hält man 

(80.)  dx  =  a^cos^ .  df,     dy  =  atünt .  Ä, 

dy       ^    ,        ds 

0?*^  _dp    dt  1 


/«.  X  dy       j,    ^         ds  1 

(81.)  jt>=-/=tg^       —  = 

^      ^  ^       dx         ^   ^       dx       COSt 


(82.)  y  = 


c/a;-       c?^     c^a;       COS*^    a^COS^       o^COS^^ 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Fol  niel-Tabelle  ein,  so  wird 

:s;3.)     §  =  X  —  a/sin/  =  ö(cos/  +  /sin/)  —  a/sin/  =  «cos/, 
S4.)     ^  =  y  +  a/cos/  =  a(sin/-    /cos/)  +  «'cos/ =  </sin/, 
:  85.)  ^  =  ±  ö/. 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Punkt  Ä,  in  welchem  der 
abg-e wickelte  Faden  den  Kreis  verlässt  (Fig.  81),  der  Kiüm- 
mungsmittelpunkt  ist. 


§  90. 

Die  KrOmmungsmittelpunkts-Curven  oder  Evoluten. 

Wenn  man  sich  die  Krümmungskreise  zu  sämmtlichen  Punkten 
jP.  ^i,  A,...  einer  (-urve  construirt  denkt,  so  wird  durch  die 
zug-ehörigen  Krümmungs-Mittelpunkte  M^  Jfi,.  J/.^, . . .  eine  neue 
<  'ui  ve  bestimmt,  welche  man  die  ,,KrümmungsmiitelpuuktS'  (Jurte 
oder  Evoluie"^  der  gegebenen  Curve  nennt.  Duixhläuft  also  ein 
Punkt  die  ui-sprungliche  Curve,  so  durchläuft  sein  Krümmungs- 
mittelpunkt  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve.  um  die  Gleichung 
derselben  zu  finden,  braucht  man  nur  aus  den  drei  Gleichungen 
«1.)  y=/(^)    oder    i^(r,y)  =  0, 

.2.)  J=,_a+/>^)^ 

i+p* 

(3.)  n  =  y+     y- 

die  Grössen  z  und  y  zu  eliminiren,  dann  erhält  man  die  gesuchte 
Gleichung  zwischen  |  und  jy. 

Sind  X  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  / 
gegeben,  so  werden  auch 

,      ^  ds^dy  ^  ds^dx 

^■*-)      ^^''-d^-dyd-x    ™^     "^-y  +  d^d^^^d^ci^x 
Functionen  von  <,   so  dass  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
schon  durch  diese  beiden  Gleichungen  in  zweckmässiger  Form 
gegeben  ist ,  da  man  zu  jedem  Werthe  von  /  die  zugehörigen 
Werthe  von  ?  und  ^  findet. 

Kiepert,  Diffcrential-Rcclinnnf?.  27 
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Um  die  Beziehungen  leichter  zu  erkennen,  welche  zwischen 
der  ursprünglichen  Curve  imd  der  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
bestehen,  ersetze  man  die  Curve  zunächst  durch  ein  Polygon 
PPiPiPz . . .  mit  lauter  gleichen,  beliebig  kleinen  Seiten  (vergl. 
Fig.  107),  dessen  Ecken  P,  Pi,  P2 . . .  auf  der  Curve  liegen. 
Fig.  107.  Dann  kann  man  die  Mit- 

Q p^  telpunkte  M,  Mi ,  3f;, . . . 

der  Kreise  finden,  die 
durch  je  drei  auf  einander 
folgende  Punkte  P  gehen, 
indem  man  die  Seiten  des 
Polygons  halbirt  und  in 
den  Mittelpunkten  B,  Ä. 
i?2,...LotheÄ^,  Ä,3/i, 
i2s3f2, ...  auf  den  Seiten 
des  Polygons  errichtet 
Dabei  möge  vorausgesetzt 
werden,  dass  ftir  das  be- 
trachtete CuiTenstück  vom  Punkte  P  ab  die  Krümmungshalb- 
messer immer  grösser  werden. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi,  P2,...  einander  immer  näher, 
so  geht  das  Polygon  PP1P2 . . .  in  die  ursprüngliche  Curve  und 
das  Polygon  MM1M2...  in  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
über.  Dabei  werden  die  Geraden  PPi,  P1P2,  P2P3,...  Tan- 
ffe?iten  der  ursprünglichen  Curve,  weil  sie  zwei  unendlich  nahe 
Curvenpunkte  mit  einander  verbinden,  und  die  darauf  senkrecht 
stehenden  Geraden  RM,  BtMi,  B2M2, . . .  werden  Normalen  der 
ursprünglichen  Curve.  Die  Gerade  B^Mi  geht  aber  auch  dui-ch 
M,  die  Gerade  R2M2  geht  auch  durch  M^  u.  s.  w.  Da  nun 
auch  die  Punkte  3f ,  1/, ,  3/2, . . .  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  sind  die  Geraden  RM,  RiMt,  R^M^,. ..  gleichzeitig  Tan- 
genten der  Krümmungsmittelpunkts-Curve,  und  man  erhält 

Satz  1.  Die  Normalen  der  urspiiinglichen  Curve  sind  Tan- 
genten der  Krümmungsmittelpunkts-Curve, 

Dabei  folgt  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  RMPi  und 
RiMPi,  dass 
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ist.    Ebenso  wird 

JRiMt  =  R2M1,    JR2M2  =  RzMi,     RzMz  =  R^Mz, 

Dai*aas  ergeben  sich  die  folgenden  Gleichungen 
i2i  Jf,  -    ÄJf  =  RiM,—RiM=  MMu 
Ri  3/2  —  RlM^  =  RiMi  —  R2  3/1  =  Ml  3/2 , 
^5)     ^  Äaifa  -  Ä23/2  =  RzMz  —  A^fj  =  3/2  3/», 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Addition 

■0.)       RaMa    -RM^    MMi  +  MiMi+  MiM9+  '  •  '  +  iMa^xMa. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi,  ^2, . . .  einander  unendlich  nahe, 
^^o  gehen  RM,  RxMi,  RiM2,...  in  die  Krümmungshalbmesser 
Qj  Qiy  ?2>---j  lind  das  Polygon  MMiMoM^.. .  geht  in  den 
Bogen  er  der  Krümraungsmittelpunkts  -  CuiTe  über.  Bezeichnet 
man  daher  den  Unterschied  zweier  benachbarten  Krümmungs- 
halbmesser mit  dQ  und  die  entsprechende  unendlich  kleine  Seite 
de:s  Polj'gons  MMiMiM^, ..  mit  rf<r,  so  wird  de  der  unendlich 
kleine  Zuwachs  des  Bogens  (t.  und  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
erhalten  die  Form 
:5a.)  dg  =  dtXj 

<6a.)  Qa  —  ^  =  c, 

wobei  rr  der  Bogen  der  Krümmungsmittelpunkts-Curve  ist,  welcher 

zwischen  den  beiden  Krümmungshalbmessern  q  und  p«  liegt. 

Daiin  sind  folgende  Sätze  ausgesprochen: 

Satz  2.  Die  unendlich  kleine  Grösse,  um  tr eiche  sich  der 
Krümmungshalbmesser  einer  Curce  ändert,  ist  gleich  der  ent- 
sprechenden  Aenderung  des  Bogens  der  Krü7)imungsmitfelpiinkts- 
Curve. 

Satz  3.  Die  Differenz  ztceier  Krümmwigshalbmesser  Qa 
und  Q  giebt  die  Lätige  des  Bogens  (T  der  Krü7nmungsmittelpimktS' 
Curve  zwischen  q  und  Qa* 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt,  dass  die  ursprüngliche  Curve 
aus  der  Krümmungsmittelpunkts-Curve  diu-ch  Abwickelung  (oder 
Aufwickelung)  eines  Fadens  entstellt.    Denkt  man  sich  nämlich 

:J7* 
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zunächst  mn  das  Polygon  MMiM^^M^ .  ..Ma  einen  vollkommen 
biegsamen,  aber  nicht  dehnbaren  Faden  gelegt,  dessen  Endpunkt 
sich  in  R  befindet,  so  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  zu- 
nächst einen  Ki^eisbogen  RRi,  weil  MB  und  MRi  gleich  lang 
sind,  und  aus  der  gebrochenen  Linie  M^MR  wird  die  gerade 
Linie  M^R^,  Dann  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  einen 
Kreisbogen  jBiiR2,  und  aus  der  gebrochenen  Linie  M2M1R1  wird 
die  gerade  Linie  M0R2;  u.  s.  w. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi,  P», . , .  einander  unendlich  nahe, 
so  fallen  die  kleinen  Kreisbögen  RRi,  R1R2,...  mit  der  ur- 
sprünglichen Curve  zusammen,  und  man  erhält 

Satz  4.  JDie  ursprüngliche  Curve  entsieht  durch  Abwickelang 
(oder  Auficickelung)  aus  der  ICrümmungsmittelpunkts- Curve. 

Man  nennt  deshalb  auch  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
gewöhnlich  die  ,^  Evolute''  und  die  ursprüngliche  Curve  die 
„Evolvente^. 

Da  die  Länge  des  Fadens  noch  beliebig  ist,  so  folgt  hieraus, 
dass  bei  der  Abwickelung  des  Fadens  unendlich  viele  Curven 
entstehen.    (Vergl.  Fig.  108.)    Dies  giebt 

Satz  5.  Jede  Curve  hat  eine  einzige  Evolute,  aber  zu  Jeder 
als  Evolute  angenommenen  Curve  gehören  unendlich  viele  Evol- 
venten. 


Diese  Sätze  ergeben  sich  auch  durch  Rechnung  aus  den 
Gleichungen 

(7.)  5  =  ;._1L±^)/    und    ,  =  y  +  L+P!. 

Da  y  durch  die  Gleichung 

als  Function  von  x  erklärt  ist,  so  sind  auch  die  Grössen 

P=n^).    ?=/"(^),     r^r\x), 
und  deshalb  auch  |  und  rj  Functionen  von  x.    Durch  Differen- 
tiation nach  X  findet  man  daher  aus  den  Gleichungen  (7.) 
(8.)     ^  =  1        y'a  +  3/)2) -/>(!+;,>_  -SpY+p(l+P')r  . 


dx  (f 


rA 


§  aO.    Die  Rrümmungsmittelpunkts-Curven  oder  Evoluten.     421 

^^•^         dx"^^  q^  -  ^^ 

Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt, 
findet  man 

dri 1 dx 

d%~       jo ""       dy 


(10.) 


Ist  also  wie  gewöhnlich  a  der  Winkel,  den  die  Tangente 
TP  in  irgend  einem  Punkte  F  der  Curve  y  =f{x)  mit  der 
positiven  Richtung  der 
X-Axe  bildet,  und  ß  der 
Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente MN  der  Krüm- 
mungsmittelpunkts-  Curve 
in  dem  zugehörigen  Punkte 
M  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  X-Axe  bildet,  so 
ist  (Fig.  108) 


dy  __ 


tg«, 


dx 

imd   deshalb 
chung  (10.) 

(11.) 


3=w 

nach   Glei- 


tg/^  = 


=  tg(90«  +  «), 


d.  h.  die  beiden  Tangenten  TP  und  MN  bilden  (hinreichend 
verlängert)  einen  rechten  Winkel  mit  eiyiander. 

Die  Gerade  PM  steht  aber  als  Krümmungshalbmesser  eben- 
falls senkrecht  auf  der  Tangente  TP,  sie  muss  daher  mit  MN 
zusammenfallen,  da  es  durch  den  Punkt  M  nur  eine  Gerade 
giebt,  "welche  auf  TP  senkrecht  steht.    Dies  giebt  wieder 

Satz  1.  Die  Normalen  der  ursprünglichen  Curve  sind  zu- 
gleich Tangenten  der  Krümmungsmittelpunkts-Curve. 

Indem  man  die  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  in's  Quadrat  er- 
hebt und  addirt,  findet  man 
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und  wenn  man  die  Gleichung 

differentiirt,  erhält  man 

(13.)  ^g  ^  ^  {^P9'  - (1  +  py]V^~+P^ . 

(ix  q^ 

Setzt  man  jetzt  wieder  das  Bogenelemeut  der  Kinimmaii?>- 
mittelpunkts-CuiTe 


(14.)  ydl^~+~d^^  =  d(T, 

so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (13.) 

(15.)  rfff  =  zb  dg. 

Dies  giebt 

Satz  2.  Die  unendlich  kleine  Grösse^  um  welche  sich  der 
Krümmungshalbmesser  einer  Gurve  ändert^  ist  gleich  der  ent- 
sprechenden Aenderung  des  Bogens  der  Krümmungsmitfelpufikh- 
Curve. 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  dann  ohne  Weitei*es  auch 
die  Sätze  3,  4  und  5  in  derselben  Weise  wie  oben. 

8  91. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Evolute  der  Parabel 
(1.)  y^  =  2ax 

aufsuchen. 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  in  §  89  wird 
für  die  Parabel 

(2.)  li-^a^Zx,     ^=     -^'' 

folglich  ist 

oder 
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(3.)     27cr^«  =  8(?- 


ay,    oder     ^  =  ±  ^%-  -  V^<S 


«). 


Da  rj  nur  reelle  Werthe  haben  kann,  wenn 
§  —  ö  ^  0,    also    I  ^  a 
ist,  so  beginnt  die  Curve  in  einem  Punkte  S  auf  der  X-Axe, 
welcher  den  Abstand  a  vom  Scheitel  hat.    Sie  erstreckt  sich 
von  da  in  zwei  zur  X-Axe  symmetrisch  gelegenen  Zweigen  bis 
ins  Unendliche.    (Vergl.  Fig.  109.) 

Aus  Gleichung  (3.)  folgt  durch  Differentiation 


[^'} 


S=^fer^=±s^v^(^")=«- 


Für    I  =  a    wird    also    der 
Winkel  a  gleich  0,  d.  h.  die  beiden  jr 
Zweige  berühren  im  Punkte  S  die 
X-Axe,   so   dass   die   Curve   im 
Punkte  5  eine  Spitze  hat. 

Im  Uebrigen  hat  -~  dasselbe 

Vorzeichen  wie  rj,  der  Curven- 
zweig  über  der  X-Axe  steigt  daher 
und  der  unter  der  X-Axe  fällt 
beständig. 

Ferner  findet  man  aus  Glei- 
chung (4.)  durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation 


Fig.  109. 


4[2iy(?-a)-(S-a)»|] 


(Prj 

^~  9ajy2 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.) 

g)— 16(§  — g)^  ^  2(g  —  a)  ^ 
9arj 


81aY 


Also  auch  -jzL  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  rj,  d.  h.    der 

obere  Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  ca?icav,   und  der  untere 
Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  convex. 
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Für  a-  =  4  a     wird    y^  __  sa^, 

und  für  ?  =  4a     wird     i/-  =  Sa^, 

folglich  wird  die  Parabel  in  den  Punkten  mit  den  Coordinateu 
fl;  =  4c/,  ij  =  ±:2ay2  von  ilirer  Evolute  geschnitten. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Evolute  der  Ellipse 


(6.) 


iV  _|.  ^y  _  aH2  =  0,    oder    -^  +  Jj'  =  i 


a^  ■   ö^ 
aufsuchen.     (Vergl.  Fig.  110,  111  und  112.) 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (16.)  und  (17.)   in  §  89 
wird  für  die  Ellipse 


(7.) 

§  =  „,      und 

^—r- 

oder 

y'           br, 

also 

^._/^«?\* 

y  _.      (^1\^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung (6.)  em,  so  erhält  man 

Da  die  Ellipse  die  beiden  Coordinaten-Axen  zu  Symmetrie- 
Axen  hat,  so  gilt  dasselbe  auch  von  ihrer  Evolute. 

Fig.  HO. 

&'3  Für  1/  =  0  wird  $  - 

— f  und  f ür    S  =  0     ,,      17  = 

//\  {  Dadurch  erhält  man  die  %ier 

}^'    Schnittpunkte  Äi,  S^^  Sz,  Äi  der 

^5  /  Evolute  mit  den  Coordinaten-Axen. 
und  zwar  sind  diese  Punkte  wieder 
Spitzen  der  Curve,  weil 

^4  ^4 

52g    ,      und      ^^^r. 


^2 


\ 


e- 
a 


vZ: 


/ 
I   / 


/ 


/ 
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sein  muss,  und  weil  die  Curvenzweige  in  den  angegebenen  Punkten 
die  X-Axe,  bezw.  die  F-Axe  berühren. 

Hierbei  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem 
a^  >  2  Ä«,     a2  =  2  &S     oder    o«  <  2  i^ 
L>it.     In  dem  ersten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  ^3 


<?2 


6« 


>h 


(1    h.     die    Spitzen   *S'3   und    Äi    liegen   ausserhalb   der   Ellipse. 

;Vergl.  Fig.  110.) 

Es  sei  z.  B. 

o  =  30,  Ä  =  18,     also     e  =  Va*  —  b^  =  24, 

dann  haben  die  Punkte  Sx  und  Äa  bezw.  die  Coordinaten 

e^  (^ 

gt  =  -  =  19,  2,    1/1  =  0    und    ?3  =  0,  //3  =  ^  =  32. 

In  dem  zweiten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  S^ 
_  ^  _  «2  _^  ^ 


Fig.  112. 


d.  h.  die  Spitzen  S^   und  A4  sind   zugleich  die  in  der  F-Axe 
liegenden  Scheitel  der  Ellipse.    (Vergl.  Fig.  111.) 

Es  sei  z.  B. 

Ä  =  c  =  20,     also     a  =  yW+  e^  =  VhOü  =  28,  28  ...  , 
dann  haben  die  Punkte  Sx  und  S^  bezw.  die  Coordinaten 


li  =  ~  =  14, 14 
a 


^i 


0      und     $3  =  0,  r/3  =  -^  =  20. 
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In  dem  dritten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  Sz 


fj  =  X  =    — A—  <  *» 


aä  —  Ä« 
ö  '^      b 

d.  h.  die  Spitzen  Sz  und  Ä*  liegen  innerkalb  der  Ellipse.    (Vergl. 
Fig.  112.) 

Es  sei  z.  B. 

0  =  30,     Ä  =  24,     e=y^—b^  =  IS, 
dann  haben  die  Punkte  St  und  Ss  bezw.  die  Coordinaten 


Ji  =  -  -  =  10,  8,    lyi  =  0     und      ?8  =  0,  ^a  =  ^r  =  13, 5. 

Man  kann  übrigens  diese  Punkte  Si,  S^,  Ss,  S4  auch  leicht 
construiren,  indem  man  von  dem  Punkte  C  mit  den  Coordinaten 
(Fig.  110) 

a:  ==  ö,     y  =  b 
auf  die  Gerade  AB  mit  der  Gleichung 

welche  durch  die  beiden  Scheitel  A  und  -B  der  Ellipse  hindurch- 
geht, ein  Loth  fällt.    Dieses  Loth,  welches  die  Gleichung 
(9.)  b(y^  —  b)  =  a(x'  —  a) 

hat,  schneidet  die  X-Axe  in  einem  Punkte  Si  mit  den  Coordinaten 

a      ^ 
und  die  F-Axe  in  einem  Punkte  aSi  mit  den  Coordinaten 

Flg.  113.  g2 

^'  =  0,    y'  =  --^- 

Aufgabe  3.  Man  soll 
die    Evolute    der   By- 
perbel 
'^  (10.)  ÄV-ay-öW^O. 


%^ 

Y 

^ ,/ 

^'S2  Fo/^a 

yi 

oder 


.t- 


6« 


=  1 


aufsachen. 
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Auflösung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehenden 
Aufgabe  findet  man  hier 


(?)-C;)= 


Man  Untersache  die  Eigenschaften  und  die  Gestalt  dieser 
Curve  (Fig.  113). 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Evolute  der  Kettenlinie 

(12.)    y  =  ^J<^e"+e    V,     oder     y^-rc^  =  |(/_^    V 

aufsuchen. 

Auflosung.    Nach  den  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  iu  §  89 
\siid  für  die  Kettenlinie 

(13.)  g  =  ^  — ^^'^->     ^  =  2y, 


oder  mit  Eflcksicht  auf  die  Gleichungen  (12.) 

?=a: —  \e  — e      /,     1^  =  0X6"+^    **/. 


(U.) 


Somit  sind  §  und  ^  als  Func- 
tionen einer   dritten  Veränderlichen       ^ 
X  dargestellt,  so  dass  man  die  Curve  ^ 
punktweise     construiren     und    ihre  \ 
Eigenschaften     untersuchen     kann. 
(Vergl.  Fig.  114.) 

Da    man    die    Gleichung    der 
Kettenlinie  auf  die  Form 


:  =  al(y-^>^--"!) 


bringen  kann,   so   ergiebt  sich  aus 

den  Gleichungen  (13.)  auch  eine  Gleichung  zwischen  S  und  ^, 

nämlich 

^^       V  2a  /  4a 
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Aufgabe  5.    Man  soll  die  Evolute  der  Cykloide 
{15.)  X  =  a(t  —  sin^),     y  =  o(l  —  COS/) 

aufsuchen. 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (40.)   und  (41.)  in  ;i  b9 
wird  für  die  Cykloide 
(16.)  ^  =  a(t  +  Bint),     tj  =  —  a(l  —  oost). 

Diese  Gleichungen,  welche  zur  Construction  und  Unter- 
suchung der  Evolute  wohl  geeignet  sind,  haben  einige  Äeho- 
lichkeit  mit  den  Gleichungen  der  Cykloide  selbst,  ja  man  kann 
sogar  zeigen,  dass  die  Evolute  gleichfalls  eine  Cykloide  ist. 
Dies  geschieht,  indem  man  ein  neues  Coordinaten-System  ein- 
fülnt,  dessen  Äbscissen-Axe  O'X*  parallel  ist  zur  X-Axe,  und 
dessen  Ordinaten-Axe  O'Y*  parallel  ist  zur  Y-Axe  (Fig.  llö. 
Dabei  soll  der  neue  Anfangspunkt  0*  eine  solche  Lage  haben,  dass 
(17.)  r  =  OTT  +  ?,     fi'  =  2a  +  fi 

wird.     Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (16.)  über  in 
(18.)  5'  =  a(7r  +  ^  +  sin  t),     fj*  =  a{l  +  cost). 

Setzt  man  jetzt  noch 
(19.)  t  =  t'  —TT,    also    t'  =  7r  +  t, 

so  wird 

(20.)  siuj?  =  —  sin^',    cos  ^  =  — cos/', 

und  die  Gleichungen  (18.)  gehen  über  in 
(21.)  I'  =  a(i'  —  sin  t')     tj'  :=  a{l  —  cos  t'). 


Fig.  115. 


\m 


y 


\ 


\ 
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Diese  Gleichungen  stimmen  genau  überein  mit  den  Glei- 
chungen (15.);  es  sind  nur  die  Buchstaben  r,  y,  t  bezw.  vertauscht 
mit  I',  9}%  t\  d.  h.  die  gemeine  Cykloide  ist  ihrer  Evolute  congrue^it. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  also  die  Cykloide  OPJIA 
iFi?.  115)  eine  Evolvente  der  beiden  halben  Cykloidenbögen  OB 
and  BA.  Befestigt  man  in  B  einen  bieprsamen,  aber  nicht  dehn- 
baren Faden  und  legt  ihn  um  den  halben  Cykloidenbögen  BMO^ 
so  wird  das  Ende  O  die  Cykloide  OPHA  beschreiben,  wenn 
man  zunächst  den  Faden  von  dem  Bogen  BMO  abwickelt  und 
«lann  auf  den  Bogen  BA  aufwickelt,  bis  das  Ende  des  Fadens 
in  dem  Punkte  A  anlangt. 

Daraus  findet  man  auch  leicht  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens  OB,  denn  die  Länge  des  Fadens,  der  auf  diesen  Bogen 
aufgewickelt  werden  kann,  ist 

•22.)  ÖB=:  HB  =  4:a. 

Der  Bogen  OB  ist  aber  congruent  dem  Bogen  HA,  und  HA 
ht  die  Hälfte  des  ganzen  Cykloidenbogens,  folglich  ist 
(23.)  OPHA  =  8  o. 

Die  Länge  des  ganzen  Cykloidenbogens  ist  daher  S-mal  so  gross 
i.cie  der  Halbmesser  des  die  Cykloide  erzeugenden  Kreises. 

In  der  Integral-Rechnung  wird  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens durch  eine  andere,  allgemein  vei'wendbare  Methode  er- 
mittelt werden. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Evolute  der  Astroide 
•  24.)  X  =  acos%    y  =  asin-*^ 

aufeuchen.    (Vergl.  Fig.  116.) 

Auflosung.  Nach  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.)  in  §  8^ 
wird  für  die  Astroide 

I    5  =:  acos^^  +  Sacos^sin-^^, 
\    1/  =  .3  a  cos^^  sin  ^  +  a  sin'V. 

Diese  Gleichungen  stellen,  we  sogleich  gezeigt  werden 
i^oll,  wieder  eme  Astroide  dar,  die  aus  der  gegebenen  entsteht, 
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indem  man  a  mit  2  a  vertauscht 
und  die  Coordinaten-Axen  um 
einen  Winkel  von  45  ^  dreht. 
Zwischen  den  neuen  und  den 
alten  Coordinaten  eines  Punktes 
bestehen  bei  einer  solchen 
Drehung  der  Axen  bekanntlich 
die  Gleichungen 

g'=rJcos45^+J7Sin45°, 
sin45®+jycos45", 
oder,   weil  cos 45®  und  sin 45" 

beide  gleich    -    sind, 

(26a.)  y2.r  =  I  +  17,      1/2.  V  =  -?  +  ^. 

In  diesem  Falle  erhält  man  deshalb 

I  |/2  . 5'  =  a(cos^^  +  3cbs2^sin^  +  Scos^sm^^  +  sin^/) 
I  =  a(cos^  +  sin^)^ 

/OQ  \  {  y^'V'  =  ö^(sin»^  —  3  sin^^cos^  +  Ssin^cos^/  —  cos^/) 


\  g'=rJcos45 


(27.) 


(  =  a(sin^  — cos^)3 

Da  aber 


cos^  +  sin/ 


cos(^  —  450)  =  cos^cos45ö  +  sin/sin45®  = y^- — 

sin^  —  cos/ 


sin(/  —  450)  =  sin/ cos  45*^ 
ist,  so  wird 


cos/sin  45°  = 


1/2 


I  (cos/  +  sin/)3  =  21/2  .  cos3(/  —  45»), 
^  1  (sin  /  —  cos  if  =  21/2.  sin8(/  —  45») . 

Bezeichnet  man  noch  /-    45»  mit  /',   so   gehen  die  Glei- 
chungen (27.)  und  (28.)  über  in 
(30.)  S'  =  2acos3/',     fi'  =  2asin3/'. 

Hieraus  erkennt  man  die  Richtkeit  der  oben  ausgesprochenen 
Behauptung. 
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Aufgabe  7.    Man  soll  die  Evolute  der  Epicykloide 
(31.)     X  =  a[mc(mt -  -  cos(m^)],     y  —  a[msmt  —  sm{mt)] 
aufeuchen.    (Vergl.  Fig.  117.) 

AuflSsung.  Nach  den  Gleichungen  (65.),  (66.)  und  (67.)  in  §  89 
wird  für  die  Epicykloide 
(32.)    ?  =  «1  [wcos^  +  cos(w/)] ,     fj  =  ai[mBmt  +  sin(w^)] , 

wobei 

na  n 

(33.;  a.=  --=---a 

ist.  Diese  Gleichungen  sind  den  Gleichungen  der  ursprünglichen 
Curve  so  ähnlich,  dass  die  Vermuthung  nahe  liegt,  die  Evolute 
sei  eine  der  Epicykloide  verwandte  Curve.  Durch  Transforma- 
tion der  Coordinaten  kann  man  diese  Vermuthung  bestätigen. 
Dreht  man  nämlich  die  Coordinaten-Axen  um  den  Winkel  6-,  so 
sind  die  neuen  Coordinaten  eines  Punktes  bekanntlich  dui^ch  die 
Gleichungen 

(34.)        §'  =  ?coso  +  «/sin«?,    fj'  =  —  Ssint?  +  tjcosv 
gegeben.    In  dem  vorliegenden  Falle  erhält  man  daher 
$'  =  ai  [fn{costcosv  +  sin^sint?)  +  (cosm^cost?  +  sinm^sint?)], 
tj'  =  ai[m( — cos^sinr  +  sin^cosü)  +  ( — cosm^sinc  +  siniTi^cost?)], 

oder 

(  5'  =  a,  [m  cos(^  —  v)  +  cos{mt  —  t?)] , 

i  fj*  =  Oi  [msin(/  ~-  o)  +  sm{mt  --v)]. 
Setzt  man  nun 


(-36.) 

TT 

V  =    - 

n 

und 

t—Vz=:  t\ 

SO  wii'd, 

da 

m 

=  ^i  +  1  ist, 

n 

>    mt 

—  V  =  mt*  +  7t , 

also 

cos{mt  — 

v)  = 

—  cos(m^')» 

Wi{mt-- 

.)  =  ■ 

—  sin(?nt'). 
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Deshalb  gehen  die  Glei- 
chuDgen  (35.)  über  in 

|5'=fli[»?i  cos  ^'— COS!  m/' r, 
•'    \rj'=ai[mmLf  —  sin{mi'}]. 

Die  Evolute  ist  also  tcüder 
eine  Epicykloide  derselben  Arf, 
nur  die  Dimension  hat  sich  in 
dem  Verhältniss  ton  /j  +  2  rw 
n  ver kleiner ty  und  die  lUchiung 
der    Axen    hat    sich    um    den 

Winkel  -/oder \  gedreht. 

Jetzt  kann  man  auch  leicht  die  Länge  des  Epicykloiden- 
Bogens  berechnen.  In  Figur  117  entsteht  der  Bogen  AB  durch 
Abwickelung  des  Bogens  AC,  folglich  muss  der  Bogen  AC  die- 
selbe Länge  haben  wie  die  Gerade  CB.    Nun  ist  aber 


CB=  OB 

__  4(y>  +  l)a 
"~     n  +  2 


OC7=(^^  +  2)a  — -  — -a 
u  +  2 

4(/i  +  Dar 


Deshalb  wird 


(38.) 


AC  =  _^'^'i+_l)^ 


AB 


4(«  +  l)a 


Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  besteht  die  Curve  aus  2n  Bogren, 
welche  dem  Bogen  AB  congruent  sind;  der  Umfang  Uder  ganzen 
Epicykloide  wird  dann  8(/^  +  l)a. 

Ist  z.  B.,  der  Figur  117  entsprechend,  n  =  8,  so  wii*d 


(38  a.) 

Aufgabe  8 


i5=i|«, 


C^=32a. 


Man  soll  die  Evolute  der  Hypocykloide 
(39.)  X  =  a\in  cos  t  +  cos(m/)] ,  y  =  a[m  sint  —  sin(m/)J 
aufsuchen.    (Vergl.  Fig.  116.) 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (76.)  und  (77.)  in  §  89 
wird  füi'  die  Hypocykloide 
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(40. )    I  =  Ol  [m  COS  ^  —  COs{mt)] ,     ff  =  ai[msmt  +  sm{mi)] , 
wobei 
,1  ,  na  na 

C  7t  —  2 

ist.    Durch  Drehung  der  Coordinaten-Axen  um  den  Winkel  o 
tindet  man  in  diesem  Falle 

[  I'  =  ai  [m  cos(^  —  v)  —  co^mt  +  v)] , 
(42.1  ( 

^  ly'  =  ai  [m8in(^  —  c)  +  sin(w^  +  v)] . 

Setzt  man  jetzt  wieder 

l43.)  I?  =  -     und    t--v=it\ 

n 

s*j  wird,  da  hier  fn  =  n  —  1  ist, 

7E 

t=zt'  +  -   j    mi  +  V  ^=  mV  +  n^ 
n 

cos(in^  +  ü)  =  —  cos(i«<'))    sin(m/  +  c)  =  —  sin(m/'). 

Deshalb  gehen  die  Gleichungen  (42.)  über  in 

(44.)   g'  =  ci[i»cos^'  +  cos(wiOJ>    n*  =  öt  [wsin^'  —  sin(?w/')J. 

Die  Ecolute  ist  ako  wieder  eine  Hypocykloide  derselben  Art, 
nur  die  Dimension  hat  sich  in  dem.  VerhäÜniss  von  n  —  2  zu  n 
teryrösserty  und  die  Richtung  der  Axen  hat  sich  um  den  Winkel 

gedreht. 

Auch  hier  kann  man   sehr  leicht   die  Länge   des  Bogens 
berechnen  und  findet,   ähnlich  wie    bei   der  vorigen  Aufgabe, 
wenn  n  eine   ganze  Zahl   ist,   dass    der  Umfang   der   ganzen 
Hypocykloide 
(45.)  V=S{n—\)a 

Als  Beispiel  kann  hier  die  Astroide  dienen,  welche  man 
für  den  Fall  »  =  4  erhält.    (Vergl.  Fig.  116.) 

Aufgabe  9.     Man  soll  die  Evolute  der  Kreisevolcoiie 
(46.)  X  =  a(cos^  +  /sin<),    y  =  a(sin/ —  ^cos^) 

aufsuchen.     (Vergl.  Fig.  81  auf  Seite  364.) 
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Auflosung.  Schon  aus  der  Entstehung  der  Kreisevolveiite 
durch  Abwickelung  eines  Kreises  kann  man  schliessen,  dass 
dieser  Kreis  die  Evolute  sein  muss.    (Vergl.  Sata  4  in  §  90.  i 

Dieser  Sclüuss  wird  auch  durch  die  Rechnung  bestätigt. 
denn  nach  den  Gleichungen  (83.)  und  (84.)  in  §  89  wird  tur 
die  Ki'eisevolvente 

(47.)  ?==(icos<,        ^=:asmt, 

also 

(48.)  ^'  +  fl'  =  a\ 

und  dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  durch  dessen  Abwicke- 
lung die  Kreisevolvente  entstanden  ist. 


XL  Abschnitt. 


Fig.  118. 


r 


y^ 


Untersuchung  yon  Cnryen ,  welche  auf  ein 
Polarcoordinaten-System  bezogen  sind. 

§  92. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  108—113.) 

Bei  der  Bestimmung  der  Lage  eines  Punktes  durch  Polar- 
coordinaten  ist  eine  Gerade  OX  gegeben  und  auf  dieser  Geraden 
ein  Punkt  0;  den  Punkt  0  nennt 
man  den  „NuUpunkt^^  oder  den  „Po^", 
und  die  Gerade  OX  nennt  man  die 
^Anfangsrichtung^  oder  die  „Polar- 
Axe  des  Coordinaten-Systems." 

Ist   nun    ein  Punkt   P  beliebig 
gegeben,    so   nennt   man  die  positive 

Strecke  OP=r  den  ,,Baditcs  cector''  oder  .^Fahrstrahl^  und 
den  Winkel  y,  welchen  OP  mit  der  Anfangsrichtung  bildet,  das 
Argument  des  Punktes  P".     (Vergl.  Fig.  118.) 

Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  daher  die  beiden 
Coordinaten  r  und  ip  gegeben,  und  umgekehrt:  Durch  die  beiden 
Coordinalen  r  und  ip  ist  die  Lage  des  Punktes  P  gegeben. 

Macht  man  0  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen 
Coordinaten-Systems  und  die  Anfangsrichtung  OX  zur  X-Axe, 
s^o  ist  der  Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  Polar- 
coordinaten,  wie  man  ohne  Weiteres  aus  der  Figur  erkennt, 
gegeben  durch  die  Gleichungen 
(1.)  X  =  rcosf/)     und    y  =  rsiny. 

Diese  Gleichungen  bleiben  auch  dann  noch  richtig,  wenn 

<3r  >  —  5    d.  h.   wenn   y  nicht   mehr    ein   spitzer  Winkel    ist. 
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Dabei  wird  x  negativ  für  -   <  y  <  ^  '  ^^^  ^  ^^  negativ  fiir 

TT  <  y  <  27r. 

Daraus  folgen  dann  die  Gleichungen 
(2.)  r  =  }/i2"-jry2    m3^4    y  =  arctg^-^\ 

welche  den  Uebergang  von  Polarcoordinaten  zu  rechtwinkUgen 
Coordinaten  vennittebi. 

Ist  nun  zwischen  r  und  y  eine  Gleichung  von  der  Form 
(3.)  i^(r,  y)  =  0,     oder    r  =/((/)) 

gegeben,  so  entspricht  dieser  Gleichung  eine  Curve. 

Auf  einer  solchen  Curve  (Fig.  119)  seien  P  und  Pi  zwei 
benachbarte  Punkte,   deren    Coordinaten  mit  r,  9),  bezw.  mit 

r  +  dr,  (p  +  dtp  bezeichnet  werden 
mögen;  dabei  soll  durch  die  Bezeich- 
nung sogleich  ausgedrückt  werden, 
dass  die  beiden  Punkte  einander  be- 
liebig nahe  rücken  dürfen.  Beschreibt 
man  daim  um  O  mit  dem  Halb- 
messer OP  gleich  r  einen  Kreisbogen, 
welcher  den  Radius  vector  OPi  im 
Punkte  Q  treffen  möge,  dann  ist 
(4.)  OPi  =  r  -f  di\ 

also 
(5.)  OQ^r,     QPi  =  dr,     QP  =  rrfy. 

Wenn  die  Pmikte  P  und  Pi  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  darf  man  das  kleine  rechtwinklige  Dreieck  PC^Pi  als  gerad- 
linig betrachten  und  erhält  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze 

PPC  =  PQ'  +  QP,\ 
oder,  wenn  man  den  unendlich  kleinen  Bogen  PPi  wieder  mit 
ds  bezeichnet, 


I 

''ifiT.  119. 

"A. 

/ 

1 

(6.^ 

d6^  =  dr'-  +  rhl(f^ 

Ferner  ist 

(7.) 

tffQP.P-   QP=''fv 
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Der  Winkel  QPiP  ist  der  Winkel,  den  die  Gerade  PiP 
mit  dem  Radius  vector  OPi  bildet;  rücken  aber  die  Punkte  P 
und  Pi  einander  unendlich  nahe,  so  wird  PiP  die  Tangente  der 
Curve  im  Punkte  P  (oder  Pi),  und  der  Radius  vector  OPi  fällt 
mit  OP  zusammen.  Bezeichnet  man  also  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  im  Punkte  P  mit  dem  Radius  vector  OP  bildet, 
mit  ^,  so  wird  nach  Gleichung  (7.) 


(7aO 


tg/A  = 


__  rd^ 


dr 


Fig.  120. 


Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 
Richtung   der   X-Axe   bildet, 
wieder  a,  so  ist,  wie  man  ohne 
Weiteres  aus  Fig.  120  erkennt; 

«  =  y  +  /*, 

_  Xg(p  +  tg^ 
1  —  Xgtp  tg^i 


tg<jP  + 


rdrp 
dr' 


•  tg(p 


rdif' 
'dr 


oder,   wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  co^ (p.dr  multiplicirt, 
(8.) 


,  smo) .  dr  +  rcos<p  .  d(p 

tga=         —-r -— — T-~* 

cosff  ,dr  —  rsuKf  .  dtp 


Durch  den  Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu 
Polarcoordinaten  werden  die  in  den  Gleichungen  (6.)  und  (8.) 
enthaltenen  Resultate  bestätigt.  Da  r  durch  Gleichung  (3.)  als 
Function  von  tp  erklärt  ist,  so  muss  man  auch 

a:  =  rc0S9),     y  =  rsin9) 
als  Functionen  von  <p  betrachten  und  erhält  durch  Differentiation 


dx       dr 
-7-=  ->-cosa) 
a(p      dip       ^ 


rsiny, 


oder 


dy dr 

dip       dip 


siny  +  rcosy 
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,    .  [  fite  =  COS9) .  dr  —  rsiny  .  d(f, 

\  dy  =  siny  .  dr  +  rcosy  .  rfy. 
Erhebt   man   diese   beiden  Gleichungen  in's  Quadrat  and 
addirt  sie,  so  findet  man  wieder  wie  in  Gleichung  (6.) 

dx^  +  rfy2  =  (fo2  =:  rfr«  +  r^dif^; 
durch  Division  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  18.) 

du       ,  sincr  .  rfr  +  rcoscp  .rfcr 

dx       ^         cosy  .  dr  —  rsiny  .  dtp 

In  einem  beliebigen  Punkte  P  der  Curve  seien  die  Tangente 
und  die  Normale  gezogen  (Fig.  120),  welche  die  im  Punkte  0 
auf  dem  Radius  vector  OP  errichtete  Senkrechte  bezw.  in  den 
Punkten  T  und  N  treffen  mögen.    Man  nennt  dann 
NP  die  Polar-Normale  (N), 
NO  die  Polar- Subnormale  (5>i), 
PT  die  Polar-Tangente  (T), 
Or  die  Polar-Subtangente  (St). 

Bezeichnet  man  den  Complementwinkel  von  fi  mit  r,  so 
erkennt  man  aus  Figur  120,  dass  y  auch  der  Complementwinkel 
von  ONP  ist.    Deshalb  wird 

^ONP==fA, 
und  man  erhält  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7a.) 

(10.)  wo  =  S„  =  ^'  ; 

OT      OT 

(11.)  or=Ä  =  rtg/*  =  '^^; 
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a2.) 


(13.) 


NP=N^ 


tg/.  =  tgpjvr  =  ^^^, 


PT=^  T=  Ntgfi  = 


ds 

_P[ 

ds     rd(p rds 

dif      dr        dr 


§  93. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  füi*  die  Archimedische  Spirale 
(1.)  r  =  afp 

berechnen. 

AuflSsung.  Die  Archimedische  Spirale  entsteht,  indem  eine 
«rerade  Linie  sich  um  einen  ihrer  Punkte  O  dreht,  während  ein 
anderer  Punkt  F  auf  ihr  mit 
gleichmässiger  Geschwindigkeit 
fortrückt  Dadurch  ist  es  auch 
leicht,  die  Curve  punktweise  zu 
construiren.  (Vergl.  Fig.  121.) 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  nun 


Fig.  121. 


(2.) 


d.  h.  die  Subnormale  ist  in  aUen 
Punkten    der    Curte    constant\ 
deshalb  kann  man  in  jedem  be- 
liebigen Punkte  der  Curve  sehr  leicht  Tangente  und  Normale  con- 
struiren, auch  wenn  die  Curve  nicht  gezeichnet  vorliegt.  Femer  ist 

Für  y  gleich  0  werden  auch  r  und  ^  gleich  0,  d.  h. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten-Systems 
und  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Curve  fällt  mit  der 
Allfangsrichtung  zusammen. 
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(4.) 

also 

(5.) 

(60 


St  =   -3—  =    —  =  (Mp*, 

dr         a         ^  ' 


(2s 


Aufgabe  2.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,    Normale 
und  Tangente  fiir  die  hyperbolische  Spirale 


(7.) 
berechnen. 


rtp  •=^  a 


Flg.  122. 


Auflösung.  Beschreibt 
man   um   den  Anfangs- 
punkt O  eine  Schaar  von 
Kreisen   und    schneidet 
auf    ihnen,     von     der 
Anfangsrichtung  (Polar- 
Axe)  an  gerechnet,  Bö- 
-^  gen  von  gleicher  Länge 
a  ab,   so  ist   der  geo- 
metrische Ort  der  End- 
punkte,   wie    man   aus 
Gleichung  (7.)  erkennt, 
eine  hyperbolische  Spi- 
rale.   (Vergl.  Fig.  122.) 
Da  die  Cm've  unendlich  viele,  immer  enger  werdende  Windungen 
um    den   Nullponkt  beschreibt,   so  nennt   man   den  Nullpunkt 
„einen  asymptotischen  Punkt^. 
Aus  Gleichung  (7.)  folgt 


(7a.) 
also 

(8.) 


r  =  a(p^ 


aq) 


—  a^~^  = 


a 
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(10.)  »  =  ^=-„. 

ar 

Bei  der  hyperbolischen  Spirale  ist  also  die  Subtangente 
consiant;  deshalb  kann  man  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Curve 
sehr  leicht  Tangente  und  Normale  construiren. 

Ferner  ist 


also 
(11.) 

'^=1  =  :»'»'+^'. 

(12.) 

"~  dr  ^  dr     e/y "~ 

—  Ya^  +  r'^, 

Für  (f  gleich  0  ist  r  unendlich  gross;  man  kann  aber  auch 
dann  noch  die  Tangente  an  den  zugehörigen  Curvenpunkt  legen, 
obgleich  er  unendlich  fern  ist.  Eine  Tangente,  deren  Berührungs- 
punkt unendlich  fem  liegt,  heisst  bekanntlich  eine  Asymptote. 
Die  Asymptote  der  hyperbolischen  Spirale  ist  die  Gerade,  welche 
man  im  Abstände  a  parallel  zur  Anfangsrichtung  legen  kann. 
Denn  r  fällt  fiir  y  gleich  0  in  die  Anfangsrichtung,  die  Sub- 
tangente also  in  die  Gerade,  welche  im  Anfangspunkte  auf  der 
Anfangsrichtung  senkrecht  steht,  und  ihre  Länge  ist  nach 
Gleichung  (10.)  gleich  — a. 

Aufgabe  3.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  der  parabolischen  Spirale 
(13.)  r^  =  a^y,     oder    r  =  ayg>  =  a^^i 

aufsuchen. 

AuflSsung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 

/!..  ^  ^         dr       a    -^       a^ 

^  d(p      2^  2r 

(15.)  „,='^=^^'  =  2,; 

deshalb  wird  ebenso  wie  bei  der  Archimedischen  Spirale 
r  =  0,  it*  =  0    für    y  =  0. 
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(16.)  ^^--^r=a^  =  ''^^ 

(18.)  T  =  Ntgfi  =  {2  y^+  4r*  =  a  Vy(l  +  4y«). 

Aufgabe  4.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,  "Koniiale 
und  Tangente  der  allffemetnen  Spirale 
(19.)  r  =  atp"" 

au&uclien. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (19.)  folgt 

dr 

(20.)       '^^  =  7    =  na(p''-'^j 

rdw       w 
(21.)     tg^-   /=^ 

(22.)       6-<  =  ^=."^""'', 
^      ^  dr  n 

( 23.)        A^  =  ^*  =  |/«'Vy2""   a"  +  "^iy^  z=  ay"-i  y^  -Tf/S 

r     ^       --  i 

/*     '  '         n 

Man  erkennt,  dass  in  dieser  Aufgabe  die  ersten  drei  Aul- 
gaben als  besondere  Fälle  enthalten  sind,  wenn  man  bezw. 

/i  =  +  1,    w  =  —  1,    n  =  +  I 

setzt.  I 

Aufgabe  5.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  fiir  einen  beliebigen  Punkt  der  logarithmischen  Spiruk   1 
(25.)  r  =  e^^'f 

berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (25.;  folgt  i 

dr 

(26.)  Sn^-        —  a&^P  ^-  ar. 

Die  Subnormale  ist   also  dem  Radius   vector  proportional, 
deshalb  beschreibt  der  Endpunkt  X  der  Subnormale  eine  Curve, 


(24.)        T^Ntgfi  ^-  '''^'"  V»2  +  y2  ^  -  Yn^  +  ip\ 
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welche  der  ursprüngliclien  Curve  ähnlich  ist,    ( Vergl.  Fig.  123.) 
Da  die  Subnormale  ON^r'  mit  der  Anfangsrichtung  den.  Winkel 

y'  =  ^  +  ^   bildet,  so  wird  die  Gleichung  der  vom  Punkte  N 

beschriebenen  Curve  ^'^  *"■ 


i26a.)  r*  =•  ae 

Führt   man  jetzt 
noch  die  Grössen  a  und 
y''    durch    die    Glei- 
chungen 
Itf  =  au,  oder  a  =  ö*^, 

tin,  so  geht  Gleichung 
i26a.)  über  in 


-  - 

^ 

\ 

/" 

l 

j 

ö 

\ 

/ 

(26b. 


r'  = 


fl(v'+a-  2) 


=  e^"^". 


Daraus  erkennt  man,  dass  die  von  dem  Punkte  N  beschrie- 

TT 

belle  Curve,  wenn  man  sie  um  den  Winkel  «     ^     dreht,  sogar 

mit  der  ursprünglichen  Curve  zusammenfällt  und  deshalb  mit 
derselben  congruent  ist. 

Ferner  ist 

rdif 


.27.) 


.  rdtf       1  .    /1\ 


der  Winkel  /«,  den  eine  beliebige  Tangertte  mit-  dem  zugehörigen 
Radius  vector  bildet,  ist  also  consfan*. 


(28.) 


ar 


folglich  ist  auch  die  Suhtangente  dem  Radius  oecfx)r  proportional^ 
SO  dass  der  Endpunkt  T  der  Subtangente  gleichfalls  eine  Curve 
beschreibt,  welche  der  ursprünglichen  Cun^e  ähnlich  ist.  (Vergl. 
Fig.  123.)  Auch  von  dieser  Curve  kann  man  zeigen,  dass  sie 
der  ursprünglichen  ('urve  sogar  congruent  ist. 
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i  /dr\^ 


c^-^+c 


also 

(29.)  N=^=ryi  +  a\ 

(30.)  T^N^^,  =  ^^.^-  =  y,V^-. 

Es  sind  dahei^  auch  Normale  und  Tangente  selbst  dem 
Radius  vector  proportional. 

Aufgabe  6.    Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  der  Ciirve 
(31.)  r*"  =  a**cos(wy) 

aufsuchen. 

Auflösung.  Da  in  Gleichung  (31.)  die  Grösse  m  noch  un- 
endlich viele  AVerthe  haben  darf,  so  sind  in  dieser  Gleichung 
unendlich  viele  Curven  inbegriffen,  von  denen  einzelne  her^^or- 
gehoben  werden  mögen. 

I.    m  =  1.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(32.)  r  =  a  COS  y ,     oder    r^  =  ar  cos  y , 

also,  wenn  man  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergeht, 
(32  a.)  x^  +  y^  =  az, 

und  dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser 

-  j   dessen  Mittelpunkt  die  Coordinaten 


1=1-, -0 

hat.    (Vergl.  Fig.  124.) 

Flg.   124. 

V 

,.-- -.                ' 

n.    m  =  — 1.      Die    Gleichung 

J 

^■^    ! 

der  Cur\'^e  ist 

(33.)            r-i  =  a-i  cos  y, 

t\. 

oder 

v/^ 

rcosy  =  a, 
also,    wenn    man   zu   rechtTsInkligeD 
Coordinaten  übergeht, 

(33  a.)                  x^a. 
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Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geiaden^  welche  im  Abstände 
a  pai-allel  zur  Y-Axe  gezogen  ist.    (VergL  Fig.  124.) 

ni.    m  =  2.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
i:34.)    r^  =  a2cos(2y),  oder  r*  =  a\f^c,o^'^tp  —  r^sin*^), 
also,  wenn  man  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergeht, 
( 34  a.)  (a:2  +  y«)2  =  a\x^  —  y«). 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Lemniscate,  einer  Curve,  deren 
Gestalt  man  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  (34.)  und  (34a.) 
erkennen  kann.  Zunächst 
folgt  aus  Gleichung  (34.), 
ites  die  Curve  innerhalb 
eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer a  liegen  muss,  denn 
es  ist  r^a.  (VergL  Fig. 
125.)  Aus  Gleichung  (34  a.) 
erkennt  man  sodann,  dass 
die  Coordinaten -Axen  Sym- 
metrie-Axen  der  Curve  sind, 
weil  nur  die  Quadrate  von 
X  und  y  in  der  Gleichung 
vorkommen. 

Für  <p  =  0  wird  r  =^  a;  wächst  (f ,  so  wird  r  kleiner  und 
nimmt  ab  bis  zu  r  =  0 ,  wenn  der  Winkel  y  =  45^  geworden 
ist.  Liegt  (p  zwischen  45®  und  90^  so  wird  r*  negativ,  r  selbst 
also  imaginär;  deshalb  liegt  kein  reeller  Punkt  der  Curve 
zwischen  der  Geraden  OB  mit  der  Gleichimg  y  =  :r  und  der 
y-Axe. 

IV.    m  =  —  2.    Die  Gleichung  der  CuiTe  ist 

r-2  =  a-2cos(2y),     oder    r^cos(2(f)  =  a^, 


(35.) 
also 

\35a.)      r^cos^y  —  r^sin^f/)  =  a^,    oder    x^   -  y-  =  a^- 
Dies  ist  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperbel. 
Fig:.  125.) 


(VergL 
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Y^    ynz=  +\.    Die  Gleichnng  der  Curve  ist 
(36.;  r^  =  a'cos^^j  oder    r  =  a(MS^(J-j: 

daraus  folgt 

2r2  =  2ar  COS"^  (^^  =  ar{l  +  COSy )  =  ar  +  arcosy, 
(37.)  2f^  —  ax  =  ar, 

4r*  —  4a:rr^  +  aV  =  aV-  =  aV  +  «y, 
oder 
(36a.j  4(^:2  +  y^)  f  o:^  +  y^  —  oa:)  =  ay. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Cardioide.  Um  die  Ueberein- 
stimmung  dieser  Curve  mit  der  bei  den  Epicykloiden  als  C'ardi- 
oide  bezeichneten  Curve  nachzuweisen,  setze  man 

y  ==  TT  —  /, 

dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (36.)  und  (37.) 

(38.)  2r  =  2asin2  {S)  —  «(1  -   cos^, 

(39.)  2x  =  2rcosy  —  —  ac0SJ^(l  —  cos^, 

(40.)  2y  =  2rsiny  =  asin/(l  —  cos^j. 

Transformirt  man  noch  die  Coordinaten,  indem  man 
4a:'  =  a — 4a: 
setzt,  so  erhält  man 

j  4a:'  =  a(l  +  2cosJf  —  2cos2^)  =  a[2cos^  - cos(2<)]. 
^    '^     I    4y  =  a(2sin^— 2sin^cos0  =  «[2sin<-    sm(2<)]. 

Diese  Gleichungen  gehen  in  die  damals  aufgestellten  Glei- 
chungen der  Cardioide  über,  wenn  man  a  mit  4a  vertauscht. 
(Vergl.  Fig.  79  auf  Seite  360.) 

VI.    w  ==  —  |.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(42.)  r"*  =  a"^cos^|^),   oder    rcos^(|)  =  a, 

2rcos2r^  j  =  r  +  rcosy  =  2a,    oder    r  =  2a  —  or, 

7-2  =  a:^  +  y2  =  4a2  —  4ai;  +  a:2, 
also 
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l42a.)  y^  =  ^a^  —  ^ax  =  4  a(a  —  x). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  die  X-Axe 
ist,  und  deren  Scheitel  die  Coordinaten  a;  =  «,  y  =  0  hat. 

Allgemein  folgt  aus  der  Gleichung  (31.) 
mr^-^        =  —  ma"»sin(my), 

also 

dr  ö*sinfm</))  y^m.::~2m 

oder 

( 44. )  tg/i  ^^^-^  —  ctg (wy ) 


=  ctg(7r  —  my)  =  tg  ^mg)  —  ^^  : 


folglich  ist 

il-\  ^     (2Ä+l)7r 

wobei  Ä  eine  ganze,  passend  zu  wählende  Zahl  ist.    Dies  giebt 
den  Satz: 

Der  TVmiel,  den  der  Radius  vecfor  mit  der  Normale  bildet^ 
ist  m-mal  so  gross  wie  der  Winkel^  den  er  mit  der  Anfayigs- 
richtung  bildet. 

(46.)  St  =  ''^^^  =  -  r  ctg  (m(p), 

/^.  Y__  -/^  Y  4.  ;.2  ^  ?^     -  ^':*     .     ,,2    ^         ^'"^^    , 

d(f      r*"~*       cos(my) 

(48.)  T=Ntsii=^-  -^''-.^ 

^  sin  (rn(f) 
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§  94. 

KrUmmungskreis  und  Krilmmungsmittelpunkts-Curven. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  114,) 
Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcoordinaten  gegeben, 
so  kann  man  immer  den  Radius  vector  r  als  eine  Function  vom 
Argumente  tp  betrachten;  deshalb  sind  auch 
(1.)  rr  =  rcos^    und    y  =  rsiny 

Functionen  von  9),  so  dass  man  durch  Differentiation  die  folgen- 
den Gleichungen  erhält 
.^.         dx       dr 

,^  N         dy       dr   . 

,, .        d^x       dh-  ^  dr    . 

,    V        d^y       d^r   .         ,   ^  dr 


dh- 
^d(p^' 


Kd(p)       \d(f)        \d(pj        \d<p, 

^  ^^        dtp  dtp'-      dipdtp^'^      ^"^KdtpJ 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  106  und  107  der  Tabelle 
t  mit  (p,  setzt  die  hier  gefundenen  Werthe  ein  und  multiplicirt 
in  den  Brächen  Zähler  und  Nenner  mit  rf^)^,  so  erhält  man 

ds^(rco^(pd(f  +  dr .  siny) 
rcosy  -  p-^— 2-^-2^2  -ri^iy)d(p  ' 

^  ''  "      _      .  ds\ —  rsin^rfy  +  dr .  cosy) 

ri  -  r^mtp  +      (r^dip^  +  2dr^  —  rd^r)d^'~ ' 

ds^    __ 

(9.j  Q-±:  ^^2^y,2  _,.  2Jr2  —  rdh')d(p  ' 

Wenn  man  in  diesen  Gleichungen  den  Werth  von  r  als 
Function  von  y  einsetzt,  so  sind  $  und  vj  als  Functionen  der  dritten 
Veränderlichen  (p  dargestellt,  was  für  die  Untersuchung  der 
Krümmungsmittelpunkts-Curve  oder  Evolute  ausreicht.  Man  kann 
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aber  auch  noch  (p  aus  den  beiden  Gleichungen  (8.)  eliminiren 
und  erhält  dadurch  eine  Gleichung  zwischen  5  und  ff. 

Will  man  noch  die  Evolute  in  Polarcoordinaten  darstellen, 
so  hat  man  in  dieser  Gleichung  zu  setzen 
(10.)  I  =  r'  cos^)',     fi  =  r*  sin  (p*. 


§  95. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.  Man  soll  den  Krümmungskreis  der  Archimedi- 
schen Spirale 

(1.)  r  —  atp 
bestimmen.    (Vergl.  Fig.  121  auf  Seite  439.) 

Auflosung.  Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

^2.)  dr  =  ad(p,     d^r  =  0, 
also 

(3.)  &2  ^  y2cfy,2  ^  rfy.2  ^  ^2(1   _j.  fp^)d^2^ 

(4.)  r^d^^  +  2dr^  —  rdh'  =-.  a^{2  +  (p^)d(p^. 

Setzt  man  diese*  Werthe  in  die  Formeln  114  der  Tabelle 
ein,  so  erhält  man 

^                          a?(l  +  f/)2) .  a(a)cosa)  +  sin«)) 
?  =  ay cosy ^^ 2/:>  1     2T     ^  ' 

,  a^(l  +  (p^) .  a( —  <)psinf/)  +  cos«)) 

,  =  «ysmy+^ a^(2  +  V)    ^' 

oder 

a[ycosy  — (l  +  y»)smy] 


<.ß-)  ^  =  O    J_   ,„2 


2  +  y^ 

_  a[ysiny  +  (1  +  y'jcosy] 

2  +  9^  ^ 


a(l  +  «;-)^ 

Aufgabe  2.    Man  soll  den  Krümmungskreis  der  allgemeinen 
Spirale 

(8.)  r  =  acp"" 

bestimmen. 

Kiepert,  Differential-Reclinuiig.  29 
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Auflösung.    Aus  Gleicliimg  (8.)  folgt  durch  DifferentiatioD 

dv  •  cPv 

deshalb  ist 

(10.)  t/Ä-2  =  r2c?f/2  ^  ^^2  ^  aV'^"-2(y^^  +  y^jöf^^S 

(11.)     r2rf9)2  4.  2fl?r2  —  rrf^r  =  a^(p''''-'^[n{n  +  1)  +  T^^Jcf^-. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  114  der  Tabelle 

ein,  so  erhält  man 

,     V  ..  _  n[rcosy  —  (^2  +  (p2)  ö^,«-i sin <^] 

(12.)  .^  _  ^^^^  ^--^--,  , 


(13.)  -,-  „.._.,..,„, 


_  w[rsinr/)  +  (»2  -[.  <jr2)ß^n-i(,Qs^j 
~*  ;^(?^  +  1)  +  y^ 

a  </)'*- »(7/2  +  f^2) 


(^^•)    ^ = ±  «(« + 1) + ..-^ 

Aufgabe  3.    Man  soll  den  Krümmungskreis  und  die  Evolute 
der  logarithmischen  Spirale 
(15.)  r  =  e«V' 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  123  auf  Seite  443.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (15.)  folgt  durch  Differentiation 

(16.)        ^^  =  ,«..«=.«,,  ^y.  = « rf,— «^'- ; 

deshalb  ist 

(17.)  ds"'  =  r2tff/-2  +  dr^  =  r2(l  +  a^)d(f>^, 

(18.)  r2fl?^2^2c/r2— rc/2r  =  r2(l+2ö2— a2)rfy2^^2(i  +  ß2yy2. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formehi  Nr.  114  der  Tabelle 
ein,  so  erhält  man 

t  r2(l  +  a^)  .  r(cosr/)  +  asincp) 

§  =  rcosf/ ^ \;       \~^ ^ , 

•  r2(l  +  a^) 

r2(l     +     q2)    ^y.^ gj^y     _|_     tfCOSf/)) 

7-2(1  +~d^)      :     ' 

oder 

(19.)        5  =  —  arsiny,     rj  ■■=  +  arcosy. 


,  =  rsiny+  ,.2nu-.2, 
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(20.)       .=±^S^  =  ±'yr+ 


a' 


2 


Es  war  aber  (nach  §  93,  Gleichung  (29.))  auch  die  Normale 

ds 


folglich  ist  der  Krümmungshalbmesser  gleich  der  Polar-Normale. 
Der  Krümmungsmittelpunkt  fällt  daher  in  Figur  123  mit  N 
zusammen. 

Na€h  den  Gleichungen  (19.)  wird 
(22.)  5  =  —  ay,     ^  =  aar. 

Hieraus  erkennt  man  schon,  dass  die  Evolute  wieder  eine 
logarithmische  Spirale  ist,  bei  der  aber  die  Dimensionen  a-mal 
so  gross  sind  wie  bei  der  gegebenen.  Gleichzeitig  sind  auch 
noch  die  Coordinaten-Axen  um  einen  Winkel  von  90<*  gedreht. 
In  §  93  (Seite  443)  ist  sogar  gezeigt  worden,  dass  die  Evolute 
der  gegebenen  Curve  ähnlich  und  ausserdem  auch  congruent  ist. 

Dasselbe  Eesultat  findet  man  natürlich  auch  aus  den  Glei- 
chungen (22.).  Bezeichnet  man  nämlich  die  Polarcoordinaten  der 
Evolute  mit  r'  und  y',  so  ist 

(23.)  r'2==52  +  ^2^     tg9)'=|, 

folglich  wird  in  diesem  Falle 

(24.)     r'^  =  a^r^,    tge^' =  -  ctgy  =  ctg(- y)  =  tg(9)  +  0, 

oder 

(24a.)  r'  =  ar,     y'=:y+^,    y^^j'  —  T., 

also 


<^-f) 


(25.)  r'  =  ar  =  ae"^  =  ae 

7t 

lr'=la  +  a5p'  —  a— -> 
oder,  wenn  man  —  mit  a  bezeichnet, 

a(f/)'  +  a- 

(26.)  r*  =  e^ 


29» 
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Dreht  man  die  Polar- Axe  um  den  Winkel  a— —  j  so  bildet 

r'  mit  der  neuen  Polar -Axe  den  Winkel 

y-  =  y'  +  a  — I 

und  Gleichung  (26.)  geht  über  in 
(27.)  r'  =  c«v". 

Aufgabe  4.    Man  soll  den  Krümmungskreis  und  die  Evolute 
der  Lemniscate 

(28.)  r^  —  «2^08(2^) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  126.) 

Auflösung.    Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (28.i 

(29.)  r  J  ^—  a^sin(2 y)  =  —  r^ tg(2 tp\ 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nochmals  differentürt, 

(dr  \2         d?r 

Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (28.)  und  (29.)    , 
rH8^  =  r^ii'^d^'^  +  rf7-2)  =  rHifP^  +  rHr*-  =  a^dtf\  j 

oder 

(31.)  ds^-^'^.d^K 

Femer  findet  man  aus  Gleichung  (30.) 

\d(p)         d<f,^~^  \d(p)      LWf/./  ^    rfy 2 J  - 
folglich  ist  bei  der  Lemniscate 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  114  der  Tabelle 
ein,  so  erhält  man 
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fj  =  rsmy  +  |  ( —  rsinr/)  +  3-  •  cosyj  > 
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oder 


(33.) 


205^  cos^y 


I  =  ^-  [2cos(2f/)cosy  +  sin(2y)siiiy>]  =       ^^ 


17  ==  "    [2cos(2y)siny  —  sin(2y)cos9>]  = 


____       2a^sm^(p 


folgt 


Ans   den    Gleichungen   (33.) 
3r|\i 


(85.) 


/3r|\^ 

in^=-r?^^*> 


sm^! 


V2aV 


cosV  +  sinV  =  (2J,)  -(l*  +  5*)  =  1, 

cos*(;p  -  sin>  =  (2")  •  (1*  —  v^)  =  cos(2y)  =  J , 


''2a*  \l 


<2a^\^ 


folglich  ist 

(37.)  9(1^  +  7il^(^i  -  .,t)  =  U\ 

Den  beiden  Scheiteln  Ai  und  ^2  der  Lemniscate  entsprechen 
die  Spitzen  ^^i  und  So  der  Evolute,  wobei 
(38.)  8.0=  OS,  =  ^a. 


Xn.  Abschrlr.. 
Theorie  der  Determbumteii. 

§  9^. 
Einleitung  in  die  Determinanten-Theorie. 

Für  viele  üntersuchmiffen  in  der  hCheren  Mathematik  gre- 
währt  die  Anwecdiir.^'  der  Determüianten  eine  wesentliche  Ei- 
leichternng,  einerseits  dadurch,  dass  die  Bechnungen  küraer 
werden,  andererseits  dadurch,  dass  die  Eesultate  eine  übersicht- 
lichere und  leichter  zu  merkende  Form  erhalten. 

Deshalb  soll  hier  ein  kurzer  Abriss  der  Determinanten- 
Theorie  eingeschaltet  werden. 

Auf  die  Ausdrücke,  welche  man  Determinanten  nennt,  ist 
man  durch  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n 
Unbekannten  getiihrt  worden.    Sind  z.  B.  die  beiden  Gleichungen 

mit  den  beiden  Unbekannten  j^i  und  xj  gegeben,  so  findet  man 
bekanntlich  durch  Elimination 

rtöK  —  C20x2  —  r|09|  +  c^aii 

(2.)  Zi  = J  3*2  =  • 

011022  ^12^21  öl  1^22 öijflji 

Den  gemeinschaftlichen  Nenner  dieser  beiden  Ausdrücke, 
nämlich  die  Grösse 


(3.)  ^  =  «11022  —  at2<hi  = 


Cf  21  ^22  ■ 

nennt  man    „die   Determinajife^   der  Coefficienten    der   beiden 
Gleichungen  (1.).     Die  Determinante  wird   daher  auch  so  ge- 


(5  a.)  ^  = 
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schrieben,  dass  man  die  Coefflcienten  in  derselben  Eeilienfolge 
wie  in  den  gegebenen  Gleichungen  aufschreibt  und  zwischen 
zwei  senkrechte  Striche  einschliesst. 

Sind  drei  lineare  Gleichungen 

UiiXi  +   022^2  +  ^23^3  =  ^2, 
«31^1  +  <782.'?'2  +  0332:3  =  Cz 

gegeben,  so  findet  man  bei  der  Auflösung  für  die  drei  Unbe- 
kannten ziy  Xiy  Xi  Werthe,  welche  den  gemeinschaftlichen  Nenner 

(5.)  J  =  (/ii(a22Ö33 «23032)  +  Ö12(ö2803i «21033) 

+  «13  («21Ö82  «22«3l) 

haben.  Diesen  Nenner,  welcher  eine  ^Determinanie  dritter  Ord- 
nung^ genannt  wird,  schreibt  man  wieder  in  der  Form 

«11  «12  «13 
«21  «23  «28 
«31  «32  «83 

wobei  die  Coefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  zwischen  zwei 
senkrechte  Striche  eingeschlossen  sind.  Aus  Gleichung  (5.)  er- 
kennt man,  dass 

^  =  -(— l)^«la«2/9«3y 

ist,  wobei  sich  die  Summation  über  alle  Permutationsformen 
aßy  der  Zahlen  12  3  erstreckt,  und  wobei  das  Vorzeichen 
( —  1)^  gleich  +  1  oder  —  1  ist,  jenachdem  die  Permut ations- 
form  aßy  aus  12  3  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Vertauschungen  von  je  2  Zalüen  hervorgeht.  Demnach  sind 
die  Glieder 

«11  «22  «83  j       «12«23«31j    «13  «21  «32 

mit  dem  Vorzeichen  +  zu  nehmen,  weil  die  Reihenfolge  der 
zweiten  Indices 

12  3,     2  31,     312 

bezw.  dmch  0,  2,  2 

solche  Vertauschungen  von  je  2  Zahlen  aus  der  Permutationsform 
12  3  hervorgehen.  Vertauscht  man  nämlich  in  1  2  3  die  Zahlen 
1  und  2  mit  einander,  so  erhält  man  2  13,  und  vertauscht  man 
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dann  die  Zahlen  1  und  3  mit  einander,  so  erhält  man  2  3  1. 
Vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3,  so  erhält  man  8  2  1, 
und  vertauscht  man  dann  die  Zahlen  1  und  2,  so  erhalt  man 
8  12. 

Die  Glieder 

011023032,       ^12^21^83)       013  022  081 

dagegen  sind  mit  dem  Vorzeichen  —  zu  nehmen,  weil  die  Per- 
mutationsformen 

13  2,     213,     821 

aus  12  3  durch  eine  einzige  solche  Vertauschung  hervorgehen; 
vertauscht  man  nämlich  in  1  2  3  die  Zahlen  2  und  3,  so  erhält 
man  13  2,  vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  2,  so  er- 
hält man  2  1  3,  und  vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3, 
so  erhält  man  3  2  1. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  „Determi?ianten  höherer  Ord- 
nung^ erklären.  Der  Erklärung  mögen  aber  einige  Sätze  aus 
der  Permutationslehre  vorangeschickt  werden. 


§  97. 

Einige  Sätze  aus  der  Permutationslehre. 

Erklärung.  Das  Permutiren  besteht  in  dem  Aufsuchen  aller 
Stellungen,  welche  n  Elemente  a,  b,  c, . , .  A,  l  einnehmen  können. 
Jede  solche  Stellung  nennt  man  „eine  Permutationsform^. 

Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  2  Elementen  a  und  h 
ist  1.2  =  2!,  nämlich  ah  und  ha.  Tritt  ein  drittes  Element 
c  hinzu,  so  kann  man  aus  jeder  dieser  beiden  Permutationsformen 
drei  bilden,  z.  B.  aus  i  a  die  di-ei  Formen 
ch  a^  bc ttj  b  ac, 
indem  man  c  an  die  erste,  die  zweite  und  die  dritte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  3  Elementen  a,  J,  c  ist 
daher  gleich  1.2.3  =  3!. 

Tritt  ein  viertes  Element  d  hinzu,  so  kann  man  aus  jeder 

dieser  3!  Peimutationsformen  vier  bilden,   z.B.  aus  bac  die 

vier  Formen 

dbaCy     bdac,     bade,     bacd, 
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indem  man  d  an  die  ei-ste,  zweite,  dritte  mid  vierte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  4  Elementen  ist  daher 
gleich  1.2.3.4  =  4! 

Indem  man  so  fortfahrt,  findet  man 

Satz  1.  Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  n  Ele- 
menten ist  n !  =  1.2.3...  n. 

Vertauscht  man  nur  zwei  Elemente  ndt  einander,  so  nennt 
man  diese  Vertauschung  eine  „Transposition^. 

Satz  2.  Von  zwei  beliebigen  Permutaiionsformen  Fi  und  Pi 
kann  die  eine  aus  der  anderen  durch  fortgesetzte  Transposition 
hergeleitet  werden, 

Beispiele.  Die  Permutationsform  eabdc  kann  durch  3 
Transpositionen  in  die  Form  abcde  übergefiihrt  werden,  und 
zwar  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Formen 

eabdc,     aebdc,     abedc,     abcde» 
Die  Permutationsform  fg  acdeb  kann  durch  5  Transposi- 
tionen in  die  Form  abcdefg  übergeführt  werden,  und  zwar 
erhält  man  der  Reihe  nach  die  Formen 

fg  acdeb,  agfcdeb,  abfcdeg, 
ab  cf  deg,  ab  c  d/e  g,  abc  defg. 
Aus  diesen  Beispielen  erkennt  man  das  Verfahi-en,  das  ganz 
allgemein  zum  Ziele  führt.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  man 
eine  Permutationsform  Pi  in  eme  andere  P^  in  mannigfacher 
Weise  durch  Transpositionen  überführen  kann,  und  dass  die 
Anzahl  der  verwendeten  Transpositionen  noch  unendlich  viele 
Werthe  besitzt.    Dabei  gilt  aber  der  folgende 

Satz  3.  Kann  mayi  Pi  in  Pi  überführen^  das  eine  Mal 
durch  A,  das  andere  Mal  durch  ^  Transpositionen,  so  ist  X  —  /t* 
stets  eine  gerade  Zahl. 

Beweis.    Es  sei 
(1.)         F^  {b  —  a){c  —  a)(d  —  a),..  {k  —  a)  {l  ^  a) 
mal  {c  ~b){d—h)...  {k  —  b)  {l  —  b) 
mal  {d  —  c)  , ,  ,(k  —  c)  {1--  c) 

mal  (l — k). 
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Bei  der  Bildung  dieses  Productes  hat  man  jedes  Element 
von  allen  folgenden  subtrahirt  und  die  so  entstandenen  Difie- 
renzen  mit  einander  multiplicirt.  Es  soll  nun  untersucht  werden, 
wie  sich  die  Grösse  F  ändert,  wenn  man  zwei  Elemente,  z.  B. 
q  mi  s  mit  einander  vertauscht.  Alle  Differenzen,  in  denen  ^ 
und  s  gar  nicht  vorkommen,  bleiben  unverändert.  Ist  feiner  /> 
irgend  ein  Element,  das  den  beiden  Elementen  q  und  s  torau- 
geM,  so  geht  bei  der  Vertauschung  von  q  mit  s  das  Product 
(? — /^)(*' — P)  ^  (* — P)[S — P)  über  und  behält  denselben 
Werth.  Steht  das  Element  r  zwischen  q  und  «,  so  geht  das 
Product  (r  —  q)  {s  —  r)  in  (r  —  s)  {q  —  r)  über  und  behält 
gleichfalls  denselben  Werth.  Folgt  endlich  das  Element  t  den 
beiden  Elementen  q  und  «,  so  geht  das  Product  (^  — ?)(^  — ^^^ 
in  (t  —  8){t  —  q)  über  und  behält  auch  denselben  Werth.  Nur 
durch  den  Factor  s  —  q,  welcher  bei  der  Vertauschung  von  q 
mit  s  in  q  —  s  übergeht,  wird  das  Vorzeichen  von  JPgeänden, 
während  der  absolute  Betrag  von  F  derselbe  bleibt. 

Wenn  man  also  zwei  Elemente  mit  einander  vertauscht  ^-^ 
ändert  die  Grösse  F  ?iur  das  Vorzeichen. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  F  bei  jeder  weiteren  Trans-  I 
Position  zweier  Elemente  nur  das  Vorzeichen  ändert.  Entsteht  | 
Fl  aus  F  durch  X  Transpositionen,  so  ist  daher  j 

(2.)  Fi  =  {-iyF  ' 

Bezeichnet  man  also  die  Werthe  von  JF,  welche  den  Per-  i 
mutationsformen  Pi  und  Pa  entsprechen,  mit  Fi  und  Pa,  un«!  j 
geht  Pi  in  P2  über,  das  eine  Mal  durch  i,  das  andere  Mal  durch 
fi  Transpositionen,  so  gelten  die  beiden  Gleichungen  ' 

(3.)  Fo  =  {—iyFi    und    P»  =  (— l)'*JPi ;  I 

daraus  folgt  I 

(4.)  (—iy  =  (_i)a^     oder    i  =  ^±2?r,  | 

wobei  2ir  eine  beliebige  gerade  Zahl  ist. 

Um   zu   bezeichnen,    dass   die   Permutationsfomi  P  (z.B. 
12  3,../»)   in   Pi   (oder  a  ß  r..,v)   durch  /   Transpositionen  I 
übergeführt  wird,  schreibt  man  | 

(^•)         ^=(;.)=cr/.:::)- 
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Satz  ♦•  Geht  P  in  Px  über  durch  l,  und  geht  Pi  in  P^ 
uher  durch  f*  TransposiHonen^  so  geht  P  in  Pj  durch  A+.uzb'i«? 
Transpasitionen  über.     Ist  also 

so  wird 

''•^         (pXpXpD^^ '"'  =  '  +  '*  =^^"'- 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  P  in  P2  über- 
geht, wenn  man  zuerst  P  in  Px  und  dann  Px  in  P2  überfuhrt. 

Der  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  verallgemeinem;  es 
ist  z.  B. 


'S.) 


©=©-©+©-- 


Satz  5«  Die  n\  Permutatio7isformen  von  n  EJemeyiten  lassen 
sich  durch  die  Transpositionen  ztceiei*  Elemente  paarweise  grup- 
piren. 

Beweis.  Durch  die  Transposition  zweier  Elemente,  z.  B. 
der  beiden  Elemente  a  und  *,  geht  die  beliebige  Permutations- 
form Px  in  P2  über,  wobei  Pi  und  Pi  von  einander  verschieden 
sind.  Ist  nun  die  Permutationsform  Qx  von  Px  und  P2  ver- 
schieden, so  geht  Qi  durch  die  Vertauschung  von  a  mit  b  in 
Q2  über,  wobei  Q2  von  Qx  und  auch  von  Pi  und  P2  ver- 
schieden ist.  Wäre  nämlich  Q2  identisch  mit  Px  (bezw.  mit 
Po),  so  müsste  Qx  identisch  sein  mit  P2  (bezw.  mit  Pi).  Ist 
femer  die  Permutationsform  Ex  von  Px ,  Pi,  Qi ,  Q2  verschieden, 
so  geht  Rx  durch  die  Yertauschung  von  a  mit  b  in  P2  über, 
wobei  Bi  von  Ri  und  auch  von  Pi,  P2,  Qi,  Q2  verschieden  ist. 

So  kann  man  fortfahren,  bis  die  sämmtlichen  Perniutations- 
formen  erschöpft  sind. 
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§  98. 

Bildung  einer  Determinante  n'^'*  Ordnung  aus 
n^  Elementen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  115.) 
Eine   ^Beten^minante   vf^  Ordnung^  möge  durch  die  Glei- 
chung 

an  012  ..  .  «in 

«21  Ö22  .  .  •  ^2»  I 


(1.)  J  = 


=  -2"( ly  aiaöo^^flsy  .  .  .  «n» 


«nl  an2  .  .  .  «nn  | 

erklärt  werden.  Die  rC-  Grössen  an,  «12, . . .  a,,n  heissen  „die  £/tf- 
771^/2^6  der  Determinante" ;  die  Determinante  J  selbst  ist  eine 
Summe,  bei  der  jedes  Glied  das  Product  von  «  Elementen  ist. 
Dabei  enthält  ein  solches  Product  aus  jeder  Zeile  (Horizontalreihe) 
und  aus  jeder  Colonne  (Vertikateihe)  ein  und  nur  ein  Element. 
Der  Exponent  /  ist  die  Anzahl  der  Transpositionen,  durch 
welche  die  Permutationsform  aß  y .  ,.v  in  die  Permutationsform 
12  3...;*  übergeführt  werden  kann,  also 

So  ist  z.  B.  für  die  Pennutationsform  314  2  diese  Zahl  a 
gleich  3,  und  zwar  erhält  man  nach  emander  die  Permutations- 
formen 

3  14  2,       1342,       1243,       1234. 

Für  die  Permutationsforni  3  2  5  1  4  ist  A  wieder  gleich  3, 
und  zwar  erhält  man  nach  einander  die  Permutationsformen 
32514,       1253  4,       123  5  4,       1234  5. 

Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  Permutationsformen 
a  ß  Y  ,.  ,v  der  Zahlen  1  2  3  ...  w ,  folglich  ist  die  Anzahl  der 
Glieder  gleich  w!  =  1 .  2  .  3  . . .  w. 

Dies  kann  man  auch  so  zeigen.  Nimmt  man  ein  behebiges 
Element  der  ersten  Zeile  ai«,  so  gieht  es  n  mögliche  Fälle,  weil  « 
dabei  n  Werthe  haben  darf.  Da  ß  von  «  verschieden  sein  muss,  so 
giebt  es  bei  der  Auswahl  von  a^^  aus  den  Elementen  der  zweiten 
Zeile  nur  noch  n  —  1  möghche  Fälle.    Deshalb  giebt  es  bei  der 
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Auswahl  von  aiaO^ß  im  Ganzen  n(n  —  1)  mögliche  Fälle. 
Ebenso  erkennt  man,  dass  für  die  Auswahl  von  a^y  aus  den 
Elementen  der  dritten  Zeile  nur  n  —  2  mögliche  Fälle  und  des- 
halb für  die  Auswahl  von  aiaö2^ö8y  im  Ganzen  ?i(n  —  1)  (7^  —  2) 
mögliche  Fälle  vorhanden  sind. 

Indem  man  so  weiter  fortfährt,  findet  man  das  oben  an- 
gegebene Resultat. 


§99. 

Eigenschaften  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  116—119.) 
Satz  1.     Zwei  Glieder  (oder  Terme) 

(1.)  Ti  =  (—  l)^^aiaiÖ2/9j  agyj  .  .  .  önvi 

und 

C2.)  T2  =  (—  if^aia^  Oo^^  a^y^ .  .  .  önv., 

haben   gleiches   oder    entgegengesetztes    Zeichen  ^  jenachdem    die 
Transpositionszahl 

(3.)  ^^/«.^.n..-A 

gerade  oder  ungerade  ist. 
Beweis.    Es  ist 

\  1  2  3  ...n/ 
^   ^/üf2/?2r2...*'2\       /l  2  3  ...;j\ 

\    1   2  3  .  .  .  «/  \cC2ß2r2     "VJ 

folglich  ist 

(3a.)  e  =  ^  +  ^±2M?. 

Sind  Xi  und  ^2  beide  gerade  oder  beide  ungerade,  haben 
also  Ti  und  Ti  gleiches  Zeichen,  so  ist  q  gerade.  Wenn  da- 
gegen von  den  beiden  Zahlen  ^i  und  X^  die  eine  gerade  und 
die  andere  ungerade  ist,  wenn  also  Ti  und  T^  entgegengesetztes 
Zeichen  haben,  so  ist  q  ungerade. 
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Satz  2.  Die  Determinante  J  hat  ebenso  viele  positice  '"'? 
negative  Glieder. 

Beweis.  Wenn  die  beiden  Permutationsformen  «i  /^i  ^i . . . » i 
und  «-2/^2/2 ...  >'2  durch  eine  einzige  Transposition  in  einander 
tibergehen,  wenn  also  ^  =  1  ist,  so  haben  nach  Satz  1  dit 
Glieder  7\  und  T^  entgegengesetztes  Vorzeichen.  Da  man  nun 
dui'ch  eine  Transposition  alle  Permutationsformen  paarweL^ 
gruppiren  kann,  so  kann  man  auch  die  sämmtlichen  Gheder  der 
Determinante  paarweise  gruppiren,  so  dass  bei  jedem  solchen 
Paare  das  eine  Glied  positiv  und  das  andei-e  negativ  ist. 

Ordnet  man  in 

(4.)  r  =  (—  ly  aia  flfs/i  Ö3y  . . .  anv 

die  Factoi'en  andere,  so  geht  T  über  in 
(4  a.)  ^  =  (—  ly  ö/ai  ag^^  any^ . . .  a/r^ . 

Dabei  folgt  aus 

)' 

dass  auch 

(5.)  ^=fl23...«X      /«/»,.... X 

\fgh.,.l/       \aißiri"  '^i^  : 

ist.    Ausserdem  ist  i 

\12  3...n/        '^      Vi  28...«/ 


Deshalb  erhält  man 


//^Ä.../X       /12  3.    ..X        /a/^,....N^,^^ 

Vi  2  3 ... w/     \aßr"-y^     ^ißiri --^J 

oder 

(7  a.)  (>  =  iiA  +  A  +  /*  =b  2m?  =  A  =b  2ü, 

(8-)  (-l)?==(_l)^. 

Dies  giebt 
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Satz  3.  Sind  in  dem  Gliede  T  die  Factoren  beliebig  ge- 
ordnet^ so  ist  das  Vorzeichen  von  7'  gleich  ( —  1)^,  wobei  q  die 
Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  den  xtoeiien  In- 
dices  isL 

Jetzt  möge  die  Determinante  J^  aus 

'  ö,i  010  013 . . .  ai^ 

j 

Ö21  fl22  Ö23  •  .  •  <^1t 


(0.) 


J  z= 


^81  ^'82  «33  . 


«an 


a„i  Oni  a„3  . . .  a^n 


hervorgehen,  indem  man  die  Zeilen  beliebig  mit  einander  und 
ebenso  die  Colonnen  beliebig  mit  einander  vertauscht,  d.  h.  es  sei 


(10.) 


-^1  = 


^/ff  "//*  ^/y  • 

ttga  (tgfi  (igy   . 

«Aa  Clhfi  ^hy  . 


.  ajy 

.  a^Y 


,aiy 


O'la  aiii  fl/) 

wobei  fg  h  . .  .1  und  a  ß  y  . .  ,r  irgend  zwei  Permutationsformen 
der  Zahlen  12  3...»  smd. 

Die  beiden  Determinanten  J  und  Ji  enthalten  daim,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  genau  dieselben  Glieder;  denn  ein  be- 
liebiges Glied  von  Ji  ist 

(11.)  Tl    =    (—     l)"a/aj  Og^^  OHy^    .    .     .    aiy^  , 

wobei 


(12.) 


ist.    Das  entsprechende  GUed  in  J  heisst 

(13.)  7^  =  (—  1)^  fl/«i  cigi,  ^hi  •  •  .  ö/vi , 

wobei  nach  Satz  3 


(14.) 


\aißiri.  .  .Vi/ 


die  Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Indices 
ist.    Bezeichnet  man  jetzt 
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mit  A,  so  wird 

(15.)  ^=(«/''';--7)+(/f"^)±2.=,  +  >i±2., 

\/  ff  /i  . .  ,  c  /      \a  p  Y  .  .  ,v/ 
folglich  ist 

(16.)  ri  =  (-iyr, 

und   da  diese  Gleichung  für  alle  Glieder  der  Determinanten  Jx 

und  J  gilt,  so  erhält  man 

(17.)  z^i  =  (-iy^. 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Satz  4.  Vertauscht  man  in  einer  Determinante  J  die  Zeilen 
beliebiff  mit  einander  und  die  Colonnen  beliebig  mit  einander^  so 
geht  die  Determinante  in  sich  selber  über,  multiplicirt  mit  ( —  1)^, 
wobei  /  die  Trajispositionszahl  zwischen  der  neuen  Aufeinander- 
folge f  gh  ,  .  ,1  der  Zeilen  und  der  neuen  Aufeinanderfolgt 
a  ß  Y  . .  ,y  der  Colonnen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  besonderer  Fall 

Satz  5.  Eine  Determinante  ändert  nur  ihr  Vorzeichen^ 
wenn  man  zv:ei  Zeilen  oder  zwei  Colo?inen  mit  einander  ver- 
tauscht. 

Hat  eine  Detenninante  J  zwei  identische  Zeilen  oder  zwei 
identische  Colonnen,  so  ändert  sich  J  nicht,  wenn  man  diese 
beiden  identischen  Reihen  mit  einander  vertauscht.  Anderer- 
seits erhält  aber  nach  Satz  5  die  Determinante  bei  dieser  Ver- 
tauschung das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  folglich  wird 
(18.)  J  ^—J,    oder    2J  =■.  0. 

Dies  giebt 

Satz  6.  Eine  Determ,i?iatite  mit  zwei  identischen  Zeilen  oder 
mit  zwei  identischen  Colonnen  ist  gleich  Null, 

Satz  7.  Eine  Determinante  ändert  ihren  Werth  gar  nichi^ 
tcenn  man  die  Zeilen  zu  Colonne?i  und  die  Colonnen  zu  Zeilen 
macht 
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Beweis.  Die  Vertauschung  der  Zeilen  mit  den  Colonnen 
entspricht  einer  Vertauschung  der  ersten  Indices  mit  den  zweiten, 
so  dass  die  Determinante 

(19.)  J  =  JS(—  1)^01«  03^03/  .  .  .  «nv 

bei  dieser  Vertauschung  übergeht  in 

(20.)  -^1  =  2'(—  1)^0«!  a^2  Öy3  •  .  .  ör»  • 

Die  beiden  Determinanten  /i  und  /l^  enthalten  aber  genau 
dieselben  Glieder,  nur  sind  die  Factoren  der  einzehien  Glieder 
in  J  nach  den  ersten  und  in  J^  nach  den  zweiten  Indices 
geordnet. 

Aus  diesem  letzten  Satze  erkennt  man,  dass  jeder  Satz, 
welcher  sich  auf  die  Zeilen  einer  Determinante  bezieht,  in 
gleicher  Weise  auch  von  den  Colonnen  einer  Determinante  gilt. 
um  beide  Fälle  zusammenzufassen,  möge  in  den  folgenden  Para- 
graphen der  Ausdnick  ,,Reihen^  ebenso  für  die  Zeilen  wie  für 
die  Colonnen  gebraucht  werden. 


§  100. 

Zerlegung  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeUe  Nr.  120—124.) 
Zieht  man  aus  der  Determinante 

«11  Ö12  «18  .  .  .  «in 
021  Ö22  023  ..  .  <Hn 
Ö31  Ö32  «33  •  •  •  Ö8n 


(1.)        ^  = 


-=  -^(---  l)^OlaC2/?Ö3y  . 


I   önl  Ön2  önS  .  .  .  ö„ 

alle  Glieder  heraus,  die  mit  an  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 
(2.)  -^( —  1)^011  a2/*a3y  . . .  «nv  =  ön  ^(  -  \ya<i^a^y  . . .  a„y , 
WO  sich  die  Summation  auf  alle  Permutationsformen  ß y .  ..v 
der  Zahlen  2  3 ...  n  erstreckt,  während  a  die  zugehörige  Trans- 
positionszahl ist.  Der  Factor  von  ax^  in  Gleichung  (2.)  —  er 
heisse  «h  —  ist  daher 

Kiepert,  Differential-Bechnung.  30 
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(3.) 


«11  = 


«22  023 
082  «83 


1)'"*  Ordnung,   die  aus  J 


er  ist   also  eine  Determinante  (n- 

entsteht,   indem   man    die   erste   Zeile   und   die   erste   Colonne 

fortlässt. 


dnn 


Vertauscht  man   in   J   die   erste   Zeile   mit   der  zweiten, 
so  wird 

I    «21  «22  Ö23  •  •  •  Ö2m 

I  an  «12  «13  .  .  .  «m 

(4.)  I 

^     ^  ,    031  Ö32  Ö88  •  .  .  Ö8n 


=  —J. 


I   Oni  a„2  an8 .  .  .  Onn  I 

Bei  dieser  Determinante  wird  in  gleicher  Weise  wie  vorhin 
der  Factor  von  «21  eine  Determinante  (n  —  \y*^  Ordnung,  welche 
durch  Fortlassen  der  ersten  Zeile  und  ersten  Colonne  aus  der 
vorstehenden  Determinante  hervorgeht;  folglich  ist  der  Factor 
«21  von  021  in  der  ui-sprünglichen  Determinante  J 

012  «13  • .  •  ^m 


(5.) 


«21  = 


Ö32  Ö33  .  •  •  Ö3n 


und  geht  aus  ^  hervor,  indem  man  die  zweite  Zeile  und  die 
erste  Colonne  fortlässt  und  das  Zeichen 

(6.)  —  1  =  (—  1)2+* 

davüi-setzt. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Factor  von  oji,  041,  •• 

allgemein  den  Factor  ayi  von  o/i.    Vertauscht  man  nämlich  die 

f'  Zeile  mit  der  (/— 1)<*~,  dann  mit  der  (/—  2)'*"  und  so 

weiter,  bis  die  Reihenfolge  der  Zeilen  (bezw.  der  ersten  Indices) 

/,  1,  2,  .../-1,/+1,  ...» 
geworden  ist,  so  geht  bei  diesen/—!  Vertauschungen  J  in 
( —  xy-'^J  über,  und  das  Element  a/i  steht  an  erster  Stelle. 
Daraus  folgt,  dass  der  Factor  von  a/i  in  //,  nämlich 
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(7.) 


«/i  --=  (-  1) 


_  iy_i      «/-l,«:  «/-1,8   •  •  •  «/-1,H 


i         öf*2       «nS       •  •  •       <^nn 

aus  J  hervorgeht,  indem  man  die  /'*  Zeile  und  die  erste  Coloime 

fortlässt  und  das  Vorzeichen 

(8.)  (_iy-i  ==(_!)/+! 

hinznfögt 

Vertauscht  man  jetzt  in  J  die  r**  Colonne  mit  der  (r — 1)*"», 
dann  mit  der  (r  —  2)**"  und  so  weiter,  bis  die  Reihenfolge  der 
Colonnen  (bezw.  der  zweiten  Indices) 

r,  1,  2,  ...r  — 1,  r  +  1,  ...» 
geworden  ist,   so  geht  J  in  ( — lY^^J  über;  jetzt  kann  man 
den  Factor  a/r  von  a/r  in  gleicher  Weise  finden,   wie  vorhin 
den  Factor  a/i  von  a/i.    Daraus  folgt  dann,  dass 

«11       ..•     öi,r— 1^  öH,r+l       ...     «m 


(9.)       a^^=(-l). 


I/+'- 


ö/— 1,  t  .  .  .  «V-l,  r-l  «/-l,  r+l  •  •  •  ^/— .1,  » 
«/+!,  1  .  .  .  «/+!,  r-l  Ö/+1,  r+l  .  .  .  »f+1,  n 


«nl    .  .  •    «n,  r— t      «»,  r+l       •  •  •     ^im 

aus  J  entsteht,  indem  man  die  /''  Zeile  und  r**  Colonne  fort- 
lässt und  den  Factor  (—  1)-^+'"  hinzufügt. 

Diese  Factoren  «/»■  beissen  „  Unterdeterminanten  (n  —  IV*^ 
Ordnung  van  J^  und  können  auch  noch  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden.  Durch  ./' —  1  Vertauschungen  können  die 
Zeilen  (bezw\  die  ei-sten  Indices) 

1,  2,  3.../— 1,  /+!,  /+2,...» 
in  die  Reihenfolge 

/+!,  1,  2,  3,.../-l,  f+2,...n 
orebracht  werden.    Durch  weitere  / —  1  Vertauschungen  erhält 
man  die  Reihenfolge 

/+1,  /+2,  1,  2,  .../— 1,  /+3,  ...w. 

80» 
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So  kann  man  fortfahren,  bis  man  durch  (n—f){f —  1) 
Vertauschungen  die  ^cyklische^  Reihenfolge 

/+1,  f+2,.,.n,  1,  2,.../-l 
erhält.   Ebenso  gelangt  man  durch  {n  —  r)  (r — 1)  Vertauschungen 
der  Colonnen   (bezw.   der   zweiten   Indices)   zu   der   cykUschen 
Reihenfolge 

r  +  1,  r  +  2,  . . .  «,  1,  2,  . . .  r  —  1. 

Wegen  dieser  Vertauschungen  ist  afr  mit 

(_  l)(«-/)(/--l)  +  («''')(''-0  =  (    -  l)»(/+0-2«-/(/-l)-»"(r-l) 

zu  multipliciren.  Da  noch  2n,  f(f-^l)  und  r{r — 1)  gerade 
Zahlen  sind,  so  geht  dieser  Factor  in 

( l)nr/+r) 

Über.    Deshalb  wird  das  Vorzeichen  von  a/r 
Dies  giebt 

'   ^/+l,  '■+1  ^/+l,  r+2  •  •  •  Ö/+1,  r— 1    , 
(10.)    a^r  =  l—  l)(«+^)(^+0      ^-^+2'  '•-^^  ''•^+2,  r+2  .  .  .  ö^+2,  r_,       ^ 

Ist  ^  ungerade,  also  7^  +  1  gerade,  SO  sind  daher  alle  diese 
Unterdeterminanten  mit  dem  positiven  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Beachtet  man,  dass  jedes  Glied  der  Deteiminante  ^  ein 
U9id  nur  ein  Element  der  ersten  Colonne  enthält,  so  findet  man, 
dass 

(11.)  ^  =  flu  «11   +  Ö21  «21   +  031031  + h  <^nl<Xnl 

sein  muss;  denn  es  sind  erstens  alle  Glieder  von  J  durch  die 
Summe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  erschöpft, 
weil  jedes  Glied  ein  Element  der  ersten  Colonne  als  Faxjtor 
enthalten  muss,  und  zweitens  kommt  in  dieser  Summe  jedes 
Glied  nur  einmal  vor,  weil  kein  Glied  zwei  Elemente  der  ersten 
Colonne  als  Factoren  enthalten  kann. 

Ebenso  kann  man  die  Determinante  J  nach  den  Elementen 
der  r"«  Colonne  zerlegen  und  erhält 

(12.)  J  =  airttir  +  a2ra2r  +  (hrCC^r  +  •  •  '  +  ««r«'»'". 
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Es  sei  «  =  3,  also 


J  — 


öii  «12  «13 
Ö21  Ö22  ^23   .  ! 
«31  ÖTsa  «83   I 


dann  ist 


«21 


«12  013 


+  031 


«12  Ö13    I 
«22  Ö28    I 


«22  «23 

Ö32  «38   ;  "I    Ö82  Ö88 

oder,  wenn  man  die  cyklische  Anordnung  der  Unterdeterminanten 
benutzt, 


J  =z  «11 


«22  «23 
«82  ^83 


+  «21 


«82  0^33 
«12  «13 


+    «81 


«12  «13 
«22  0^23 


—  «11  («22 «38  -—  «23032)  +  «21(032013 «33012)  +  «31  («12«23 «13 «22). 

Da  sich  J  nicht  ändert,   wenn   man   die  Zeilen  mit  den 
Colonnen  vertauscht,  so  findet  man  in  gleicher  Weise  eine  Zer- 
legung von  J  nach  den  Elementen  einer  beliebigen  Zeüe  und 
zwar  wird 
(13.)  J  =  «/itt/i  +  «/joc/a  +  «/sO/a  + h  a/nCc/n- 

Ordnet  man  z.  B.  für  « =  3  die  Determinante  nach  den 
Elementen  der  zweiten  Zeile,  so  erhält  man 

!  «n  «12  , 


^  =  —«21 

oder  bei  cyklischer  Anordnung 


«12  «18   !  I    «11  «13 

I    +  «22    I 
«82  «38    '  «31  «33 


-^  =  «21 


«32  «38 
«12  «18 


+   «22 


«83  «31 
«13  «11 


«28 


+  «23 


«31  «32 


«31  «82 
«11  «12 


Ist  8  von  r  verschieden,  und  vertauscht  man  in  Grleichung 
(12.)  die  Elemente  «ir,  air^  > .  .^nr  mit  «u,  «2,, . . .  «•«*,  so  erhält 
man 

(14.)  Ji  =  «i,air  +  «i>,«2r  +  «3*a3r  + h  dn^^^nr, 

wo  z/i  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  r''"  Colonne  durch  die  Ele- 
mente der  s^^  Colomie  ei^etzt.  Dadurch  wird  aber  Ji  eine 
Determinante,   in  welcher  die  Elemente   der  r'^  und  der  ä*'»* 
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Colonne  identisch  sind.  Deshalb  wü*d  Ji  nach  Satz  6  in  §  99 
gleich  Null,  und  Gleichung  (14.)  geht  über  in 

(14a.)        «uOfir  +  at,ot2r  +  a3#of8r  H h  an^a^r  ■=  0, 

wenn  r^s  ist. 

Ist  ferner  g  von  /  verschieden ,  und  vertauscht  man  in 
Gleichung  (13.)  die  Elemente  a/i,  o/j,  . . .  ajn  mit  a^i,  ö^^,  . . .  ß;«, 
so  erhält  man 

(15.)         z/o  =  a^iof/i  +  a^a^  +  a^a/3  H h  öi^n«/«, 

wo  -^2  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  /***  Zeile  durch  die  Elemente 
der  g**''  Zeile  ersetzt.  Dadurch  wird  aber  J^  eine  Determinante, 
in  welcher  die  Elemente  der  /*'"  und  der  ^'^  Zeile  identisch 
sind.  Deshalb  wird  ^2  nach  Satz  5  in  §  99  gleich  Null,  und 
Gleichung  (15.)  geht  über  in 

(15a.)        agxajx  +  ag^uj^  +  «^«/s  H h  ^gnOtf^  =  0, 

wenn/2^  ist. 


§  101. 
Anwendung  auf  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  125.) 
Sind  n  lineare  Gleichungen  mit  »  Unbekannten: 

«liari  +  «122:2    H h  CtinXn  =  Ci , 

«21^1  +  022^2    +  •  •  •  +  Otn^n  =  ^2, 


(1.) 


gegeben,  so  findet  man  Xi ,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit 
«11,  die  zweite  Gleichung  mit  ^21,...  die  n'«  Gleichung  mit  t^^i 
multiplicirt  und  alle  Gleichungen  addirt.  Der  Coefficient  von 
xx  T\Trd  dann  nach  Formel  Nr.  121  der  Tabelle  (fiir  r  =  1) 

(2.)  (7ii«,i  +  (721  «21  H h  öniam  =  .y, 

wälirend  der  Coefficient  von  a-,,  wenn  s  von  1  verschieden  ist, 
nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle  (für  r  =  1)  gleich 
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(3.)  auan  +  fl2*«2i  + 1-  ÖH*ani  =  0 

ist.    Man  erhält  daher  bei  der  Addition 

(4.)  -^ .  a-i  =  ciau  +  r2a2i  +  •  •  •  +  Ci»a«i, 

eine  Gleichung,  aus  der  sich  xt  unmittelbar  ergiebt,  wenn  man 

auf  beiden  Seiten  durch  J  dividirt. 

Ebenso  leicht  findet  man  den  Werth  von  Xr,  indem  man 
die  Gleichungen  (1.)  bezw.  mit 

multiplicirt  und  dann  addirt.  Ist  s  von  r  verschieden,  so  wii^d 
bei  der  Addition  der  Coefficient  von  x,  nach  Formel  Nr.  123 
der  Tabelle 

(5.)  t»l.Cf,r  +  (h»(X2r  +  *  '  '  +  C^ntCCnr  =  0  ; 

nur  der  Coefficient  von  Xr  wird  nach  Formel  Nr.  121  der 
Tabelle 

(6.)  öirffir  +  (HrU2r  +  '  "  +  anrOtnr  =  ^, 

folglich  erhält  man  bei  der  Addition 

(7.)  J  ^  Xr  =  C^axr  -\-  C<ia2r  +  '  "  +  rnanr. 

Wenn  man  in  der  Deteiminante 

J  =  air'ctir  +  a2ra2r  +  '  "  +  am-Clnr 

die  Elemente  der  r'*"  Coloime  air,  a^r...  Unr  durch  die  Grossen 
ci,  C2, . . .  cn  ersetzt,  so  erhält  man 

Cx  iXir  +  C2a2r-\ h  CnCCnr', 

deshalb  kann  man  Gleichung  (7.)  auch  schreiben,  wie  folgt: 

a,l  fli2  .  .  .  Oin  I  «11  .  .  .  (i\,r-  i  Ci  Oi^  r+l  ...  «In 

,^_  X        «21  Ö22  .  .  .  <^2n  «21  •  •  .  «2,  r-  I  ^2  ^2,  r+1    •      •  ^2n   \ 

\/a.J  \  *  Xr  —  I  • 

.    Öttlö|i2.  .  .  öntt   .  öni  .  .  .  ö«,  r-1  ^n^n,  r+1  •  •  •  ^nn 

Vm  Xr  selbst  zu  linden,  muss  man  noch  die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (7.)  oder  (7a.)  durch  J  dividiren,  was  nur  unter 
der  Voraussetzung  geschehen  darf,  dass  J  von  Null  verscliieden 
ist.  Was  geschieht,  wenn  J  =  0  ist,  möge  einer  späteren 
Untersuchung  vorbehalten  bleiben. 
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§  102. 

Vereinfachungen  bei  Ausrechnung  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  126—132.) 
Satz  1.     Wenn  alle  Elemente  eine?'  Reihe  bis  auf  eines  a^ 
verschwinden^  so  ist  die  Dete9'minante  gleich  diesem  einen  Elemente 
a/rj  multiplidrt  mit  der  zugehörigen  JJyitei^determinante  (» — 1)*^ 
Ordnung  a/r* 


So  ist  z.  B. 


-4i  0  C\ 

A%  Jj2  C2 

Aq  0  Ca 


=  B. 


A,  C, 

A.C. 


Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  der  Zerlegung  der  Determinante  nach  den  Elementen  'der 
betreffenden  Reihe. 

Satz  2.  Eine  Determinante  kann  auf  den  nächst  Itöheren 
Grad  gebracht  werden^  indem  man  eine  Zeile  U7id  eine  Colontie 
einschiebt,  das  den  beidefi  eingeschobenen  Reihen  gemeinschaft- 
liche Element  gleich  ±  1  setzt  und  di^  übrigen  Elemente  der 
einen  eingeschobenen  Reihe  gleich  0  macht.  Die  übrigen  Elemente 
der  anderen  eingeschobenen  Reihe  sind  ganz  beliebig* 


Es  ist  z.  B. 


(1.) 


öu  012 
«21  Ö22  ' 


Clni  (^n2  .  •  •  <^i) 


1  ^*1  h  . 
Oflii  C12. 
0  «21  «22 . 


.«2» 


wobei  die  Grössen  $1,  $2,  . . .  ?«  noch  ganz  beliebig  sind. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  Anwen- 
dung von  Satz  1.  Stehen  die  beiden  eingeschobenen  Reihen  am 
Rande  der  Determinante,  wie  in  dem  angegebenen  Beispiele,  so 
nennt  man  das  Verfahren  ,,Räfidern  der  Detei-minante^ . 
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Satz  3.  Verschioinden  alle  Elemente  auf  der  einen  Seite 
einer  Diagonale,  so  reducirt  sich  die  Determinante  auf  das  erste 
beste,  auf  das  letzte  Glied. 


Es  ist  z.  B. 


(2.) 


!  A,  B,  Ci  D, 

'    0  B2C2  Di 

I 


=  Ai  jBo  Cz  D4. 


l    0   0    CiD^ 
I    0    0    0  A  ! 
Der  Beweis  folgt   aus   der   wiederholten  Anwendung  von 
Satz  1. 

Satz  4.  Haben  sämmtliche  Elemente  einer  Reihe  einen  ge- 
meinsamen Factor j  so  kann  man  denselben  vor  die  Determinante 
setzen. 

Es  ist  also  z.  B. 

I    öii  .  .  .  maxr  .  .  .  öin    '  ^11  .  .  .  öir  •  .  •  «in 


.3.) 


a2i  •  •  •  ma^r  • 


=  m 


au 


'dir 


«2n 


Ctnx 


manr 


«nl  .  .  .  C'^nr  •  •  .«n 


Der  Beweis  folgt  aus  der  Zerlegung  der  Deteiminante  nach 
den  Elementen  der  betreffenden  Reihe. 

Durch  die  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  in  vielen 
Fällen  eine  Determinante  auf  eine  andere  mit  kleineren  Zahlen 
reduciren.    So  ist  z.  B. 

'  12     9  15  1  i  1     3  1  j 

i  16     7  10     =  3  .  4  .  5    4     7  2;. 
1     8  13  25  i  2  13  5 

Satz  5.  Sind  die  Elemente  einer  Reihe  denen  einer  paral- 
lelen Reihe  proportional,  so  ist  die  Determinante  gleich  Null. 

Es  ist  z.  B. 


=  0. 


Ai  mAi  C\ 

(4.)  A2  mAz  C2     —  m 

Aq  mAs  Cz 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  Satz  4  und  Formel  Nr.  118 
der  Tabelle. 


A\  A\  C\ 
A2  A2  Ci 
Az  Az  Cz 
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Satz  6.  Sind  die  Elemente  einer  Reihe  Aggregate  von 
gleich  viel  Gliedern  y  so  ist  die  Determinante  gleich  der  Summe 
mehreiei*  Determinanten ,  welche  man  aus  der  ursprüngliche*^ 
einhält,  indem  ma?i  die  ei?izelnen  Theilreihen  einsetzt 


(5.) 


Es  ist  z.  B. 

^1  +  Bi,  Ct,  Dl, . 


^«  +  5n,C„,A 


Äi  (7i  A  . . 


+ 


Äi  C,  D, 
Bi  O2  2>2 


Bn  Cn  Dn 


AnCnDn.^ 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Zerlegung  der  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  betreffenden  Reihe. 


Satz  7.  Eine  Determinante  äfidert  sich  nicht  ^  tcenn  man 
zu  den  Elementen  einer  Reihe  ein  beliebiges  Vielfaches  von  den 
Elementen  einer  parallelen  Reihe  addirt. 


(6.) 


Es  ist  also  z.  B. 

öll  Ö12  .  .  .  öln 


«11  +  ^fl^lr,  «12  .  •  .  öl» 
€721  +  ma^r,  Ö22  .  .  .  021» 


i    «Hl  Ön2  •  •  .  <^nn   ,  '   ««l  +  'Wönr,  Ön2  •  •  •  «n» 

Der  Beweis  folgt  aus  der  Verbindung  der  Sätze  5  und  6. 


In  welcher  Weise  die  vorstehenden  Sätze  benutzt  werden 
können,  mögen  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 

1)  Es  ist 


ii^i  — ^2,  yi— y2 

Xi  —  xs,   yi  —  yg 

= 

1  iTi      yt 

0  a:i  —  X2,  yi  —  y2  = 

0  Xi    -  X3,  yi  —  y3 . 

!   1 

=  —1 

—  1 

Xi 

X2 

—  xz 

yi 

—  ys 

—  y? 

1  a:i  yi 

=r_ 

1  X2  y2 

• 

1 
1 

1  ^8  ys 

§  lOB.    Mnlüplication  der  Determinanten. 
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2)  Es  ist 

xi  —  X2,  yi  —  y2,  zi  —  Z2  ' 
Xi  —  xz,  yx  —  ys,  Zx  —  z^  \ 

Xx  —  X^,    yx  —  y4,    Zx  —  Z4,    ! 

= 

1    Xx 

0  a:i- 

0    flTi 

0  Xx 

yi          ^1 
~-^2,  yi  —  yi,  Zi—Z2 
-~xz,  yx—yz,  zx  —  zz 

—  X4,  yx  —  y4,  Zx  —  Z4  \ 

1        xx        yx 

Zx 

1  Xx  yx  Zx 

—  1   —X2  —  y2 

—  22 

l    X2   y2   Z2 

"~     —l—xz—yz 

1  xz  yz  zz 

' 

~  1  —  ar4  —  2/4 

—  ^4 

1  X4  yi  Zi 

§  103. 

Multiplication  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  133.) 


Es  sei 


I  aix  «12 


Ö21  (hz 


i?  = 


Jii  bx2 
^21  ^22 


c  = 


I    Cix  Cx2 


(721  ^22 


(10      ^^ 

wobei 

[  Cii  =  axibxx  +  «12^12,     Ci2  =  Ö11621  +  012J22J 
(2.")  1 

l    ^21  =  «21*11  +  Ö22612J       ^22  =  «21*21   +  «22*22, 

dann  soU  gezeigt  werden,  dass 

(3.)  A.B=-C 

ist.     Es   wird   nämlich  nach   den   Sätzen   der   vorhergehenden 

Paragraphen 

«11*11  +  «12*12,       «11*21  +  «12*22 


c  = 


'   «21*11  +  «22*12,       «21*21  +  «22*2: 

«11*11,  «11*21  I    ,    [  «11*11,  «12*22  I    ,    i  «12*12,  «11*21  |    ,     «12*12,  «12*22 

;  «21*11,  «21*21  i        ,  «21*11,  «22*22  ,        |  «22*12,  «21*21  i         «22*12,  «22*22 


=  *1!*21 


«11  «11 
«21  «21 


+  *ll*l 


'23 


«11  «12 
!«21  «2? 


l«12«ll'  «I2«12j 

+  *12*21  ,^      ^     .+  *12*22  , 

,«22  «21,  !«??  «22, 


Da  nun  aber  die  Determinanten  mit  zwei  identischen  Colonnen 
gleich  Null  sind,  so  wird 
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(4.)       C  =  6,1622  1       ^     +  ^i«*2i  I       ^ 
aji  a22.  Ö22  021 


;Ö21Ö22 


(611622  —  613Ä21) 


=  A.B. 


Es  ist 
6, 


Beispiel. 


6  ' 


c,~    d 


id, 


ac  +  6c?,  ad  —  bc 
hc--  ad^  bd  -{-  ac  \ 


(5.) 

oder 

(5a.)  (a2  +  62)  (c2  +  rf2)  =  (ac  +  6rf)2  +  (arf  -     6c)2. 

Dies  giebt  den  Satz:  MuUipKcirt  man  die  Summe  zweier 
Quadrate  toieder  mit  der  Summe  zweier  Quadrate,  so  lässt  sich 
das  Product  gleichfalls  als  die  Summe  zweier  Quadrate  darstellen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin  Determinanten  2^^  Ordnune 
mit  einander  multiplicirt  worden  sind,  kann  man  auch  Deteraii- 
nanten  w^""  Ordnung  mit  einander  multipliciren.    Es  sei  jetzt 


(6.)      A  =  \ 


öii  012  ..  -  «in 
Ö21  Ö22  .  .  .  Cfai 


,B=^ 


|6ii  612 

621  622  • 

I.     .     . 


.  6in 
62« 


,   C= 


Ci,  C12  . 

C21  C22  .  . 


.^1« 


öniÖrt2  •  .  «ön«! 


|6nl6. 


nl  f^n2  ' 


\CnlCni^ 


wobei 

(7.)  Cfr  =  ö/i6ri  +  a/2  6r2  H +  i^/hbm 

sein  möge.    Der  Kürze  wegen  soll  Gleichung  (7.)  in  der  Form 
(7a.)  Cß.  =  ^^afabra^  oder  cjr  =  :^^af^br^^  •  - .  oder  c/r  =  ^*a/,6„ 
geschrieben  werden,  wobei  die  Summationsbuchstaben  a,  ß,,..r 
die  Wei-the  1  bis  »  dm*chlaufen.    Dadurch  erhält  man 
[  2«aitt6ia,  -i^ai/i6j|j, . . .  3aiy6„y 

I    -«ana6ia,    2:[ianßb2[i,  .  .  .  ^^Unvbnr    , 

oder,  wenn  man  die  Determinante  nach  den  Theücolonnen  zerlegt, 

I  «la6ia,   aij*62j^, . . .  aiybnv  ! 
(9.)  C  =  ^ci^ii    ,  .  V,  ,  «aa^iaj    "2/962/9, . . .  a2v6„v  j  ^ 


.   öno6itt;    (in{ib2[i,  > 


a«y  *nv 
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wobei  a,  ß^  . .,  y  alle  Werthe  von  1  bis  n  durchlaufen,  so  dass 
die  Summe  im  Ganzen  w"  Glieder  enthält.  Die  Gleichung  (9.) 
kann  jetzt  aber  auch  in  der  Form 

(9a.j        t  =  2Öia02ii  .  .  .  Onr  ^  ' 

geschrieben  werden,  wobei  das  Summenzeichen  verlaugt,  dass 
a,  ß,  , .  ,y  einzeln  alle  Weilhe  von  1  bis  n  annehmen.  Man 
tlai'f  sich  aber  darauf  beschränken ,  dass  «,  ß,  .  -  ^^  lauter  ver- 
schiedene Werthe  haben,  weil  in  Gleichung  (9a.)  die  Determi- 
nante der  a  verschwindet,  sobald  von  den  Indices  u,  ß,,..i'  zwei 
einander  gleich  sind.  Man  braucht  daher  in  Gleichung  (9  a.) 
die  Summation  nur  über  die  «!  Permutationsformen  aß , .  .y  der 
Zahlen  12...»  zu  erstrecken.  Nun  ist  aber,  wenn  aß  ,.  .v  eine 
Permutiationsfonn  der  Zahlen  12...»  ist, 

j  öiff ai^j . . .  «ly   '  '  «ti  «i-i . . .  öm  I 

flO.)  ^^"^'^  "  "  "^^       =  (—1)^  j    ^-'^'"  •  •  •  «2«    ,  ^  (—1)^^, 

wobei 

/a  ß ...v\ 

Vi  2  ... w/ 
ist,  folglich  geht  Gleichung  (9a,)  über  in 
(11.)  C=A.  2'(—  lyb.a  h^  ..bny  =  A.B. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Zwei  Determinanten  »'*'"  Ordtiung  tccräe?i  mit  ei/ta?ider  mulfi- 
plicirt.  indem  man  die  Elemente  der  /^^*  Zeile  der  ersten  De- 
terminante mit  den  gleichstelligen  Ele7ne?iten  der  7''*"  Zeile  de?' 
ziceiten  Determinante  multiplicirt  ^  diese  n  Producte  addirt  und 
aus  den  so  erhaltenen  7i^  Summen  eine  neue  Determinante  hildet. 

Da  man  in  jeder  der  beiden  Determinanten  A  und  B  die 
Zeilen  mit  den  Colonnen  vertauschen  darf,  so  kann  cjr  auch  die 
folgenden  Werthe  erhalten: 
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(13.)  Ofr  =  a/i*lr  +   a/5i2r  H V  <ijJ>^, 

oder 

(14.)  Oft  =  ayjhrx  +  a^irt  H V  (^n/hm , 

oder 

(15.)  Cfr  =  C^^Äir  +  ÖV*2r  +  •  •  •  +  <f»ifinr- 


§  104. 

Homogene,  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten. 

Sind  »  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
a2iXi  +  üiiXi  +  •  •  •  +  (HH^n=  Ci, 


(1.) 


gegeben,  so  wii'd  nach  Formel  Nr.  125  der  TabeUe 

(2.)  ^  .  aV  =  C,  a,r  +  C2a2r  H h  CnCtnr. 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  ci,  C2,  ...Cn  immer  kleiner 
werden  und  schliesslich  ganz  verschwinden,  so  erhält  man  die 
Gleichungen 

'  aiiÄTi  +  ax%xt  + h  aiHiTn  =  0, 

a^iXx  +  022^:2  + h  (HnXn  =  0, 


(3.) 


öniari  +  ön«a:2  H +  Onn^n  =  0. 

Diese   linearen   Gleichungen    heissen    homogen.     Aus    den 
Gleichungen  (3.)  findet  man  in  diesem  Falle 
(4.)  ^  .  :rr  =  0     für    r  =  1,  2,  3,  . . .  ». 

Wenn  man  nun  weiss,  dass  die  Gleichungen  (3.)  auch  für 
solche  Werthe  von  a:i,  2:2,  . . .  Xn  gelten,  die  nicht  sämmlich  gleich 
Null  sind,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (4.),  dass 

-^==0 
sein  muss.    Dies  giebt  den  Satz: 
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Wenn  n  Unearey  homogene  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
für  Werthe  der  Unbekannten,  die  nicht  sämmtlich  gleich  0  sind, 
gleichzeitig  bestehen^  so  muss  die  Determinante  J  der  Coefßcienten 
gleich  0  sein. 


§  105. 

Anwendungen  auf  einzelne  Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
drei  Gerade  yi ,  ^2 ,  gz  durch  einen  Punkt  gehen. 

AuflSsung.    Man  kann  die  Gleichungen 
(1.)     ^,a:+Äiy+Ci  =  0,  A^+B^y+C2  =  (),  A^fc+B^y+Cz^O 
der  drei  Geraden  ^1,  ^2,  g^  homogen  machen,  indem  man 

(2.)  x=      j     y  = 

einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  xz  multiplicirt.    Dadurch 
gehen  die  drei  Gleichungen  (1.)  über  in 

IAiXi  +  BiX2  +  Cia:3  =  0, 
^22^1  +  ^23:2  +  C2XQ  =  0 , 
-432^1  +  B3^2  +   CzXs  =  0  . 

Dabei  darf  man  noch  für  x^  jeden  beliebigen  Werth  setzen. 
Lst  z.  B.  xz  =  1,  so  wird 

xi  =  X,  X2  =  y. 

Da  also  die  drei  linearen,  homogenen  Gleichungen  (3.) 
gleichzeitig  gelten  sollen  für  Werthe  von  x^^  X2,  xz^  die  nicht 
aUe  drei  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Coeffl- 
cienten  verschwinden.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  drei 
Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

!  Ax  Bi  C\ 
(4.)  I  ^2^2  Ca  I  =0. 

Az  B^  Cs  1 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Ebenen  €i,  €2,  «3,  «4  durch  einen  Punkt  gehen. 


(5.) 
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Auflösung.    Man  kann  die  Gleichungen 

Axx  +  B,y^-  Ci^  +  Z>i  =  0, 
A^x  +  JBoy  +  C^z  +  A  =  0, 
A^  +  Bzy  +  Csz  +  I)s=--Ö, 
l  Aa  +  B^y  +  Cir  +  7)4  =  0 
der  vier  Ebenen  «t,  «2,  «3,  «4  homogen  machen,  indem  man 

einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  x^  multiplicirt.    Dadurch 
gehen  die  Gleichungen  (5.)  über  in 

A^Xy^  +  B^Xi  +  C^Zz  +  DxX^  —  0, 
^23^1   4-  ^22*2  +   ClXz  +  l>2iC4  =  0, 

A^xx  +  B^X2  +  CzXz  +  D^A  =  0, 

^4^1  +  ^43^2  +  CaXz  +  Z>4^4  =  0. 

Da  diese  linearen,  homogenen  Gleichungen  gleichzeitig  gelten 
sollen  für  Werthe  der  Unbekannten  ari,  x^,  xzj  x^,  die  nicht  alle 
vier  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Coefficienten 
verschwinden.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  vier  Ebenen  durch 
einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

I  ^1 B,  Ci  A  ; 

I    Ao  B2  C2  /^2 


(7.) 


(8.) 


Az  Bz  C3  Dz 


i^o. 

I 


I    ^4  ^4  C4  A 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
drei  Punkte  Pi,  P2,  Ps  in  einer  Geraden  g  liegen. 

Auflösung.    Hat  die  Gerade  g  eine  Gleichung 

(9.)  Ax^  By+C=Q, 

so  liegen  die  drei  Punkte  Pi,  P2,  P3  auf  dieser  Geraden,  wenn 

Ax,  -h  By,+  (7=0, 
(10.)  .  Axo  +  B7/2  +  C=0, 

Axz+  By,+  C=0 
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ist.  Hierbei  sind  a-t,  yi ;  xt,  y^ :  xzy  ys  die  gegebenen  Coordinaten 
der  Punkte  Pi,  P2,  Pa»  während  die  drei  Grössen  A^  B,  U  noch 
uul)ekannt  sind.  Man  hat  also  drei  lineare,  homogene  Glei- 
chungen mit  den  drei  Unbekannten  A,  B,  C.  Da  diese  Unbe- 
kannten nicht  alle  drei  gleich  Kall  sein  dürfen,  so  können  die 
l-^leichungen  (10.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten,  wenn  die  Deter- 
minante der  Coefficienten  verschwindet.  Die  Bedingung,  miter 
welcher  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  ist  daher 

.ll.j  I  ^2  !/'2  1  I  =0. 

I   ^3  i/3    1    I 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Punkte  Pi,  P2,  P3,  P4  des  Raumes  in  einer  Ebene  e  liegen. 

Auflosung.    Hat  die  Ebene  a  die  Gleichung 
1I2.)  Ax-]-  By  +  Cz+  n  =  0, 

so  hegen  die  vier  Punkte  Pi,  Py,  P3,  P»  in  dieser  Ebene,  wenn 

Ax,  +  By,  +  Czt  +  D  =  0, 

Ax2  +  By2  +  Cz2  +  I)  =  0, 

Ax3  +  Bys  +  Czi  -f  Z>  =  0, 

Ax4,  -*-  By^  +  C'Z4  -f  />  =  0 
ist.  Hierbei  sind  xi,  yi,  zi ;  X2,  yt,  «2 ;  xz,  ys, «»;  ^4,  yi,  -4  die  gege- 
Imim  Coordinaten  der  Punkte  Pi,  P2,  P3,  P4,  während  die  vier 
(jrössen  A,  B,  C,  D  noch  unbekannt  sind.  Man  hat  also  vier 
lineare,  homogene  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  A,  B,C,  D. 
I>a  diese  Unbekannten  nicht  alle  vier  gleich  Null  sein  dürfen, 
so  können  die  Gleichungen  (13.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten, 
wenn  die  Determinante  der  Coefficienten  verschwindet.  Die  Be- 
dingung, unter  welcher  die  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen, 
ist  daher 

I  ^1  yi  *i  1  I 

I   ^2  ^2  2^2   1 

!  ^3  ys  ^3 1  I 

X4,  fji  Zx  \     . 
Kiepert,  Differential-Rechniing.  31 


(13.) 


(19.)  j 
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Aufgabe  5.  Man  soll  den  Kreis  bestimmen,  der  duix^li  di-ei 
gegebene  Punkte  Pi,  Po,  P3  hindurchgeht. 

Auflösung.    Hat  der  gesuchte  Kreis  die  Gleichung 
(15.)  {x  —  $)*  +  (y  —  fjf  —  g^  =  0, 

so  geht  er  durch  die  drei  gegebenen  Punkte,  wenn 
(16.)         x,^ '  -  2'^x,  +  §2  +  y,2  _  2^yi  +  f  —  gf  =  0^ 
(17.)         Xi"  -  2$>2  +  $2  +  y2'  -  2r^y2  +  f  —  q^^Q^ 
(18.)         xs'  —  2§a:3  +  5^  +  y^^  -  2^^«  +  ^  —  ^2  =  0 
ist.    Diese  drei  Gleichungen  mit  den  drei  l  nbekannten  §,  fj  und 
Q  sind  nicht  linear.    Zieht  man  aber  die  Gleichungen  (17.)  und 
(18.)  von  Gleichung  (16.)  ab,  so  erhält  man  zwei  lineare  Glei- 
chungen 

2(5-1  ■  -  x.  ig  +  2(yi  —  ^2)'/  =  Xx^  —  X2^  +  yi^  —  y,«, 
2(a:i  -     .Tg)?  +  2(yi  —  yz)fj  =  o-i^  —  xz^  +  yt"  —  ya^ 

mit  den  beiden  Unbekannten  |  und  fj.    Indem  man  noch  der 
Kürze  wegen 

(20.)        x,^  +  yi^  =  r,\     x^' +  y2^  =- r^^     ^s' +  ys' =  ra^ 

setzt,  findet  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (19.) 

Xi  —  xo,yi  —  y2       .         ,  n*  —  ra*,  y\  —  yt  '' 

(21.)         2  ^  5'  =  I  ^  2         2 

^     ^  a:,  -  -  a-3,  yi  -  ya  |  n^  —  u^,  yi  — ys  1 

I  ^i  ---  ^2,  yi  —  ya  ,  \  Xi  —  Xi,  Ti^  —  ra^ 

(22.)         2  ;  •  ly  =  I  «         9    • 

Die  Determinanten,  w^elche  iüer  auftreten,  kann  man,  wie 
schon  in  §  102,  Seite  474  gezeigt  wurde,  umfonnen  und  erhält 
dadui^ch 

!  1  Vi^  yi  I 
(21a.)  2  1  1  2:2  y.2  !  •  I  =  ;  1  ^2^  y2  i » 

\  1  H^  yz  i 
1  xi  rC^ 
(22a. )  2  i  1  ä:.2  y2  !  •  ^y  =  '  1  a-2  raM  • 

1  ^3  y*3^  1 


1    ■*■ 

Xi 

yi  1 

1  1 

Xl 

y-2  ! 

1 

xz  ys  j 

^1 

yi  ' 

1 

Xl 

y2  ! 

1   1 

xz 

y3  , 
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Wird 

l  xi  t/i  i  3:1  yi  1 

1  3:2  ya  I  =  I  iCa  ya  1  ^0, 
i  1  xs  yz  \  ^3  ya  1 
so  werden  |  und  rj  unendlich  gross,  d.  li.  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  rückt  in's  Unendliche,  und  die  drei  Punkte  Pi,  P2,  Pz 
he;^en  in  gerader  Linie,  wie  schon  in  Aufgabe  3  gezeigt  wurde. 
Der  Weith  von  q^  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (16.),  (17.) 
oder  il8.),  indem  man  die  gefundenen  Weilhe  von  5  und  tj 
einsetzt. 

Aufgabe  6.    Man   soll  die  Kugellläche  bestimmen,   welche 
durch  vier  gegebene  Punkte  Pi,  F2,  Fz,  P4  hindurchgeht. 

Auflösung.    Hat  die  Kugelfläche  die  Gleichung 
(23.)  {x  -  ^y  +  (y  -  fjy  +  (^  -  0'  —  ?'  =  0, 

so  findet  man  die  Werthe  von  ?,  ^,  C  in  ähnlicher  Weise  wie 
bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Werthe  von  5  und  17,  und 
zwar  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


(24.) 

+  yr  +  ^1'  =  r, 
+  yz^  +  z^'  -  ; : 

2 

> 

:r22 
:r4^ 

+  y2*  +  Z2^  -- 
+  y4^  +  z^  = 

=  r2\ 
=  r4« 

setzt. 

1  xx  yi  zi 

1   1   ri«  y,   z. 

(25.) 

2 

1  X2  yi  Zi 
1  xz  yz  Zz 
1  xa  yi.  -4 

•1 

= 

'  1   ^2^  y2  z% 

1    1    ^3*^    yz    Zz 
\   1   ^4^   y4  ^4 

1  x^  yi  2:1 

!  1  xy^  r(^  z^ 

(26.) 

2 

1    X2    y2    Z2 

1  xz  yz  Zz 

•ri 

= 

,    l    X2    ?-2"    Z2 
1    1    ^3    ^'3'    -3 

J 

1  a-4  y4  2:4 

1   X4,  U^  Z4 

1  x^  yi  ri 

1  Xi  yi  ri2  1 

(27.) 

2 

1  X2  yi  zi 
1  a-3  yz  Zz 

•c 

= 

1    X2    y2    ^2*  ' 

1  Xz  yz  Tz^  \ 

1    ^4    y4    ^4 

1    Xi   y4    ^4^ 

31» 
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=  0, 


Wird 

'  ^  ^i  t/i  ^i  \  I  ^1  yi  zi  1 

\    1    X2    y^   Z2    \  \   X2    y2    Z2    1 

1   ^3  ys  «3      ~"         ,  ars  ^3  ^3   1   , 
1    Xa  yA  Zi  I  Xa  yA  Zi    1 

so  werdeu  S,  l,  Z  unendlich  gross,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der 
Kugel  rückt  in's  Unendliche,  und  die  vier  Punkte  Pu  Pj,  A  A 
liegen,  wie  schon  in  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  in  einer  Ebene. 
Den  Werth  von  q  findet  man  schliesslich  aus  der  Gleichnng 
(28.)  (x,  --  5)2  +  (yt  -  VY  +  (^1  -  ty  =  Q'- 


Zweiter  Theil. 

Fanetioneo  von  mehrereo  onabhängigen  Veränderlich«D. 

XIII.  Abschnitt. 

DUferentiation  der  Functionen  von  mehreren 
Yon  einander  unabhängigen  Teränderlichen. 

§  106. 

Differentiation  einer  Function 
von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Fonnel-Tabel]e  Nr.  134.) 

In  derselben  Weise,  wie  in  §  1  (Seite  7)  Functionen  von 
einer  Veränderlichen  erklärt  wurden,  kann  man,  wie  es  Seite  20 
bereits  geschehen  ist,  auch  Functionen  von  zwei  (oder  mehr) 
Veränderlichen  erklären. 

Demnach  heisst  eine  c  er  ander  liehe  Grösse  z  eine  Function 
der  beiden  Veränderlichen  x  und  y  für  ai  <  ä;  <  02 ,  Ji  <  y  <  4-2, 
^renn  jedem  Wei^hsysteme  x^  y  in  den  angegebenen  Intervallen 
ein  oder  mehrere  Werthe  von  z  nach  einem  bestimmten  Gesetze 
:^ugeordnet  sind. 

Hier  möge  nui*  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo 
dieses  Gesetz  durch  eine  Gleichung  zwischen  a-,  y,  z  gegeben  ist. 

Besteht  nämlich  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  a:, 
y,  z  eine  Gleichung,  so  wird  man  zweien  von  ihnen,  z.  B.  x  und 
y,  behebige  Werthe  beilegen  können;  dadurch  wird  dann  z  die 
Wurzel  einer  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten ,  so  dass  z 
nur  noch  eine  Anzahl  ganz  bestimmter  Werthe  haben  darf. 
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Bei  dieser  Anschauungsweise  sind  also  z  und  y  die  umh- 
hängigen  Veränderlichen,  während  z  eine  von  x  und  y  abhängige 
Veränderliche  oder  eine  Function  von  x  und  y  ist. 

Man  kann  sich  die  Gleichung  zwischen  a:,  y  und  z  deshalb 
auf  die  Form 

(1.)  ^  =/(^,  y) 

gebracht  denken  und  erkennt,  dass  Veränderungen  von  ::  auf 
dreifache  Art  hervorgerufen  werden  können,  nämlich 
1)  indem  sich  x  allein  ändert, 

3)      „        „    X  und  y  gleichzeitig  ändern. 

Den  Unterschied  zwischen  diesen  drei  Fällen  kann  man  sich 
am  leichtesten  durch  die  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (l.i 
als  Gleichung  einer  Fläche  im  Eaume  klar  machen.  Bleibt  y  con- 
stant,  so  liegen  die  Flächenpunkte  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  alle 
in  einer  Ebene,  welche  zur  ZX-Ebene  parallel  ist  und  die  Fläche 
in  einer  Curve  schneidet.  Auf  dieser  Curve  kann  daher  der 
Flächenpunkt  P  nur  fortschreiten,  wenn  x  als  die  einzige  Ver- 
änderliche und  y  als  Constante  betrachtet  wird. 

Ebenso  kann  der  Flächenpunkt  P  nur  auf  einer  Curve  fort- 
schreiten, welche  in  einer  zur  YZ-Ebene  parallelen  Ebene  liegt, 
wenn  man  y  als  einzige  Veränderliche  und  x  als  Constante  be- 
trachtet. 

Sind,  aber  x  und  y  beide  veränderlich,  so  kann  der  Flächen- 
punkt auf  der  Fläche  nach  allen  beliebigen  Richtungen  fort- 
schreiten. 

Betrachtet  man  zunächst  den  ersten  Fall,  wo  nur  x  als 
veränderlich  und  y  als  constant  angesehen  wird ,  so  kann  man  z 
wie  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x  behandeln  und 
auch  ebenso  differentüren.  Man  bezeichnet  dann  aber,  wie  schon  in 
§  69,  Seite  316  hervorgehoben  wurde,  den  Differential-Quotienten 

nicht  mit  -y-  j  sondern  mit  3^  ?  so  dass  man  erhält 
ax  äx 

(2.)  ?^  ==  Um  ^  +  ^^.  y)  —f{^,  y) . 

ÖX        jx^o  ^X 
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In  dem  zweiten  Falle,  wo  nur  y  als  veränderlich  und  x  als 
consiant  angesehen  wird,  findet  man  in  derselben  Weise 

(3.)  t  =  limÄ.^^  +  "'2/)_zr/f^,  2/) . 

Ol/     jy^o  ^y 

Diese  Grössen  werden  die  „partiellen  Ableitungen  von  z  nach 
X  und  nach  y"  genannt. 

Dem  entsprechend  nennt  man  die  Aenderung,  welche  z 
dadm-ch  erleidet,  dass  sich  nur  x  um  die  Grösse  ^ix  ändert,  die 
y^partieüe  Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  x^  und  bezeichnet  sie 
mit  J:iz.    Es  ist  also 

a)  z  +  J,z=^f{x-^Jx,y), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 

,5.)  J.Z  =/(.  +^.,  y)  -fix,  y)  =fi^+^^^y)~fi^^yl  j,. 

Ebenso  nennt  man  die  Aenderung,  welche  z  dadurch  erleidet, 
dass  sich  nm-  y  um  die  Grösse  Jy  ändert,    die  „partielle  Zu- 
nahme vo?i  z  in  Bezug  auf  ?/"  und  bezeichnet  sie  mit  JyZ.    Es 
ist  also 
(6.)  z  +  JyZ=f{x,y  +  Jy), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahii-t, 

( 7.)  J^  =/(.,  y  +  Jy)  -/(.,  y)  =  /(?'-^-±^>l(-'  V)  Jy. 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  Jx  und  Jy  unendlich  klein 
werden,  indem  man  sie  durch  ihre  Difterentiale  dx  und  dy 
einsetzt,  so  werden  auch  die  entspreclienden  Aenderungen  von  z, 
nändich  J»^  und  JyZ^  unendlich  klein  und  heissen  dann  die 
,,pa7iiellen  Differe}diale  dxZ  und  dyZ  von  2".  Dabei  folgt  aus 
den  Gleichungen  (5.)  und  (7.) 

(8.)  d.z  =  lin/(^-+  ^^) -^■^^'  ^)  Ja.  =  %  d., 

^  JX=0  JX  OX  ^ 

19.)  dyZ  =  hm        -^ f--  ^^  Jy  =     ^  dy. 

jy^o  ^'y  Gy 

In  dem  dritten  Falle  dagegen,  wo  sich  x  um  Jx  und  gleich- 
zeitig ymaJy  ändert,  nennt  man  die  entsprechende  Aenderung 
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von  z  die  y^oUständige   oder  totale  Zunahme  von  «"   und  be- 
zeichnet sie  mit  Jz,    Es  wird  also 
(10.)  z-^Jz  =f{x  +  ^.r,  y  +  Jy\ 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 
(11.)  Jz  ^f{x  +  Jx,y  +  Jy)  -^f{x, y), 

wobei  Jx  und  Jy  von  einander  unabhängige  G-rössen  sind.    Die 
hier  folgenden  Schlüsse  gelten  jedoch'  auch  dann  noch,  wenn 
man  diese  Voraussetzung  nicht  macht,  wenn  also  x  und  y  und 
deshalb  auch  Jx  und  Jy  von  einander  abhängig  sind. 
Gleichung  (11.)  kann  man  auf  die  Form 

Jz  =f{x  +  Jx,y  +  Jy)  —fix,  y  +  Jy) 
+f{x,y  +  Jy)-f{x,y) 

bringen.    Dies  giebt ,  wenn  man  y  +  Jy  der  Kürze  wegen  niit 
yi  bezeichnet, 

(12.)  Jz  ^f(x  +  Jx,  y,)  -f(x,  yO  +f{x,  y  +  Jy)  ^f(x,  y) 
^f(x  +  Jx,  yi)  —fix,  yi)  ^^   .fix,y+Jy)—fix,y) 
Jx  Jy 

Lässt  man  jetzt  wieder  Jx  und  Jy  unendlich  klein  werden, 
so  wird  auch  Jz  unendlich  klein  und  geht  in  das  vollständige 
oder  totale  Differential  von  z  über,  welches  man  mit  dz  bezeichnet. 
Da  nun 

lim  -f^^  ■*"  ^^>  y^^  — /(^r  yi)  ^  ^/(^>  yi)  ^ 

jx^o  Jx  dx 

jy=o  Jy  dy 

und  limyi  =  y  wii'd,  so  geht  die  Gleichung  (12.)  über  in 

oder 

(14.)  dz  =  £dx+-^Uy. 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Differentiale , 
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Deraelbe  Satz  ist  auch  in  §  69,   Gleichung  (16a.)  ausge- 
sprochen; damals  handelte  es  sich  aber  um  eine  Function 

y  =/(«<,  ^) 
von  zwei  veränderlichen  Grössen  u  und  t?,  die  nicht  von  einander 
unabhängig^  sondern   beide  \vieder  Functionen  von   einer  Ver- 
änderlichen X  waren. 


§  107. 

Aufgaben. 
Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  ^-  ?   -^-  und  dz  er- 
mitteln für 

(1.)  z  =  a^K 

Auflosung.  Die  partielle  Ableitung  nach  x  bildet  man,  indem 
man  x  als  veränderlich  mid  y  als  comtant  betrachtet;  und  die 
partielle  Ableitung  nach  y  bildet  man,  indem  man  y  als  veränder- 
lich und  X  als  constant  betrachtet.    Deshalb  ist 

(3.)  dz=  ~dx+  ^-dy^  Zx^y^dx  -{-  2ix?ydy . 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Werthe  von  ^^  ?  "  und  dz  er- 
mitteln für 

(4.)  z  =  y^^x. 

Auflösung.  Hier  findet  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

^^'^  dx  ^  y  ^^^'  dy  ^  ^y^"^^' 

(6.)  dz  =  y^omxdx  -f  2ysina:rfy. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Werthe  von  -^-  >    ^-  und  dz  er- 
mitteln für 
(7.)  ^  =  y^  +  4ar*y  +  22:^, 
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Auflösung. 

(8.^  .;  =  8a^  +  Qx\      ^^  =  Zf  +  ^\ 

(9.)  </«  =  (83-y  +  6.r*)(/a;  +  (3y«  +  42:*)rfy. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Werthe  von  ^    >    .     und  dz  er- 

mittein  für 

(10.)  z  =  ßyarcsina:  +  x- .  ly. 

Auflösung. 

dz             e^  dz  ,  s^ 

(11.)       5-  = =^  +  2:r.lv,         ^- =  ^yarcsma:  H — > 

(12.)        rfjr  =  f-/-^  -      +  2a; .  ly  )  c?a;  +  (  ßJ^arc  sina;  +  ^W 

\yi — a:-  /        V  y/ 


§  108. 

Differentiation  der  Functionen  von  melireren  von 
einander  unabliängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  135  und  136.) 

Das  in  §  106  angedeutete  Verfaliren  lässt  sich  ohne  Weiteres 
auf  Functionen   von   drei   oder  von  mehr  von  einander  unab- 
hängigen Veränderlichen  übertragen.    Ist  z.  B.  z  eine  Function 
von  drei  Veränderlichen  «,  «,  ^^?,  ist  also 
(1.)  z^f{u,v,w\ 

so  kann  man  zunächst  die  partiellen  Ableitungen  bilden,  indem 
man  setzt 


^-  =  lim  /<^"  +  ^^^>  ^»  ^^-^  — /(^>  ^>  ^0 
U)  -^  =  lim  •^-*^"'  *''-  "^  ■^— -^  ~  Ä  *'_^^ . 


(2.) 
(3.) 
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Aus  den  drei  partiellen  Zunahmen  von  z,  nämlich  aus 

(5.)  I  z/,2  =/(w,  t?  +  ^r,  M?)  — /(w,  ü,  ttj), 

erhält  man  sodann,  indem  man  Ju^  Jv^  Jw  durch  die  Differentiale 
(/w,  rfe?,  (/?r  ersetzt,  die  drei  partiellen  Differentiale  von  2,  nämlich 

(6. 1  Ö,|C  ==   ,;    «'^j      ÖpZ  =  ^  <fp,     ö„,r  =  -.r-  (fir. 

Ist  endlich  Jz  die  Aenderung  von  z^  wenn  sich  gleichzeitig 
u  um  ^/m,  t?  um  -^t?,  «7  um  //e^  ändern,  ist  also 

z  -^^  Jz  =^f{u  +  Ju,  V  +  Jv,  w  +  ^tv)j 
so  wird 

(7.)  JZ  =f(u  +  ^Z^,  t?  +  JV,  W  +  ^16")  — f(u,  V,  w), 

oder 

(7a.)     Jz  r=:f(u+Ju,  v+Jv,  ic+Jw)  -    f{u,  v+Jv,  tc+Jw) 

+/(w,  «?  +  ^i',  «^'  +  ^2^0  — /(w,  ü,  WJ  +  Jtc) 

+f{u,  v^  tv  +  Jtc)  -~f(u,  c,  w). 
Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  v  +  Jo  mit  ^i  und  w  +  Jw 
mit  tri ,  so  kann  man  diese  Gleichung  auf  die  Form 

Ju 

+ "    ■    ^         ~  —  Jo 

Je 

Mit- 
bringen.   Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Ju^  Jo 
und  Jw  durch  die  entsprechenden  Differentiale  Ww,  dc^  dw  ersetzt, 
so  wird 

limui  =  t?,    lirntt/'i  =  Wj 

imd  Jz  geht  über  in  das  vollständige  (oder  ^o^a/^)  Differential 
von  z,  nämlich  in 

,8.)    Ä  =  M!^v?£)  rf«  +  5/1«.  ^'-«')  ^,  +  Mj.5'  -)  dw, 

^  öw  do  dw  ' 

oder 
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(8a.) 


dz        ,  dz  ,     ,   dz  , 
dz  =  V  du  +  ^    de  +  r^-  <i^f^* 
du  de  dw 


Auch  hier  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partitlUn 
Differentiale, 


Es  sei 

Beispiel. 

(9.) 

z  =  t/^etsinw  +  e'"  Au 

dann  wii'd 

\  dz         ,                 e^ 
du                          u 

(10.) 

^  =  2vwsmu, 

-3—  =  c^sinu  +  ^^  Au. 

also 

(11.)  dz  =  (v^wcosu+      \du  +  2owsmudv  +  (c^sijlu  +  ^Au)dtr, 

In  derselben  Weise  kann  man 

(12.)  Z  =fiUi,  W2,  .  .  .  «^) 

nach  jeder  der  n  Veränderlichen  einzehi  differentiiren,  indem  man 
die  anderen  Veränderlichen  als  constant  betrachtet.  So  erhalt 
man  die  partiellen  Ableitungen.  Multiplichi,  man  dann  noch 
mit  dem  Differential  der  betreffenden  Veränderlichen,  so  siiul 
die  Producte  die  partiellen  Differentiale  von  «,  nämlich 


•^«•^^dJ/«"- 


(13.)    ö„.c  =  ^l^  r/«, ,  d.^  =  ^^^  du,. 

Das  vollständige   {oder  totale)  Differefdial  ist  dann  tcieder 
gleich  de?'  Sum7ne  der  partiellen  Diß'erentiale^  also 


( 14.)  dz  =  ^     dui  +  -1  ~  dui  + 

'  Olli  OU2 


Dabei  ist  zunächst  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  » 
Veränderlichen  «i,  wo, . . .  w»  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Formel  (14.)  lässt  sich  aber  auch 
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lei«ht    auf  den   Fall   übertragen,   wo   «i,  «2, .  • . '^n.  sämmtlich 
Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  sind. 

In  diesem  Falle  sind  jedoch,  wie  für  «  =  2  schon  in  §  69 
?ezeitJ:t  wurde,  die  Difterentiale  du^^  du^,,,,da^  nicht  mehr 
von  einander  unabhänpiofe  Grössen;  es  folgt  vielmehr  aus  den 
<Tlrichungen 

Il5.)  Wi  =  yi(<),      I/o  =  9*2W>  . . .  «n  =  ^nÜ), 

da<s 

(lt)J        rfwi  =  (ri'(f)df,     du2  =-  ffiitjdf,  .  .  .  f/f/„  =  (fn{t)dt 

^ivd.    Deshalb  dnrf  mau  in  diesem  Falle  die  beiden  Seiten  der 
Nieichung  (14.)  durch  dt  dividiren  und  erhält  auf  diese  Weise 
dz  _^  Gz  dux        dz  du 2  \     ^^  ^"» 

dt~'  öui  dt        Öti2  dt  dun  dt 

Die  Formel  (14.)  bleibt  sogar  noch  richtig,  wenn  «i, 
'/..  . . .  w«  wiederum  Functionen  von  m  Veränderlichen  /i,  /s,  . . .  tm 
>::;'!.  wenn  also 

ux  =  (fx{t\,  ti,. .  .tm), 

U2    ■■=--  (fi{tl,  ^2,  ...^m), 


ilS.l 


Setzt  man  nämlich  diese  Weithe  in  die  Gleichung  (12.)  ein, 
so  wird 

.19.)  Z=^l\fx,t2,  ...t„) 

eine  Function  von  ^i,  ti,  ...tm  mid  deshalb,  der  Gleichung  (14.)  ent- 
sin'echend, 

Ebenso  folgt  aus  den  Gleichmiofen  (18.) 

.21.)  du.  =  -^^-  e/6  +  ^-  c/^,  +  . . .  +  ^ -rfC 

für  «  =  1,  2,  3, . . .  /*.  Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (17.),  wenn 
uu\u  zuerst  ^i,  dann  ^2, . . .  endlich  /„.  als  die  einzige  Veränder- 
liehe betrachtet, 
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(22.) 


dz  _  dz  dui  dz  du'2 

dtx  ~~  dui  dh  du2  dfi 

dz  __  dz  dux  dz  dih 

dh  ~~  dui  dt-y  dui  öh 


dz  dur^ 
dun  dti  ' 

dz  dun 
dun  dti 


dz  dui       dz  dui 
dux  dfm      du2  dt^ 


+ 


dz  dun 


oz  __ 

dt„,  "~  du\  dJm  "^  du2  dt^'^         "^  dun  du 
Multiplicii't  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  du^  du,  ...du 
und  addiit  sie,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungf  n 

(20.)  und  (21.)  i 


(23.)  äz  =  -§^^äu.+  l'^^du2  + 


dUn 


§  109. 

Wiederholte  Differentiation  einer  Function  von  mehreren 
Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  137.) 

Der  Kürze  wegen  bezeichnet  man  gewöhnlich  die  partielbni 
Ableitungen  durch  Indices.    Ist  z.  B. 

(1.)  ^=/(^,y),' 

so  setzt  man 

Nun  sind  fi(z,  y),  /^{x,  tj)  im  Allgemeinen  wieder  FunctioueD 
von  X  und  y,  die  man  nochmals  nach  den  einzelnen  Veränder- 
lichen differentiiren  kann.  Dadurch  erhält  man,  wenn  man  di^ 
Ableitungen  wieder  durch  Indices  andeutet, 


(3.) 


ö/i(.r,  y)  _  .  .       .      dfi(x,  y)  _  ^  ,       . 
— /,- —  ==/ii(^j  y)  1    — ß- —  =Ji2{x,  y) , 


(JX 


dMx,  y)  __.  r       .     df^ix,  y)  _j,  r      . 

— ö^—  -  /2i(^,  y) ,    —öy—  =M^.  y). 


Es  giebt  also   im  Ganzen  4  zweite  partielle  Ableitiinf^D 
einer  Function  von  2  Veränderlichen. 
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Die  Werthe  dieser  Ableitungen  sind  aber  nicht  sämmtlich 
von  einander  verschieden,  sondern  es  wiid,  wie  sogleich  bewiesen 
werden  soll, 

{^'^  fn(r,  y)  =/2i(ar,  y). 

Zum  Beweise  setze  man 

(•^•)  ff{y)  =/(^  +  ^1  y)  —fip^i  y\ 

also 

'  ♦^v^  y (y  +  ^)  =A^  +  Ä,  y  +  k)  —f[x,  y  +  U). 

Nun  ist  nach  dem  Toy^vr'schen  Lehreatze  (vergl.  Formel 
Nr.  49a  der  Tabelle) 

(7.)  y(y  +  A)  —  f/(y^  =  if.\y  +  QU) .  /t, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
einsetzt, 

(7a.)  f{x  +  Ä,  y  +  A)  -  /(.r,  y  +  k)  -fix  +  Ä,  y)  +/(:r,  y)  = 
[/2(x  +  Ä.  y  +  ©A)  —Mr,  y  +  0X:)]  •  *• 

Setzt  man  dagegen 

also 

(9.)  T//(:r  +  h)  =f{T  +  Ä,  y  +  ^)  — /(:c  +  Ä,  y) , 

so  folgt  aus  Formel  Nr.  49a  der  Tabelle 
(10.)  \p{x  +  h)^  xp(x)  =  W'{j-  +  0,Ä) .  //, 

oder,  wenn  man  die  Weilhe  aus  den  Gleichungen  (8.)  und  (9.) 
einsetzt, 

(10a.)  f(x  +  Ä,  y  +  k)-'ßx  +  /i,  y)  -f{x,  y  +  k)  +f{x,  y)  = 
[f,{x  +  0,Ä,  y  +  >t)  -  -/i(^  +  6>iÄ,  y)] .  Ä. 

Durch  Zusammenstellung  dieser  Gleichung  mit  Gleichung 
'7  a.)  erhält  man 

(11-)      [/i(^  +  0l/^  y  +  ^)  —fi{x  +  ©lÄ,  y)] .  h  = 

[/2(^  +  Ä, y  +  <=>J^)  -  /iCr,  y  +  ek)\ .  k, 
oder,  wenn  man  auf  die  beiden  Grössen  in  den  eckigen  Klammern 
nochmals  Formel  Nr.  49a  der  Tabelle  anwendet, 
(12.)  Mx  +  eji,  y  +  Q.k)  .  hk  -'Mx  +  O^h,  y  +  Ok)  .  hk. 
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Dabei  sind  h  und  k  hinreichend  kleine,  aber  sonst  belieliisre 
Grössen.    Deshalb  ist  auch 

(13.)        Mx  +  ©lÄ,  y  +  e.k)  =Mx  +  ©sA,  y  +  Gk). 

Lässt  man  jetzt  h  und  k  gleich  Null  werden,   so   erhält 


man 


(14.)      /i2(.r,  y)  =--f2i[x,  y) ,     oder 


dy  dx 


Dies  giebt  den  Satz: 
Wenn  man  eine  Function 

^  =/(«»  y) 

zuerst  partiell  nach  x  und  dann  partiell  nach  y  differeniitrt,  so 
findet  man  dasselbe  Resultat j  welches  man  finden  würde,  indem 
man  zuerst  partiell  nach  y  und  dann  partiell  nach  x.  di/ferefitiirt ; 
oder  mit  anderen  Worten :  Die  Reihenfolge,  in  welcher  man  die 
partiellen  Difierentiationen  ausführt,  ist  gleichgültig. 

Dieser  Satz  lässt  sich  natürlich  verallgemeinem,  nicht  nur 
auf  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  Functionen  von  be- 
liebig vielen  Veränderlichen,  sondern  auch  auf  höhere  partielle 
Ableitungen.    Setzt  man  nämlich 

/i(^,y)  =  ^|'  /2(^,y)  =  ^- 


(15.) 


.  ^     ,     \dx)    d'h     .  ,     .     ^(ö.^)     dh 

M^^!/)=-   öx     =ö?'/^^(^'y)=     dy     ^äx'dy' 


so  erhält  der  eben  ausgesprochene  Satz  die  Fassung 

(16.)  .=, —  =  -   ^,  —  1      oder      ^r— v,    =  -^ — ^  • 

^     ^  dy  oj'  dzöy      oyax 
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Bezeichnet  man  in  entsprechender  Weise  mit  q^q^  den 

Ausdruck,  welchen  man  erhält,  indem  man  z  zuerst  m-mal 
partiell  nach  x  und  dann  n-mal  partiell  nach  y  differentürt,  so 
gilt  die  Gleichung 

^^''^  dx^dy  ""  dx  dy  dx        dy  d:^  ' 

und  wenn  man  in  ähnlicher  Weise  fortfährt, 

'*  dx^  dy^      dy^  dz^ 

Ebenso  setzt  man,  wenn 

gegeben  ist, 

(19-)    Q^^fy^^^^y^^    ^=/2K«^,t^),    g^=M^^^J^) 

und  kann  diese  Functionen  wieder  nach  jeder  der  drei  Veränder- 
lichen differentiiren.    Dadurch  erhält  man 

6.T-      du      -Mu,v,r^\  ei^  =  --e^-=Mu,vM 

ö-^z   _df,{u,v,w)_  e^z    _dMu,v,w)_  . 


Auch  hier  lässt  sich  zeigen,  dass 

(20.)  I  /l3(tt,  t?,  to)  =/3l(w,  t?,  w), 

l  /23K  Vy  W)   =/82(w,  »,  t€) 

ist,  allgemein,  dass 

QM-\-n-\-pg  gm-\-n-\-p^  ^m+n+j»^ 


(21.) 


du^dü^dwP      do'^äu^dto''      dwJ'da^dv^ 

^w+«+j»^  Qm-\-n-\-p^  Qm-\-n^p^ 


du'^öwPdv^      dv^öw^öu^      dwPöv^du^ 


Kiepert,  Differential-Reoliniing.  32 


(3.) 
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§  110. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  ^^j  -5—25-»  -^r—  » 
^  •  oz^    oxoy    oiicx 

d-z 

-^--  ermitteln  für 

dl/ 

(1.)  z^xY  —  ^2^y  +  xy^.     ' 

Auflösung.    Durch  Differentiation  erhält  man 

(2.)    ^^  =  2a;y«  —  12a;»y  +  y*,    -^  =  3a:»y«~8x«  +  4a-y», 

-Q-^  =  V  -  36:r«y,  -g^  =  6^«  -  12^  +  4y\ 

\  fydx = ^^y'  -  ^^"^  +  *y''  ^«  =  «^ + 12^- 

Hierdurch  wird  auch  bestätigt,  dass 

d'^z  _   dy   ^  I 

dxdy  "^  dydx 

d^z      d'h       d^z      i 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  3-5 »  -5-  V?  -^--  ' 

-5-5  ermitteln  für 

(4.)  z  =  sina: .  ly  +  e»' .  la:. 

Auflösung. 

(5.) 
(6.) 


dz                 .      ,   ey 
^  =  cos.r.ly  +  -^, 

dz      siax  ,    ^  , 
dy        y    ^ 

0^-2=  -    sm^.ly   - 

x^ 

d^z    _C0Sa:       ö''                  1 
Äröy  ~     y          ic  ' 

02^;   _cosa:       ey 
dydx        y         x  ' 

dy«              y« 

Auch  hier  wird  wieder 

d'-z 

Ö*2 

dxdy 

^ 

Öyöar'                                           1 
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§   111. 

Vollständige  Differentiale  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  138.) 
Es  sei  wieder 
(1.)  «=/(a:,  y) 

eine  Function  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen,  dann  wird 
nach  Formel  Nr.  134  der  Tabelle 

{ 2. )  dz  =  -ST-  dz  +  -77^  dy 

^  dx  dy    ^ 

das  erste  vollständige  Differential  von  z.  Dabei  sind  dz  und 
dy  zwei  von  einander  und  auch  von  z  und  y  unabhängige^ 
unendlich  kleine  Grössen. 

Unter  dem  zweiten  vollständigen  Differential  von  z  verstellt 
man  nun  das  vollständige  Differential  des  ersten  vollständigen 
Differentials  und  bezeichnet  es  mit  d^z. 

Um  d^z  zu  bilden,  braucht  man  also  nur  in  Gleichung  (2.) 
z  mit  dz  zu  vei'tauschen.    Dadurch  erhält  man 

/o  »  1/^x       d(dz)  j     ,  d(dz)  j 

(3,)  d^z  =  d{dz)=.    ^^-dz+-'^^' dy. 

Weil  nun  aber  dz  und  dy  von  :r  und  y  unabhängig  sind, 
so  findet  man 


(i-) 


d{dz)      d^z  ,    ,     d^z     , 
d(dz)         d-h     ,     ,  ö«z  _, 


Multiplicii-t  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  dz  und  dy 
und  addirt  sie  dann,  so  erhält  man 

(5.,  e^.=  grf.^  +  2^f^^rf.^y  +  grfy*. 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  überall 
O'z  mit  dz^  vertauscht,  so  wird  die  rechte  Seite  ein  vollständiges 
Quadrat,  nämlich 

32* 
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Diesen  Umstand  benutzt  man,  um  die  Gleichung  (5.)  auf 
eine  einfachere  Form  zu  bringen;  man  schreibt  nämlich 

(5a.)  ^.=(|>  +  |.,)"', 

wobei  der  eingeklammerte  Exponent  (2)  bedeutet,  dass  man  den 

Öz  öz 

Ausdruck   -^dx  +  ^dy  wirklich  in's  Quadrat  erheben,  dann 

aber  überall  dz^  mit  dh  vertauschen  soll. 

Man   sagt   bei    der   Ausführung    dieses   Verfahrens,   da^^^ 

dz  öz 

^dx  +  -^  dy  ^symbolische  in's  Quadrat  erhoben  werde. 

Ebenso  versteht  man  unter  dem  dritten  vollständigen  Ditie- 
rential  von  z,  nämlich  unter  d^z  das  erste  vollständige  Difft- 
rential  des  zweiten  vollständigen  Differentials.    Es  ist  also 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (5.) 
(8.) 

folglich  ist 

(9.)   ^3,  =  g^^+3^-</.^rfy+3^,rf.rfy3+g^y3, 

oder,    wenn    man  wieder    die  symbolische  Bezeichnungsweise 
benutzt, 

(9a.)  ^.^(^-d^^-dyy 

Auch  hier  bedeutet  der  eingeklammerte  Exponent  (3),  dass 

man  -^dz  +-^dy  zuerst  wirklich  in  die  dritte  Potenz  erheben 
ox  oy   " 

und  dann  überall  dz^  mit  d^z  vertauschen  soll. 


dy- ^y  =  dxWy '^'"^y  +  2  dTdf  '^"'^y  +  W"' 
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So  kann  man  fortfahren  und  findet  für  das  mf'  vollständige 
Differential 

(lo;.  '-      '''  '   ■  ^^  •  ^"^ 


d''z  =  (j.Jx+^Uy)' 


wobei  man  also  ^^dz-^  -^  dy  in  die  m^*  Potenz  erheben  und 
dx  dy    ^ 

dann  ör~  mit  d'^z  vertauschen  soll. 

Die  Richtigkeit  dieser  Formel  flir  einen  beliebigen  Werth 

von  m   wird  durch   den  Schluss   von  n   auf  w  +  1   bewiesen. 

Nach  dem  binomischen  Lehreatze  ist  nämlich 


i 
oder 


(«  +  bY  =  2  (I)«"-***. 


wobei  das  Summenzeichen  2  andeutet,  dass  k  alle  Werthe  von 
0  bis  n  durchlaufen  soll.  Gilt  also  die  Gleichung  (10.)  für 
yn  =  «,  so  wird 

Daraus  ergiebt  sich 


U2.) 


dx 


Ereetzt  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  beiden 
Gleichungen  durch  die  entsprechenden  in  der  symbolischen  Dar- 
stellung, so  erhält  man 

und 
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(14.) 


2G)ö^*..'^''y*-^'  = 


Indem  man  die  Gleichungen  (12.)  addirt,  erhält  man  auf 
der  Unken  Seite 

^^^•^  "t"  "^  +  "Öy     "^y  ^  *^    ^ ' 

auf  der  rechten  Seite  dagegen,  wenn  man  9*+*2  mit  9«"+^  ver- 
tauscht, mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.) 

(-•)  (^> + |*)(l^ + 1  *)"=(r> + K' 

folglich  ist  unter  Anwendung  der  symbolischen  Bezeichnungsweise 

(17.)  ^..=(1^  +  1^)-'. 

Gilt  also  Gleichung  (10.)  für  m  =  «,  so  gilt  sie  auch  tui 
fn  =  n  +  1. 

Was  in  dem  Vorhergehenden  für  eine  Function  von  z^et 
unabhängigen  Veränderlichen  gezeigt  worden  ist,  kann  man  in 
ähnlicher  Weise  auch  für  Functionen  von  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zeigen.    Dadurch  findet  man  für  • 

(18.)  Z  =/(ttl,  W2,  . . .  tt„) 

zunächst  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 

(19.)  dz=  ^dUi-{-  ^^-duo-A h       -  dun 

und  durch  wiederholte  DilFerentiation 

(20.)         • 

Bei  dem  ersten  vollständigen  Differential  von  r  war  es 
gleichgültig,  ob  die  Veränderlichen  u,,  wa,  ...«n  von  einander 
unabhängig  sind  oder  nicht,  denn  man  erhielt,  auch  wenn  «i. 
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t/2, . . . «»  sämmtlich  Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  oder 
von  mehreren  Veränderlichen  ^i,  /j, . . .  tm  waren, 

dz    .  dz    .      ^  ,    dz    , 

dz  =  3 —  dux  +  ^      Atta  + h  ri      du^. 

dui  dui  dun 

Bei  den  höheren  vollständigen  Diflferentialen  aber  bleiben 
die  Gleichungen  (20.)  nur  dann  richtig,  wenn  «1,^2,  . . .  m»  von 
einander  tmabhängig^  oder  wenn  sie  lineare  Functionen  von 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  ^,  ^2,  • . .  ^m  sind.  Ist  z.  B. 
wieder 

(21-)  ^=/(^,y;, 

und  sind 

beide  Functionen  einer  neuen  Veränderlichen  <,  so  erhält  man 
zunächst 

,22.)  dz  =  £dx  +  -^^dy. 

Hierbei  sind  aber  dx  und  dy  nicht  mehr  von  einander  un- 
abhängige Grössen,  sondern  es  ist 
(23.)  dx  ==  (p\t)dt,     dy  =  xf)\t)dt. 

Deshalb  kann  man  auch  Gleichung  (22.)  auf  die  Form 
dz^^dzdxdz_dy 
^""^•^  dl       dx  dt"^  dy  dt 

bringen.    Da  z  und  ~j/ '  ^  »  ^  '  •  *  •  ^s  Functionen  der  einzigen 

Veränderlichen  t  anzusehen  sind,  so  erhält  man  durch  nochmalige 
Differentiation  nach  t 

.^^  <fiz  _     \dx)  dx  \dy)  dy      dz  d^x      dz  gy 

^"""'^       "^  ■"  ^dV  dt  ''"      dt~   dt^  5^5^  "^d^dt^' 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (24.),  indem  man  z  bezw.  mit 
^   oder  mit  ^  vertauscht, 
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(26.) 
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d(—^ 
\dx/      d^z  dx         d^z    dy 

dt     ~dx'dt   '   dxdydt' 

\'üy)       d^z   dx      d*zdy 
dt     ~  dxdy  dt'^'dy^  dr 

folglich  geht  Gleichung  (25.),    wenn   man  wieder  die  symbo- 
lische Bezeichnungsweise  anwendet,  über  in 

^    ^^  dt^     \dx  dt  ■*■  dy  dt)   "^  dxdf'^  dy  dt^  * 

Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  d^  multipliciit 
giebt  dies 

(27a.)         d^.=(|frf.  +  |rfy)'%|rf^.+|c^y. 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichung 

(5a.)  auch  äusserlich  dadurch,  dass  auf  der  rechten  Seite  noch 

Öz  öz 

die  Glieder  -^d^x  +  -^d^y  hinzugetreten  sind. 


^  =/(«^l|  «2,  . . .  «'n) , 


Ist 

(28.) 

und  sind 

(29.)  Ui  =  yi(^),     «2  =  9>i{t), . .  .  Wn  =  9«(<) 

sämmtlich  Functionen  einer  neuen  Veränderlichen  ^,  so  findet 
man  in  ähnlicher  Weise 


(30.) 


(31.) 


wobei 


dz  =  -V,—  dui  +  ,-, —  diC2  +  •  • 
,     dz    ,„      ,     dz    „ 


.    dz    _ 


(32 


•>l 


dui  =  (fi(t)dt,         dui  =  (fi'{t)dt, . 
d*ui  =  <fx"{t)di^,      d^Ui  =  <fi"{t)dfi, . 


dun  =  9>n(f)dt, 
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Man   erkennt  aus   den   letzten  Gleichungen  leicht,   unter 
welcher  Bedingung  die  Grössen 

oder 

verschwinden.    Dies  geschieht,  wenn 

(33.)         «1  =  ai<  +  6i ,     «2  =  ö2<  +  *a ,  . . .     w«  =  a^t  +  6n 
lineare  Functionen  von  t  sind.    Dann  wird  nämlich 
dux  du2  dUn 

und 

(3o.)  -^-0,         "5^  =  0,...       -^  =  0. 

In  diesem  Falle  ist  also  wieder 

(36.)  'p^-{li^äu.+^/'^+-+iiäu:f\ 

oder 

.       \      <^_(  öz  dux        dz   dU2  X     ^^  dun^S^^ 

Gerade  dieser  Fall  wird  aber  in  dem  Folgenden  in  Betracht 
kommen. 

Gelten   die  Gleichungen  (33.),    so  findet  man  jetzt  auch 
ebenso  wie  früher 

^"^^•^       "ef>   ~  \dü,  'W'^Ju^'W^'"'^  dun   df)   ' 


(39.)    ^ 


c?"z  _  /  äz   dui        dz   dui  dz  dun  \  ^*"^ 

d^  ""  Vöül  "rf/   '^dü^'df  "'  ^  öwn  ~^/ 

/dz        ^     dz  ,  Ö;^        V"^ 
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§    112. 

Nicht  entwickelte  Functionen  einer  Veränderliclien, 
gegeben  durch  simultane  Gleichungen. 

(^VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  139.) 

Es  kommt  häufig  vor,  dass  y  und  z  als  Functionen  der 
einen  Veränderlichen  x  gegeben  sind  durch  zwei  Gleichungen 
(1.)  F(x,y,z)  =  0    und     G(x,y,z)  =  0, 

welche   gleichzeitig  bestehen   und   deshalb    „simuüan^    genannt 
werden. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  für  sich  allein  würde,  geo- 
metrisch gedeutet,  einer  Fläche  entsprechen;  gelten  sie  aber 
gleichzeitig,  so  können  ihnen  nur  die  Coordinaten  derjenigen 
Punkte  genügen,  welche  auf  beiden  Flächen  liegen,  d.  h.  die 
Gleichungen  (1.)  stellen  zusammen  die  Schnittcurve  der  beiden 
Flächen  dar. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche 
«,  so  erhält  man  die  Gleichung 
(2.)  JT(a:,y)  =  0,     oder    y^f(x). 

Dies  ist  die  Gleichmig  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve in  die  XY-Ebene  projicirt.  Eliminirt  man  aber  aus  den 
Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 
(3.)  K{x^  z)  r=  0,     oder    z  =  g{x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylinders,  welcher  die  Schnitt- 
curve in  die  XZ- Ebene  projicirt.  Da  die  Raumcurve,  welche 
diu^ch  die  beiden  Gleichungen  (1.)  erklärt  wird,  auf  diesen  beiden 
Cylindem  liegt,  so  ist  sie  auch  die  Schnittcurve  dieser  beiden 
Cylinder  oder  wenigstens  ein  Theil  davon,  denn  die  Cylinder 
können  möglicher  Weise  auch  noch  Punkte  gemeinsam  haben, 
die  9iicht  auf  der  gegebenen  Curve  liegen. 

Es  kommt  hier  zunächst  nicht  auf  diese  geometrische  Deutung 
an,  es  sollte  vielmehr  die  vorstehende  Untersuchung  nur  zeigen, 
dass  man  y  und  z  als  Functionen  der  einzigen  unabhängigen 
Veränderlichen  x  betrachten  darf.  Deshalb  ist  es  auch  möglich, 
y  und  z  als  Functionen  von  x  zu  diflferentiiren,  und  zwar  kann 
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Crt/  dz 

man  ^  und  ^  auch  berechnen,  ohne  die  Gleichungen  (2.)  und 

(3.)  wirklich  zu  bilden. 

Dies  geschieht,  indem  man  auf  die  Gleichungen  (1.)  die 
Regeln  anwendet,  welche  in  Formel  Nr.  136  der  Tabelle  aus- 
gesprochen sind,  wobei  man  aber  in  diesem  Falle  die  drei  Ver- 
änderlichen «1,  tiQ,  «3  bezw.  mit  ar,  y,  z  und  die  unabhängige  Ver- 
änderliche f,  von  der  wi,  «2,  u»  abhängig  sind,  mit  x  vertauschen 
muss.    Dadurch  erhält  man 

dF_  dF^      dFdy    ,dFdz^_ 
dz  ^  dx  dx       'S]/  dx        dz  dx  ^     ' 

ÖF  ÖF  dF 

oder,  wenn  man  wieder  -3-  mit  i'i,  -^  mit  i^2,  -^  mit  Fz  be- 
zeichnet. 

Ebenso  findet  man 
(5.)  <^.  +  G.^+Gag  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  jetzt  sehr  leicht 
durch  Elimination 

dy  _FzG,  —  F,Gz  dz  _F,G^  —  F^G, 

^^'^  dx       F^Gz  —  FzG2  dx~  F<tGz  —  FzG^' 

Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  in  dem  Voi-stelienden 
r  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wurde,  kann 
man  auch  y  als  die  unabhängige  Veränderliche  ansehen.  Da- 
durch werden  x  und  z  Functionen  von  y,  und  man  erhält  in 
Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (6.) 

dx  _FiGz  —  FsG2         ,      dz_F,G2  —  F,G, 
^'•^        dy^FsGi  —  FiGz    ^'^     dy  " FsGi  —  F.G^' 

Macht  man  z  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  erhält 
man 

(ii\       ^  —  ^G^a  —  F^G^  ,     ^  _  FsGi  —  F1G3 

^^'^        dz  ^FtG2  —  F2G1     ^°^     dz  ""  i^i G2  —  FiGi ' 

Man  kann  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  zusammen- 
fassen in  der  Formel 
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(9.)  dx :  dy  :  dz  =  {F^G^—F^G^) :  {F^G,  —  F,Gz) :  {F,G^-F,G,\ 
oder 


(9  a.)       dx:dy:dz  = 


!  F,Fs 

I 

Ga  Gz 


FsF, 
Gz  Gl 


F,F^ 
G1G2 


Uebungs-Beispiele  für  den  Gebrauch  dieser  Formeln  finden 
sich  bei  den  geometrischen  Anwendungen  in  den  folgenden  Para- 
graphen. 


XIV.  Abschnitt. 


Anwendungen  auf  die  analytische  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Baumes. 

§   113. 

Bestimmung  der  Tangenten  und  der  Normalebenen  bei 
einer  Curve  im  Räume. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  140  bis  143  a.) 
Aufgabe  1.    Man  soll  das  ßogenelement  ds  einer  Curve  im 
Räume  bestimmen  und  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  ß^  y  berechnen, 
welche  ds  mit  den  positiven  Eichtungen  der  Coordinaten -Axen 
bildet. 

Auflösung.    Es  seien  P  und  Px  zwei  benachbarte  Punkte 
auf  der  Curve  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  bezw. 
(1.)  Xi  =  x  +  dx,     yi  =  V  +  dy,     Zi  =  z  +  dzj 

WO  wieder  die  Bezeichnungen  cJr, 
dy,  dz  andeuten  sollen,  dass  die 
Punkte  P  nnd  Pi  emander  un- 
endlich nahe  rücken  dürfen. 

Legt  man  jetzt  durch  die 
Punkte  P  und  Pi  Ebenen  pa- 
rallel zu  den  drei  Coordinaten- 
Ebenen  (vergl.  Fig.  127),  so  erhält 
man  ein  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedon  mit  den  Seitenkanten  rf.r, 
dy,  dz  und  der  Diagonale 

(2.)  PPx  =  ds. 

Da  die  Sehne  PPi   mit  dem  Bogen  PPi   zusammenfällt, 
wenn  die  Punkte  P  und  Pi  einander  unendlich  nahe  rücken,  so 


Fig.  127. 

Ji/ 


pA- 


iF 


A 


/ 


/ 


dz 
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nennt  man  ds  das   „Bogenelement^  und  erhält  nach  bekannten 
Sätzen  aus  der  Stereometrie 

(3.)  rffi2  ^  ^y.%  +  ^y2  ^  dz^^ 

Ferner  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus  der  Figur,  dass 

(4.)  cosa  =  -^,   cos/»=^,  cosr  =  ^ 

ist,  wobei  a,  ß,  y  die  Winkel  sind,  welche  ds  mit  den  positiven 
Richtungen  der  Coordinaten-Axen  bildet. 

Aufgabe  2.    Eine  Raumcurve  sei  durch  die  Gleichungen 

(5.)  i^X^,  j/,  r)  =  0,     G(2:,y,^)  =  0 

gegeben;  man  soll  im  Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  a-,  y,  z 

ihre  Tangente  bestimmen. 

Auflösung.    Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Eaume 
schreibt  man  gewöhnlich  in  der  Form 
(6.)  rt'  =  mz*  +  jii ,     y'  =  «2'  +  V. 

Dies  seien  also  auch  die  Gleichungen  der  gesuchten  Tan- 
gente, wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x\  y',  z'  bezeichnet 
werden  mögen,  weil  x,  y,  z  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes P  sind.  Damit  die  Tangente  durch  diesen  Punkt  P 
geht,  müssen  die  Gleichungen 
(7.)  x=:mz  +  fjb,    y'=  fiz  +  p 

gelten,  folglich  erhält  man  für  die  Tangente  die  Gleichungen 
(8.)  x'  —  x  =  m{z' — 2),     y'  —  y  =z  n(z*  —  z). 

Um   auch  noch  die  Coeföcienten  m  und  n  zu  bestimmen, 
beachte  man,  dass  die  Tangente  auch  durch  den  Curvenpunkt 
P'  hindurchgehen  muss,  welcher  dem  Punkte  P  unendlich  nahe 
liegt  und  deshalb  die  Coordinaten 
(9.)  x'  =  x  +  dx,     y*  ==  y  +  dy,     z'  =  z  +  dz 

hat.    Setzt  man  diese  Weithe  in  die  Gleichungen  (8.)  ein,  s-» 
erhält  man 
(10.)  dx  =  mdzy     dy  =  wrfz, 

oder,  indem  man  durch  dz  dividirt  und  Formel  Nr.  139  der 
Tabelle  berücksichtigt, 


x'  — 
dx 

x^yl 

—  y_z 
dy-  - 

'7-^' 

x'- 

-  X 

y' 

—  1 

2' 

~'F,Gi 

—  z 

FtG»- 

-F»Gt~ 

-F^Gi 
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_dx  _  FtG»—mi  _  %  _  FiGi  —  FjG» 

(ll.J    »»  -  ^^  -  >;  Q^  _  ^-iGi '  dz~  FiGi  —  FiGi ' 

Die  Tangente  im  Punkte  P  hat  daher  die  Gleichungen 

(12.)  x'-X  =  ^{z'-z),       y'-y=.f^(z'-z), 

oder 

(12a.)  ^'-^=jr^zr^-e.(^— ).  y-y= jiG,=:i^(^-'> 

Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Gleichungen  in  der  Form 

(13.) 
oder 
(13a.) 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Ebene  bestimmen,  welche  im 
(■urvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z  auf  der  Curve 
senkrecht  steht. 

Auflösung.  Die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  den 
Punkt  P  hindurchgeht,  ist 

( 14.)  A{x'  —  x)  +  B{y'  —  y)  +  C(z*  — ;.)  =  0. 

Damit  diese  Ebene  auf  einer  Geraden 

X*  =  mz*  +  jii ,     y*  =:  nz*  +  V 
senkrecht  steht,  muss  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes 

/..N  AB 

(15.)  ^^  c'        ^^  Ü 

sein.  In  dem  vorliegenden  Falle  ist  aber  die  Tangente  die 
Gerade ,  welche  auf  der  gesuchten  Ebene  senkrecht  stehen  soll, 
folglich  gehen  die  Gleichungen  (15.)  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (11.)  über  in 

dx       A        dy       B 
^^^^•)  d^^C'     -Jz^  C' 

so  dass  man  für  die  gesuchte  Ebene  die  Gleichung 
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(16.)  {x'  —  x)dx  +  (y-  —  y)dy  +  («'  —  z)dz  =  0, 

oder 

(16  a.)    {F^G^  —  F^G^)  {x*  —  x)  +  (F^G^  —  F,Gz)  (y'  —  y) 

+  {F,G2  —  F^G,){z'  —  z)^0 
erhält.    Diese  Ebene  heisst  die  ^Normalebene^  der  Eaumcurve 
im  Punkte  P. 

Eine  Curve  im  Räume  kann  auch  durch  drei  Gleichungen 
von  der  Form 

(17.)  ^=/i(0,   y=Mt\  z^M) 

gegeben  sein.  Auf  diei  solche  Gleichungen  wird  man  z.  B.  ge- 
führt, wenn  man  aus  den  Gleichungen  (5.)  in  der  früher  beschrie- 
benen Weise  (Gleichung  (2.)  und  (3.)  in  §  112)  die  Gleichungen 

(18.)  y=/(^),    ^  =  ^(^) 

ableitet,  die  Function  x  =fi{t)  nach  Belieben  annimmt  (z.  B. 
X  ssi  macht)  und  diesen  Werth  von  a;  in  die  Gleichungen  (18.) 
einsetzt.  Dann  kann  man  die  Gleichungen  der  Tangente  im 
Curvenpunkte  F  ohne  Weiteres  auf  die  Form 

(13b.)  x^—x^y'  —  y^z'  —  z 

dx  dy  dz 

'dt  dt  Jt 

und  die  Gleichung  der  Normalebene  auf  die  Form 

(16b.)         (.'-.)g  +  (y'_-y)| +  (.'_.)!=  0 
biingen. 

§  114. 

Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Der  Kegel 

schneidet  die  Kugel 

x*  +  y^  +  z^  —  r^z=0 
in  einer  Eaumcurve;   man  soll  die  Tangente  und  die  Normal- 
ebene  dieser  Curve  im  Punkte  F  bestimmen. 
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Auflösung.    Hier  ist 

folglich  wird 

(2.) 
also 


Gl  =  •2x,        Gi  =  2y,       Gz  =  2z, 


(3.1    {  J'3(?>-i^,G3  =  -*y-    'j=-'5(-^  +  n 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142  der  Tabelle  für  die  Tan- 
gente die  Gleichungen 

oder 

j  c*(a«  —  i*)x(x'  —  x)  =  —  a\b^  +  c')z(z'  —  z), 
^^•)         \  c'ia*  -  Ä*)y(y'  —  y)  =  +  J« (c«  +  a*)2(z'  —  z). 

Aas  den  Gleichungen  (3.)  folgt  sodann  nach  Formel  Nr.  143 
der  Tabelle  für  die  Normalebene  die  Gleichung 

oder 

oder 

{6a.)     a\b^  +  c^)yzx'  —  b\c^  +  a^)zxy'  —  c2(a2  —  b^)xyz'  =  0. 

Aufgabe  2.    Die  Schraubenlinie  hat  die  Gleichungen 
(7.)  x'  +  y^  —  a'^Q,     y  — ^tg0)  =  O, 

oder 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  33 
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(7a.)  a:  =  acosy,     y  =  asiny,     r  =  cy; 

man  soll  die  Tangente  und  die  Normalebene  im  Curvenpunkte 

P  bestimmen. 

Aufifisung.    Hier  ist 
(8.)  F=x'  +  y^~a\     G  =  y-^tgQ. 

folglich  wird 

(9.)  Fx^-2x,  i^2  =  2y,     /J  =  0; 

(10.)      Gi  =  -  -tg(^),  G,  =  1,    G,  =  -l [l  +  tr^Qj. 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 


(10a.)     Gi^-    ^1    G2 


Dies  giebt 


(11.) 


=  1,     G3=    -"(l+^V--- 
c\a?/  ex 

2a^y 


Die  Gleichungen   der  Tangente  sind  daher  nach  Formel 
Nr.  142  der  Tabelle 


oder 

(12.) 


cx{x'  —  x)  _  cxjy*  —  y)  __  cj-(2;'  —  z) 


^'-^  =  -'^(^'-4    y'-y  =  J(^'-4 


Die  Gleichung  der  Normalebene  wird  nach  Formel  Xr.  l^-^ 
der  Tabelle 


--(^--^)+ --(y'-y)  +  --(^'-^)  =  o. 


ca; 


oder 
(13.) 
oder 


y{x'  —  x)  —  x{y*—y)  —  c(z'  —  z)  =  0, 
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(13  a.)  yx'  —  xy'  —  c(z'  —  z)  =  o. 

Weit  einfacher  findet  man  diese  Besoltate,  wenn  man  von 
den  Gleichungen  (7  a.)  ausgeht,  aus  welchen  sich  ohne  Weiteres 

ergiebt.  Deshalb  erhält  man  aus  Formel  Nr.  142  a  der  Tabelle 
fiir  die  Gleichungen  der  Tangente  in  Uebereinstimmung  mit  den 
Gleichungen  (12.) 

\  15.)  =  ^  -  -  -^  = 

y  X  c 

und  nach  Formel  Nr.  143  a  der  Tabelle  für  die  Gleichung  der 

Normalebene  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (13.) 

(16.)  .-y{x*  —  x)  +  x{y'  —  y)  +  c{z*  —  z)  =  0. 

Aufgabe  3.    Die  Kugel 

(17.)  a:*  +  y2  +  ««  —  a«  =  0 

wird  von  dem  Cylinder 

(18.)  a:«  — fla:  +  y«  =  0 

durchbohrt;   man  soU  die  Tangente  und  die  Normalebene  der 

Schnittcurve  im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(19.)  -F=a:2  +  y«  +  z2  — aS     G=ra^  —  ax  +  y\ 

folglich  wird 

iF,^2x,  -F2  =  2y,      F,  =  2z, 

^^  '^  lGi=2a:  — a,    G^^  2y,      G3  =  0, 

also 

j  JF2G3  — i^3G2  =  — 4yz, 
(21.)  I  F^Gx  —  FiG^  =  4:xz  —  2az, 

\FxG2—  F^G,  =  ^xy  —  ^xy  +  2y«  =  2ay ; 
dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142  der  Tabelle  fiir  die  Tangente 
die  Gleichungen 

(22)  ^^^x^jy^-y     ^t^zJj  ^ 

—  2yz       z{2z  —  a)  ay 

oder 

33» 
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j    a{x'  —  x)  =  —  2z(z*  —  z\ 

^'^^'^  \  ^yiy'  - y)  =  (2^  -  «)^(^'  —  ^). 

Die  Gleichung  der  Nonnalebene  wird  nach  Formel  Xr.  143 
der  Tabelle 

(24.)      2yz(x'  —  x)-  {2x  —  a)z{y*  —  y)  —  ay{z'  —  ;r)  =  0, 
oder 
(24a.)  2yzx'  —  (2  a:  —  ä)zy*  —  ayz'  =  0. 

Noch  einfacher  findet  man  diese  Resultate,  wenn  man 

(25.)  a:  =  ^^  (1  +  COSy)  =  aCOS^  C^ 

setzt;  dann  folgt  aus  Gleichung  (18.) 

(26.)  y  =  J  sincjp  =  ösin(^)  cos  (^) 

und  aus  Gleichung  (17.) 

(27.)  .-  =  asin(^). 

Dadurch  erhält  man 
,  ^  .       dx  a    .  dy       a  dz       a        /(f\ 

(28-)     ^^  =  -2^"^^'     d^=2'^^f^     -rfy  =  -2n2)- 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142a  der  Tabelle  in  Ueberein- 
stimmung  mit  den  Gleichungen  (22.)  für  die  Tangente  die  Glei- 
chungen 

x* — X      y*  —  y       z* — z 

(29.)  .  -     =^  --^  =        —  . 

^     ^  smö5        cosg)  /yX 

cos(^) 

Für  die  Normalebene  findet  man  in  Uebereinstimmung  mit 
Gleiclmng  (24.)  nach  Formel  Nr.  143a  der  Tabelle  die  Gleichung 

(30.)  —  sin  (f  (x'  —  x)  +  cos  (f  (y'  —y)  +  cos  Q^  (z'  —  2)  =  0, 

oder 

(30a.)  — x'siiKf  +  y'cosf/'  +  «'cos  (^)=  0. 
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§  115. 

Tangenten  und  Tangentialebenen  an  eine  beliebige 
Icrumme  Fläche. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  144  und  145.) 
Ei?ie  gerade  Linie  heisat  eine   Tangente  der  Fläche 
1.  .1  F{z,  y,z)  =  0    oder    z  =/(r,  y), 

irenn   sie   durch   zwei  uneridlich  nahe    Punkte   der  Fläche  hin- 
durchgeht, 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Bedingungen  finden,  unter  denen 
die  Gerade 

i'L)  x'  =  mz'  +  /lA,     y'  =  nz*  +  v 

«lie  Fläche 

2  =/(^j  y) 
im  Fiächenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  a-,  y,  z  berührt. 

Auflösung.  Die  laufenden  Coordinaten  der  geraden  Linie 
sind  mit  x%  y%  z'  bezeichnet  worden,  weil  x^  y,  z  die  Coordinaten 
(U^s  Berührungspunktes  P  sind.  Damit  nun  die  Gerade  durch 
dip>en  Berührungspunkt  i^  hindui-chgeht,  müssen  die  Gleichungen 
I  -3. ;  X  =^  mz  -j-  fx ,     y  =  7iz  +  i' 

gelten.    Daraus  folgt 
(4.)  X*  —  X  =^  m(z*        z)j     y' — y  :=  7i(z'  —  z). 

Iigend  ein  Flächenpunkt  P',  welcher  dem  Punkte  P  be- 
iKichbart  ist,  hat  die  Coordinaten 

u).)  x'  =  x-\-Jx,     y'  —  y+^y,     z'  ^z+Jz=f(x+Jx,y +  Jy), 
wobei  noch  Jx  und  Jy  ganz  beliebig  und  von  einander  unab- 
hängig sind.    Damit  nun   die  Gerade  auch  durch  diesen  Punkt 
P'  hindurchgeht,  müssen  die  Gleichungen 
>  0. .  Jx  =  mJz     und     ^y  =  nJz 

befriedigt  werden. 

Lässt  man  jetzt  Jx  und  Jy  unendlich  klein  werden,  indem 
man  sie  bezw.  durch  dj-  und  dy  ersetzt,  so  rückt  der  Punkt  P' 
dem  Punkte  P.  unendlich  nahe.  Dann  wird  auch  Jz  unendlich 
klein,  und  zwar  geht  Jz  über  in 
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(7.)  dz^p^dx  +  ^^d},. 

Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (6.)  die  Form  an 
dx  =  m(^^dx  +  p^dyy       rfy  =  «(^«ir  +  gefy). 
Dies  giebt 

(8.)  (m|-l)^  +  ^|rfy  =  0, 

(9.)  „f^rf.  +  («|-l)rfy  =  0. 

dz 
Multiplicirt  man  Gleichung  (8.)  mit  »»75-»  Gleichung.  (9.) 

dz 
mit  1  —  ^  ^ '   so  erhält  man  durch  Addition  und  Forüassuiig 

des  Factors  dy 

/•ir.\  dz    ,      dz        ^        ^ 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  geht  die  Gerade 
x'  —  x  =  m(z*  —  z),     y*  —  y  =  n{z'  —  z) 
durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Fläche,  d.  h.  sie  ist  eine 
Tangente  derselben. 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

Fi-^^  y,  ^)  =  0 

gegeben  ist,  so  erhält  man,  indem  man  y  als  constant  ansieht 
und  die  Gleichung  nach  x  differentiirt, 

,,^  .  dF  ^  dF  dz      ^        ,        -   ^    -,  dz 

und  indem  man  x  als  constant  ansieht  und  nach.y  differentiirt, 
/.r>N  ÖJP  .  dF  dz       ^        ,        ^    ,    -  dz 

also 

na^  ö^  Ft      dz  F, 
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Deshalb  geht  Gleichung  (10.)  über  m 
i  U.)  Fim  +  F2n  +  Ji  =  0. 

Aufgabe  2.  Die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  sei  wieder 
{15.)  i^Xa:,  y,  2)  =  0,     oder    zr^f{x,y)\ 

man  soll  durch  den  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  eine 
Tangentialebene  legen. 

AuflSsung.  Da  in  Aufgabe  1  die  Grössen  dx  und  dy  von 
einander  unabhängig  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  Tangenten 
der  Fläche  im  Punkte  P.  Davon  kann  man  sich  auch  dadurch 
überzeugen,  dass  man  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (14.)  den 
Werth  von  m  noch  beliebig  annehmen  und  dann  den  Werth 
von  n  aus  dieser  Gleichung  berechnen  kann.    Es  wird  nämlich 

1-m  — 

dx  Fitn  +  Fz 

,v>,  „  =  -^      = -^,-— . 

Setzt  man  diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichungen  (4.) 
ein,  so  erhält  man 

(17.)    X'-X  =  m(z'-Z),      |f  (y'_y)=(l_^|£)(.'_;^), 

oder 

(17a.)  x'-x  =  m{z'  —  z\     F.Jy*  —y)  =  ~  {F,m  +  F^)  (2'  —  z). 

Diese  Gleichungen  stellen  also  eine  Tangente  im  Flächen- 
punkte P  dar,  welchen  Werth  auch  m  haben  mag.  Eliminirt 
man  jetzt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  m^  so  erhält  man 

(18.)  z'-.  =  |^(:.'-:r)  +  |(/--y), 

oder 

(18a.)  F,  {x*  —  x)  +  F2 (y       y)  +  Fs{z*  -  z)  =  0. 

Dies  sind  zwei  verschiedene  Formen  für  die  Gleichung  einer 
Ebene,  in  welcher  alle  Tangenten  liegen,  die  im  Punkte  P  an 
die  Fläche  möglich  sind.  Man  nennt  diese  Ebene  daher  die 
^Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  P". 
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¥ig,  128. 


Die  Gleichung  der  Tangentialebene  findet  man  auch  iü 
folgender  Weise.  Der  Flächenpunkt  P  habe  wieder  die  Coordi- 
naten  x,  y,  z.    Lässt  man  jetzt  x  um  Jx  wachsen,  während  // 

unverändert  bleibt,  so  gelangt  man 
vom  Punkte  P  zu  einem  benach- 
barten Flächenpunkte  Pi(Fig.l2S  , 
dessen  Coordinaten 

xi=x  +  Jx,    yi  =  y 
und 

smd.    Lässt  man  dagegen  y  iiiu 
Jy  wachsen,  während  x  constdiii 
bleibt,  so  gelangt  man  vom  Punkte 
P  zu  einem  dritten  Flächenpunkte  P^  mit  den  Coordinaten 
.Tg  =  .r,     j/2  =  i/  +  Jy,     Z2  —  Z+  Jyz  =/(t,  y  +  Jy). 
Durch  diese  drei  Punkte  P,  Pi ,  Pi  ist  eine  Ebene  bestimmt, 
deren  Gleichung 

(19.)  Ax'  +  %'  +  C;:'  +  Z>  =  0 

heissen  möge.  Auch  hier  sind  die  laufenden  Coordinaten  der 
Ebene  mit  x\  y\  z'  bezeichnet  worden,  weil  x,  y,  z  die  Coordi- 
naten des  Punktes  P  sind.  Wenn  C  von  Null  verschieden  ist. 
kann  man  die  Gleichung  dieser  Ebene  noch,  indem  man  duici 
C  dividiit,  auf  die  Form 
(20.)  z'  =  ax'  +  by'  +c 

bringen.    Damit  nun  die  Ebene  durch  den  Punkt  P  geht,  nmss 
die  Gleichung 

( 21.j  z  =  ax  -\-  by  -{-  c 

gelten,  folglich  ^\il•d 

(22.)  ^'_.  =  a(a;'       x)  +  b{y^--y). 

Damit  die  Ebene  durch  die  Punkte  Pi  und  P«  hindui'ch- 
geht,  muss  die  Gleichung  (22.)  auch  für  die  Coordinaten  dieser 
Punkte  befriedigt  werden.  Dadurch  erhält  man  die  beideD 
Gleichungen 

oder 


Jx^  ~  (^Jx    und    JyZ  -^  bJy, 


§  llö.     Tangenten  und  Tangentialebenen.  521 

(23.)  a  =    ^     ;      6  =    ^     • 

Jz  Jy 

Lässt  man  jetzt  J.r  und  Jy  unendlich  klein  weiden,  indem 

man  sie  durch  ihre  Difl'erentiale  d.r  und  dy  ersetzt,  so  nicken 

die  Punkte  Pi  und  P2  dem  Punkte  P  unendlich  nahe,  und  die 

Gleichungen  (23.)  gehen  über  in 

.  dz  dz 

dx  oy 

so  dass  Gleichung  (22.)  die  Form 

.■25.)  ^._.,=|f  (:,'.. ^)+|f(y_y) 

annimmt,  welche  mit  Gleichung  (18.)  übereinstimmt. 
Der  Sinn  dieser  zweiten  Herleitung  ist  folgender: 
Die  geraden  Linien  PPi  und  PP2  werden  Tangenten  der 
Fläclie,  wenn  die  Punkte  Pi  und  P2  dem  Punkte  P  unendlich 
nahe  rücken.  Die  P^bene  PP1P2  ist  also,  wenn  man  Jx  und  Jy 
unendlich  klein  werden  lässt, "durch  rt^?«  Tangenten  des  Punktes 
P  hindurchgelegt.  Da  aber  alle  Tangenten  des  Flächenpunktes 
P  in  dei-selben  Ebene,  nämlich  in  der  Tangentialebene,  liegen, 
so  ist  diese  Ebene  die  Tangentialebene. 

Die  Gleichmig  der  Taiig(*ntialebene  wird  illusorisch,  wenn 
(26.)  Pi  =  0,     P2  =  0,     Pa^O. 

In  diesem  Falle,  welcher  allerdings  nur  ausnahmsiceise  em- 
treten  kann,  liegen  die  Tangenten  des  Flächenpunktes  P  nicht 
mehr  sämmtlich  in  derselben  Ebene. 

So  hat  z.  B.  die  Spitze  des  Kegels  mit  der  Gleichung 

j2  f,2  2^ 

(27,,  r(.,y,.)^-^,  +  -;,-^,^0 

die  Koordinaten 

(28.)  x  =  0,     y  =  0,     z  =  i); 

für  diese  Werthe  von  x,  y,  z  wird  aber  auch 

2r  ^n  2r 

^29.)    t\  =  ^  =  o,      Ji:=;f  =  ü,     i='3  =  -J  =  ü. 

Man  nennt  einen  Punkt  der  Fläche,  für  welchen  die  Glei- 
chungen (26.)  gelten,  „einen  Knotenpunkt'^. 
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§  116. 

Uebungs -Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Ein  Eüipsoid  ist  durch  die  Gleichung 


(10 

X^         V^         «2 

-a  +  |i  +  ,.-l  =  0 

gegeben;  man 

soll  im  Flächenpunkte  P  mit  den  CJoordinaten 

X,  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 

Auflösung. 

Hier  ist 

^(^,y,-)  =  5  +  I^  +  ^*-i' 

also 

(2.) 

P       ac         V       2y         p       2z. 

deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  145  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

.                       x{x'  —  x)      y(y*  —  y)      z{z*  —  z)  _ 
(3.)  —^     + j,        +—^ -^' 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  addirt, 

Aufgabe  2.    Ein  elliptisches  Paraboloid  ist  durch  die  Gleichung 
(5.)  x^  +  «y  _  2^2:  =  0 

gegeben;  man   soll   im   Flächenpunkte  P  mit  den  CJoordinaten 
a-,  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 
Auflösung.    Hier  ist 

i^(:r,y,z)  =  a;2  +  aV— 2p«, 
also 

(6.)  F,=:2x,     F^^^a^y,     F:,  =  —2p, 

deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  145  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

(7.)  x(x*  ~x)  +  a^y(y'  —  y)  —p(z'  —z)  =  0, 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.)  addirt, 
(8.)  XX'  +  a^yy'—piz'  +z)  =  0. 


117.    Theorie  der  Umhüllungscurven. 
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Ist  z.  B. 
a:  =  3a,     y  =  4,     also     2pz  =  9a^  +  Ißa^  =  2bä^ , 
so  geht  Gleichung  (8.)  über  in 
i8a.)  ßaz'  +  8ay  =  2pz'  +  2ba^. 


§  117. 

Theorie  der  UmhOllungscurven  oder  Enveloppen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  146.) 
Ist  eine  Gleichung  zwischen  x,  y  und  «,  nämlich 
(1.)  F(x^  y,  ^)  =  0 

gegeben,  so  stellt  dieselbe  für  jeden  constanten  Werth  von  u 
eine  Curve  dar.  Da  es  aber  unendlich  viele  Werthe  von  u  giebt, 
so  entspricht  der  Gleichung  (1.)  eine  ganze  Schaar  von  Curven. 
So  entspricht  z.  B.  der  Gleichung 

a;^  +  y^  —  ^2  =  0 
eine  ganze  Schaar  von  concentrischen  Kreisen^   da   der  Halb- 
messer u  noch  unendlich  viele  Werthe  haben  darf.    Der  Gleichung 

x^  V^ 

— -       A -—    =  1 

a«  +  w  ^  62  -f.  w 

entspricht  eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  und  Hyperhein. 

Fig    129. 

Der  Gleichung 

F{x,y,u)^{x  —  uf 

+  (y  —  V^^^^')' —  ö' =  0 

entspricht  eine  ganze  Schaar 
von  Kreisen  (vergl.  Fig.  129), 
denn  für  jeden  Werth  von  u  \  \ 
erhält  man  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  die  Co- 
ordinaten 

hat.     Zwischen  g  und  //  be- 
steht daher  die  Gleichung  OM^h,    ON^^,   NM=tj, 
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?'+  ry2  — 62==0, 
d.  h.  der  Mittelpunkt  M  des  Kreises  durchläuft  selbst  witdei 
einen  Kreis,  welcher  luit  dem  Halbmesser  b  um  den  Anfangs- 
punkt 0  der  Coordinaten  beschrieben  ist. 

Die  Grösse  u  nennt  man  dabei  den  ,^{oariablen)  Paramefer\ 
Sind  nun  u  und  «i  =  w  +  z/w   zwei   benachbarte  Weitlie 
von  w,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen 
(2.)  F{x,y,u)  =  (i     und    F{x,y,u,)^() 

die  Sclniittpunkte  der  beiden  entsprechenden  Curven. 

Die  Coordhiaten  dieser  Schnittpunkte  genügen  daher  aucli 
den  beiden  Gleichungen 

(3.)     i*(r,  y,  «^)  =  0     und       ->- '  -^ — ^1 .v_L-^i__  =  0, 

Lässt  man  jetzt  Ju  unendlich  klein  werden,  so  gehen  die>e 
Gleichungen  über  in 

und  geben  die  Schnittpunkte  der  Curve  F{x^  y^u)  =  0  mit  einer 
unendlich  nahen  Curve. 

Durch  Elimination  von  u  aus   diesen  beiden  Gleichungen 
erhält  man  eine  Gleichung  z\s'ischen  x  und  y  allein,  nämlich 
(o.)  S[x,y)  =  0, 

welche   df^n  georyictrischen  Ort   allei^   Schnittpunkte   von  Je  zicu 
unetidlich  imhen  Carcen  der  yegehetien  Curvenachaar  darstellt. 

Dieser  geometrische  Ort  ist  eine  Curve,  welche  die  ..-?*'/'- 
hüllende  Curve  oder  die  Eiiveloppe^'  genannt  wird,  da  sie  die 
sämmtlichen  Curven  der  gegebenen  Curvenschaar  einhtiUt.  & 
gilt  nämlich  folgender  Satz: 

Die  Enveloppe  hat  in  den  Punkten^  welche  sie  mit  der  zu- 
gehörig oi   Curve 

F(x,  y,  u)  ^  0 

gemein  haty  auch  die  Tangente  mit  dieser  Curve  gemein. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  betrachte  man  drei  benachbarte 
Curven  0,  Ci,  Co  des  gegebenen  Curvensystems  (vergl.  Fig.  130, 
welche   den   Werthen  u,  ui,  u^    des  Parameters  entsprechen. 
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Ein    Schnittpunkt   der  Ciu-ven  ^^s-  »30. 

C  und    Ci   heisse   P.     Dieser  p       __^_ 

Sclmittpunkt  gehe  in  den  Punkt 

I\  über,  wenn  die  Curve  C  in 

C,    und   die   Curve   C\   in  Co 

übergeht.     Die  Punkte  F  und 

Pi  liegen  also   beide   auf  der  ,      ' 

i  ni-ve  Gl  und  rücken  einander    ^     ^^    (>^ 

unendlich     nahe,     wenn     die 

Weithe  u,  wj,  u^  unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind. 

d.  h.  wenn  die  Curven  C,  C\,  d  einander  unendlich  nahe  rücken. 

«Tlt^irhzeitig  rücken  die  Punkte  P  und  /^    auf  die  Curve  mit 

'Itrr  Gleichung 

S'{x,  y)  =  0, 
weil  sie  Schnittpunkte  von  je  zwei  unendlich  nahen  Curven  der 
iregebenen  Curvenschaar  sind.    Deshalb  ist  die  Verbindungslinie 
•iiiser  unendlich  nahen  Punkte  P  und   Px  eine  Tangente  der 
Curve  Ci  und  gleichzeitig  auch  der  Curve 

^(^,  i/)  =  0. 

Dadurch  ist  bewiesen,  dass  die  beiden  Curven  im  Punkte  P 
loder  in  dem  unendlich  nahen  Punkte  P\)  eine  gemehisame 
Tangente  haben,  dass  sie  sich  also  im  Punkte  P  berühren. 

Was  von  6\  gilt,  gilt  ebenso  von  jeder  beliebigen  Curve 
<ler  gegebenen  Curvenschaar.  p]s  ist  also  hiermit  bewiesen,  dass 
die  Ciu^'e 

S{x,  y}  =  0 
sämmtliche  Cun^en  des  gegebeneu  Ciu-ven Systems  berührt:  sie 
ist  daher  die  Umhüllung scurve  oder  Envelopjye, 

Dasselbe  Resultat  findet  man  auch  durcli  Rechnimg.    Die 

Gleichung 

S{x,  ij)^0 

kann  man  nämlich  aus  den  Gleichungen  (4.)  dadurch  herleiten, 

<!ass  man  den  Parameter  u  als  Function  von  x  und  y  darstellt, 

indem  man  die  Gleichung 

dF(x,  f/,  u)       ^         /»  i .     T-  / 

V  ^   _/  _  Q    auf  die  Form    u  =  (f(x,  y) 
au  ^^  '  ^^ 
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bringt,    und    dass  man   sodann   diesen  Werth  von   u   in  die 


Gleichung 

F{x,  y,  «)  =  0 

einsetzt.    Dies  giebt  also 

(6.)                 S(x,y)  =  Fix,y,u)     für     «=y(a:,yj, 

(7.) 

(  dS_dF     öFöu 
dz'^'Sx      du'  dx' 
dS_dF     öFdu^ 
dt/'~  dt/      du'  dy' 

Da  nun  aber  für  den  betrachteten  Punkt  P  mit  den  CiMjr- 

dinaten  a-,  y 

du 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (7.)  über  in 

dS_dF  <5^_öi^, 

^  dx'~^  dx^  dy'~  dy^ 

folglich  hat  nach  Formel  Nr.  88  der  Tabelle 

dS  dF 

dy dx  dx 

^^'^  dx^~  ÖS''       dF 

in  dem  betrachteten  Punkte  P  für  beide  Curven  denselben 
Werth,  d.  h.  die  beiden  Curven  haben  in  diesem  Punkte  die- 
selbe Tangente. 

Es  ist  allerdings  noch  hervorzuheben,  dass  die  EUminati'ii 
von  u  aus  den  Gleichungen  (4.)  durchaus  nicht  inuner  die 
Gleichung  einer  reellen  Curve  liefert. 

Dies  folgt  schon  daraus,  dass  nicht  jede  Schaar  von  gleich- 
artigen Curven  eine  ümhüllungscurve  besitzt.  Bei  den  con- 
centrischen  Kreisen 

x^  +  y^  —  u^=^0 
z.  B.  schneidet  kein  Kreis  den  anderen  in  einem  reellen  Punkte, 
folglich  giebt  es  fiir  diese  Curvenschaar  auch  keine  Umhüllungs- 
CTure. 
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Ebensowenig  haben  die  einander  benachbarten  confocalen 
Ellipsen 

oder  die  emander  benachbarten  confocalen  Hyperbehi 

reelle  Schnittpunkte  mit  einander  gemein,  folglich  giebt  es  bei 
dieser  Cnrvenschaar  auch  keine  Umhüllmigscurve. 
Dagegen  schneidet  jeder  der  Kreise 

( 9. )        F{x,  y,  u)  =  {x  —  uf  +  {y—  y~h^—i^f  —  a^  =  0 

den  folgenden  in  zwei  reellen  Punkten.    Deshalb  giebt   es  in 

diesem  Falle  eine  Umhiillungscurve.    Dabei  wii*d 

(1^-)   — ö^f  "^  =  -  2(.  -  «)  +  %  -Vi-  -.*)  ^^  -  0. 
Aus  Gleichung  (10.)  folgt 

oder 

(11.)  y  =  ^^y^' '-"'; 

deshalb  findet  man  aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (11.) 
u{b  zb  a)         ,,       u^b  zh  o)'- 

2  _  ^^H*'  --  w')  _  (*'  —  *^')  {^  =^  ^- 
y  -         yi        -  ir     -  -  ' 

folglich  ist 

(12.)  x^  +  y^  =  (b±af. 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichungen  das  obere  Zeichen,  so 
erhält  man  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  b  -\-  a\  und  nimmt 
man  das  untere  Zeichen,  so  erhält  man  einen  Kreis  mit  dem 
Halbmesser  b  —  a.  Die  Umhüllungscune  zerfällt  also  bei  diesem 
Beispiele  in  zwei  concentrische  Kreise.    (Yergl.  Fig.  129.) 
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§  118. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  System-  von  geraden  Linien  (Fig.  131)  sei 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  zwischen  den  Coordi- 
naten-Axen  liegenden  Abschnitte  derselben  die  constante  Län^e 
c  haben.  Man  soll  die  Gleichung  ihrer  Umhüllungscorve  auf- 
stellen. 

Auflösung.  Es  seien  OA  =  a  und  OB  =  b  die  Abschnitte, 
welche  die  Gerade  auf  den  Coordinaten-Axen  abschneidet,  dann 
ist  bekanntlich  ihre  Gleichung 


oder 


(1.)         .+?-'=<>. 


bx  +  ay  -  -  ab  =  0, 

Uer  Abschnitt  AB  der  Geraden  zwischen  den  beiden  Koor- 
dinaten-Axen  ist  daher  gleich  Yä^  +  b-.  Hat  also  dieser  Ab- 
schnitt die  constante  Länge  c,  mid  bezeichnet  man  den  Winkel 
OAB  mit  \i,  so  wird 

(2.)     a  =  ccosu,  (3.)     Ä  =  csin«; 

die  Gleichung  der  Geraden  AB  geht  daher  über  in 
(•1.)  F(x,  y,  u)  =  xsinu  +  ycosu  —  csiau  cosw  =  0. 

Dabei  ergänzt  der  Winkel  u  den  Winkel  «,  welchen  die 
Gerade  AB  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet, 
zu  1800. 

Um  die  Enveloppe  dieser  Schaar  gerader  Linien  zu  finden, 
bilde  man 

(5.)    -    '  ß  —  :rcosw  —  ymiu  —  ^(cos^tt  —  sin^w)  =  0 . 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  bezw.  mit 
siuM  und  cosw,  so  erhält  man  durch  Addition 
(6.)  x=^  +  ccos^w. 

Multiplich't  man  sie  dagegen  bezw.  mit  cos«^  und  —sin«, 
so  findet  man  durch  Addition 
(7.)  y  =  +  csin^w. 
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Die  Gleichungen  (6.)  und  (7.)   geben  die  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  der  dem  Werthe  u  entsprechenden  Geraden  mit 
der  unendlich  nahen.    Dieser  Punkt  ist  daher  auch  ein  Punkt 
der  IJmhüUungscurve.    Die  Gleichungen 
1 8.)  x  =  ccos^w,    y  =  csin^w 

stellen  also  die  Umhtillungscurve  dar,  wenn  u  alle  Werthe  von 
0  bis  2n  durchläuft.  Man  kann  aber  aus  diesen  Gleichungen 
auch  den  Parameter  u  eliminiren.    Erhebt  man  sie  nämlich  zur 


Potenz  -  ? 


so  erhält  man 
x^  =:  +  c^  cos^w, 


4   . 

=  +  c^  sm^w, 


und  wenn  man  diese  Gleichungen  addiit, 


(9.) 


^   +  y    =  c^ 


Dies  ist  die  Gleichung  der  Umhüllungscurve,  und  zwar 
ist  diese  Curve  unter  dem  Namen  „Astrotde^  bekannt.  (Vergl. 
Fig.  132.) 

Aufgabe  2.    Es  ist  durch  die  Gleichung 
(10.)         F{x,  y,  u)  =  a;cos(3w)  +  y  sin(3w)  —  acos  w  =  0 
eine  Schaar  von  geraden  Linien  gegeben;  man  soll  die  von  ihnen 
eingehüDte  Curve  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  134.) 

Kiepert,  Diiferential-Eeohnung.  34 
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Auflösung.    Hier  wird 

f  11  ^  ^i^ßi-^l  =  _  3:rsin(3M)  +  3ycos(3M)  +  «sinw  =  0. 
^    '^         du 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,  bezw.  z,  so  er- 
hält man 

(  Sx  =  a[3coswcos(3w)  -f  sinttsin(3tt)], 
^^^'^  \  3y  =  a[3cos«sin(3u)  —  sinttC0s(3M)]. 

Nun  ist  aber 

coswcos(3w)  +  sinttsin(3w)  =  cos(2m), 
2coswcos(3w)  =  cos(4«)  +  cos(2?/); 


ferner  ist 

folglich  wiird 

(13.) 


coswsin(3w)  —  sinwcos(3M)  =  siu(2M), 
2cose«sin(3w)  =  sin(4w)  +  sin(2«), 

j  Sx  =  a[cos(4:tt)  +  2cos(2m)], 
\  3y  =  a[sin(4«)  +  2sin(2«)]. 


(14.) 


Setzt  man  a  =  Bat  und  2u=zt  +  tt,  so  wird 
I  cos(2m)  =  —  cos  < ,       sin(2M)  =  —  sin^ 
I  cos(4w)  =  -f  cos(20,  sin(4w)  =  +  sin(20, 
und  die  Gleichungen  (13.)  gehen  über  in 
(15.)  a;  =  —  ai [2cos^  —  cos(2 1)],  y  =    -  ai[2sin<  —  sin(20j. 
Fi8^-*33.  j)j^g    gijj^    bekanntlidi 

die  Gleichungen  der  Car- 
dioide.  Die  Cardioide  war 
ein  besonderer  Fall  der  Epi 
cykloiden,  welchen  man  er- 
hält, wenn  der  Halbmesser 
des  festen  Kreises  dem  Halb- 
"Öi  öi~i  "^  messer  des  rollenden  &eise^ 
gleich  ist.  Durch  die  vor- 
liegende Aufgabe  findet  man 
also  eine  andere  Erzeugungs- 
weise der  Cardioide,  die  sich 
dann  auch  so  yeraUgemeinem 


/'  i 


\n 


/ 
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lässt ,  dass  man  jede  beliebige  Epicykloide  (oder  Hypocykloide) 
erhält. 

Die  Gleichung  (10.)  stellt  nämlich  eine  Gerade  dar  (vergl. 
Fig.  133),  welche  durch  die  beiden  Punkte  Pi  und  P«  mit  den 
'  üordinaten 

xi  =  a  cos(2m),     t/i  =  asin(2M) 
und 

X2  —  acos(4M),     ^2  =  asin(4w) 

hindurchgeht,  denn  diese  Werthepaare  von  z  und  y  befriedigen 
die  Gleichung  (10.).    Nun  wird  aber 

ae.)  xi*  +  yi^  =  «'     und    a-8*  +  y2-  =  a», 

d.  h.  die  Punkte  Pi  und  Pi  liegen  beide  auf  einem  Kreise,  der 
mit  dem  Halbmesser  a  um  den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten 
beschiieben  ist.  Dabei  sind  die  Winkel,  welche  die  Halbmesser 
oPi  und  OP2  mit  der  X-Axe  bilden, 

<  XOPi  =  2w,     <  XOP2  =  4w  =  2  -^  XOPi . 

Wenn  sich  also  der  Parameter  u  verändert,  so  bewegen 
sich  die  Punkte  Pi  und  P2  beide  auf  diesem  Kreise  fort,  der 
Punkt  P2  aber  doppelt  so  schnell  wie  der  Punkt  Pi. 

Dies  giebt  folgende  Erzeugung  der  Cardioide: 

Bewegen  sich  auf  einem  Kreide  zwei  Punkte  Pi  und  P%  soj 
dass  Pi  doppelt  so  schnell  läuft  wie  Pi,  so  umhüllt  die  Gerade 
PiPi  eine  Cardioide.     (Vergl.  Fig.  134.) 

In  ähnlicher  Weise  können 
auch  die  anderen  Epicykloiden 
erzeugt  werden,  wenn  der  Punkt 
P»  auf  dem  Kreise  m-mal  so 
schnell  fortschreitet  wie  der 
Punkt  P,. 

Dabei  war  bisher  voraus- 
gesetzt, dass  die  Punkte  Pi 
und  Pi  den  Kreis  in  gleicher 
Richtung  durchlaufen.  Wenn 
sie  aber  den  Kreis  in  entgegen- 
gesetzter Sichtung  durchlaufen, 
so  umhüllt    die   Gerade   P1P2 

eine  „Hupocyiloide^^. 

34* 


Flg.  134. 
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Man  kann  sich  in  folgender  Weise  von  dem  Vorstehenden 
durch  Zeichnung  überzeugen.  Man  theile  den  Umfang  ein^ 
Kreises  in  eine  Anzahl  gleicher  Theile.  (Vergl.  Fig.  ISA.)  E> 
sei  z.  B.  diese  Anzahl  gleich  48.  Dann  bezeichne  man  die  Theil- 
punkte  der  Eeihe  nach  durch  die  Nummern 
0,  1,  2,  3,  4,  . . .  47,  48, 
wobei  der  Punkt  48  mit  dem  Punkte  0  zusammenfällt.  Jetzt 
verbinde  man  die  Pimkte 

1  und  2,    2  und  4,    3  und  6, . . . 
allgemein  i  und  2k  durch  gerade  Linien.    Auf  diese  Weise  er- 
hält man  48  Tangenten  der    Cardioide,   und   zwar  wird  man 
daraus  die  Gestalt  der  Cardioide  sicherer  gewinnen,   als  wenn 
man  die  Curve  punktweise  construirt  hätte. 

Verbindet  man  dagegen  die  Punkte  k  und  mk  durch  Gerade, 
so  erhält  man  eine  andere  Epicykloide,  welche  der  Zahl  m  mt- 
spricht,  mit  grosser  Genauigkeit  als  die  Enceloppe  ihrer  Tan- 
genten. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Hypocykloide  als 
Enveloppe  ihrer  Tangenten  zeichnen.  In  diesem  Falle  wird  es 
zweckmässig  sein,  die  Anzalü  der  Theilpunkt^  auf  dem  Kreise 
etwas  grösser  anzunehmen. 

Aufgabe  3.  Es  ist  eine 
Schaai*  concentrischer  El- 
lipsen gegeben,  deren 
Halbaxen  mit  den  Coordi- 
naten  -  Axen  zusammen- 
fallen und  die  constante 
Summe  c  haben ;  man  soll 
die  Gleichung  der  En- 
veloppe bestimmen.  (Vgl. 
Fig.  135,) 

AuflSsung.  Die  Glei- 
chung einer  EUipse  mit 
den  Halbaxen  a  und  b  ist 

b^x^  +  a^y^  —  a2J2  =  o. 
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Da  aber  die  Axen  veränderliche  Länge  und  die  constante 
i>umme  c  haben  sollen,  so  setze  man 

a  =  u    und    i  =  c  —  u. 

Dadurch  wird  die  Gleichung  der  gegebenen  Curvenschaar 
ill.)        F[t,  y,  u)={c  —  ufx-  +  «V  —  u^{c  —  uf=0. 

Hieraus  folgt  durch  partielle  Differentiation  nach  u 

(18. 1        —  2(c  —  u)x^  +  2My«  —  2u{c  —  u){c  —  2u)  =  0, 

u 
oder,  wenn  man  mit  — -  multiplicirt, 

(18  a.j         (c  —  u)uz^  —  «V  +  u\c  —  u)  (c  —  2w)  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (17.)  und  (18  a.)  addirt,  findet 
man 

{c  —  u)cz^  —  (c  —  u)u^  =  0 , 

oder 

(19.)  ^=7'      ^^=-3/-- 

^  y  c 

Setzt  man  diesen  Werth  von  x^  in  die  Gleichung  (17.)  ein, 
so  folgt 

{20.)  y2  = -^  ,      y  ^  =  -3-^  • 

Deshalb  wird 

{21.)  x^  +  y^  =  c^, 

d.  h.  die  Enveloppe  ist  wieder  eine  Astroide. 

Aufgabe  4.    Es   ist   eine  Scbaar   von  Parabeln   durch   die 
Gleichung 

(22.)  F{x,  y,  u)  =  4c(y  —  ux)  +  (1  +  u^)x^  =  0 

gegeben;  man  soll  ihre  Enveloppe  bestimmen.   (Vergl.  Fig.  136.) 

AuflSsung.    Hier  ist 

(23.)  ^--^"2  ^'~  =  -  4c:r  +  ^ux?  =  0 . 

Dies  giebt  die  beiden  Lösungen 

2c 
(24.)      a;  =  0         und         (24  a.)     w  =  —  • 

X 
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§  118.    UmhtiUungscurven;  Uebungs -Aufgaben. 


Setzt  man  diesen 
A\'erth  von  u  in  die 
Gleichung  (22.)  ein, 
so  erhält  man  füi' 
die  Enveloppe  die 
Gleichung 
{2b.)x^+^c(t/-e)=0. 

Die  Enveloppe  ist 

also     wieder      eine 

Parabel.  Ausserdem 

schneiden  sich   alle 

Parabeln  der  gegebenen  Schaar  im  Punkte  O,  welcher   als  ein 

Theil  der  Enveloppe  zu  betrachten  ist  und  der  Lösung  durch 

Gleichung  (24.)  entspricht. 

Aufgabe  5.     Es  ist   eine   Schaar  von   Kreisen   durch    die 

Gleichung 

(26.)  F{x,  y,  u)  =  {x^uy  +  y^ -- 2up  +  p^  =  0 

gegeben;  man  soll  die  Enveloppe  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  137.) 

Auflösung.    Hier  ist 

dF(x,  y,  u)  ^ ,  .       ^ 

—-^7/—  =~H^~  '0  -  2p  =  0, 


(27.) 

oder 
(28.) 


du 


Fig.  187. 


X  =  U- 


Setzt  man  diesen  Weith 
von  .r  in  die  Gleichung  [2ß.) 
ein,  so  wii^d 

(29.)    i/=±:y2piu  —  ~p\ 

Die  Gleichungen  (2S.| 
und  (29.)  geben  die  Schnitt- 
punkte des  Kreises,  der  dem 
Parameter  u  entspricht,  mit 
dem  unendlich  nahen.  Diese 
Schnittpunkte  werden  ei-st 
reell,  wenn 

(30.)  u^p. 
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Die  Kreise  selbst  dagegen  werden  schon  reell,  wenn 
(31.)  2u^p. 

Liegt  u  zwischen  ^  und  p ,  so  sind  die  Kreise  zwar  reell, 

schneiden  aber  einander  nicht.  In  diesem  Falle  enthält  also  die 
gegebene  CuiTenschaar  unendlich  viele  CuiTen,  welche  die  be- 
nachbarten Curven  in  keinem  reellen  Punkte  schneiden. 

Indem  man  schliesslich  noch  u  aus  den  Gleichungen  (20.) 
und  (28.)  eliminirt,   erhält  man  die  Gleichung  der  Enveloppe, 
nämlich 
(32.)  f^^.2px. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel. 


§  119. 

Doppelpunkte  und  isolirte  Punkte. 

(Vergl.  die  Foi-mel- Tabelle  Xr.  147,) 

Wenn  eine  CuiTe,  deren  Gleichung 
(1.)  F{x,y)^0 

sein  möge,  zweimal  durch  denselben  Punkt  hindurchgeht,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  einen  ^^Doppelpunkt  der  Curve".  So  hat  z.  B. 
das  Folium  Cartesii  mit  der  Gleichung 

x^  +  y^  ~  3axy  =  0 
im  Nullpunkte  einen  Doppelpunkt.  (Vergl.  Fig.  83  auf  Seite  378.) 
Ebenso  hat  die  Lemniscate  mit  der  Gleichimg 

r^  ==  a2cos(2f/), 
oder 

iin  Nullpunkte  einen  Doppelpunkt.  ^Vergl.  Fig.  125  und  126 
auf  Seite  445  und  453.) 

Um  nun  zu  untersuchen,  für  welche  Werthe  von  x  und  y 
eine  CuiTe  einen  Doppelpunkt  hat,  braucht  man  nur  zu  beachten, 
dass  in  einem  Doppelpunkte  nicht  eine,  sondern  ztcei  Tangenten 
an  die  CJurve  möglich  smd,  denn  man  kann  an  jeden  der  beiden 
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§  119.    Doppelpunkte  vmd  isolirte  Paukte. 


Fifr  J88-  Curvenzweige,   welche   durch   den 

Doppelpunkt  hindurchgehen,  eine 
Tangente  legen.  (Vergl.  Fig.  138.) 
Streng  genommen  giebt  es  sogar 
in  einem  Doppelpunkte  unencUicJi 
viele  Tangenten,  wenn  man  von 
der  Erklärung  ausgeht,  dass  jede 
Gerade,  welche  zwei  unendlich  nahe 
Punkte  der  Curve  mit  einander  verbindet,  eine  Tangente  der 
Curve  ist.  Danach  würde  y^tfe  Gerade,  welche  man  durch  den 
Doppelpunkt  legt,  als  eine  Tangente  aufgefasst  werden  können. 
Hier  soll  aber  nur  die  Verbindungslinie  von  zwei  unendlich 
nahen  Punkten,  welche  auf  demselbm  Zweige  der  Curve  Uegm. 
als  eine  Tangente  angesehen  werden. 


Ist  nun  JF(a;,  y)  eine  eindeutige  Function  von  x  und  y,   so 
gilt  dasselbe  von 

(2.)      i.,(.,y)  =  _^^'.yJ    und     i^.(.,y)  =  -^.^|j^; 

es  wird  also  für  jedes  Werthepaai*  a-,  y  die  Richtungstangente 


(3.) 


tgtf 


^^y^    ^.'^S^y} 


dx^       F^{:c,y) 
im  Allgemeinen  nur  einen  einzigen  Werth  haben,  so  dass  der 
zugehörige  Curvenpunkt  nur  ein  einfacher  Punkt  sein  kann. 

Nur  in  dem  besonderen  Falle,   wo  -Fi(a:,  y)  und  JFi(ar,  y) 
beide  gleich  0  sind,  erhält  der  Ausdruck  für  tga  die  unbestimmte 

Form  -  ;    dann  kann  also  tg«  möglicher  Weise  mehr  als  einen 

Wertli  haben.  Die  Methode,  welche  in  §  58  zur  Berechnung: 
von  Ausdrücken  angegeben  wurde,  welche  an  der  Grenze  die 

Fonn  -    annehmen,  fiihrt  hierbei  in  folgender  Weise  zum  Ziele. 

Bezeichnet  man  wieder  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  durch 
Indices,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.),  indem  man  Zähler  und 
Nenner  einzeln  differentiiit. 
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lini  /  =  —  hm- , 

ax 

fiir 

Um  F^{x,  y)  =  0 ,    lim  jp2(a;,  y)  =  0, 

also,  weim  man  nach  Emsetznng  der  m  Betracht  kommenden 
Werthe  von  x  mid  y  das  Zeichen  ümes  fortlässt, 


oder 


oder 

(4a.) 


dx  F22 

Dasselbe  Eesultat  findet  man  auch,  üidem  man  die  Gleichung 

nochmals  nach  x  differentürt;  dann  erhält  man  nämlich 


m^,  y)      dF[(x,  y)di 
dx  dy       dx 


(6.) 

oder 

(6.,  ^,.  +  .^4  +  .,@)%«2=0. 

d^ff 
Aus  dieser  Gleichung  bestimmt  man  im  Allgemeinen  ^~  ; 

gilt  aber  die  Voraussetzung 

(7.)  i^i  =  0,     ^2  =  0, 

so  erhält  man  wieder 

oder 
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to^^  öfy  _  -  Fvi  ztyJ\l-F^ 

Hieraus  erkennt  man,  dass  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung -/-  zwei  Wertlie  erhält,  dass  es  also  in  dem  betrachteten 

Punkte  zwei  Tangenten  an  die  CuiTe  giebt,  deren  Richtungen 
dmxh  die  Gleichung  (8  a.)  bestimmt  sind. 

Diese  Untersuchung  giebt  daher  den  Satz: 
Ist  der  Punkt  D  mit  den  Coordinaten  x,  y  ein  Doppelpunkt 
der  Curvey  so  müssen  die  drei  Gleichungen 
(9.)  F(x,y)  =  (i,     j;(a:,y)  =  0,     ^^(^r,  y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt  werden. 


Die  beiden  Werthe  von  -r-  >   welche  man  aus  der  quadia- 

äx 

tischen  Gleichung  (8.)  erhält,  sind  reell,  wenn 
(10.)  -Fi2*'^-i'ni^22>0; 

sie  sind  dagegen  imaginär,  wenn 
(11.)  Fio^  —  FnF22<0. 

In  dem  eisten  Falle  erhält  man  einen  eigentlichen  Dopi^el- 
pimkt  mit  zwei  reellen  Tangenten,  in  dem  zweiten  Falle  aber 
sind  die  Tangenten  imaginär. 

Ein  Beispiel  möge  zeigen,  wie  die  Curve  in  dem  Doppel- 
punkte beschaffen  ist,  jenachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall 
eintritt.    Es  sei  nämlich 

(12.)  F{x,  y)  =  y^  —  (x  —  a)\x  —  6)  =  0, 

oder 

(12  a.)  F{x,  y)  =  y'^  —  x^  +  (2a  +  *)^^  —  (a*  +  2ab)x  +  a^b  =  ^'. 
dann  wird 

IFi  (x,  y)  =  —  3^2  +  (4a  +  2b)x  —  (a«  +  2ab) 
=  {x  —  a){—Sx+a+2b), 
^a(:r,  y)  =  2i/, 
(U.)  J;,  =-   6:r  +  (4a  +  2i},     F,2  =  0,     i^22  =  2. 


§  119.    Doppelpunkte  und  isolirte  Punkte. 
Für  .r  =  ö,  y  =  0  werden  also  die  drei  Gleichungen 

befriedigt,  und  man  erhält 

7^1  =  —  2(a  —  i),     7^^,2  =  0,     F22  =  2. 

Deshalb  wird  nach  Gleichung  (8  a.) 


539 


15.) 


f,  =  ^V.-l. 


Fig 

139. 
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Ist  a  >  J,  so  wird  V  a  —  h 
ivdl;  man  kann  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  Tangenten  in  dem 
I  ^»ppelpunkte  D  mit  den  Coordi- 
iiaten  a:=a,  y  =  0  zeichnen,  son- 
«lern  es  ergiebt  sich  auch  aus 
ijleichung  (12.),  oder  aus  der 
Gleichmig 

il2b.)  y  =  ±(x  —  a)  Y^^^ 
leicht  die  Gestalt  der  Curve.   Sie 
ist  symmetrisch  zur  X-Axe,  und 

y  wird  für  Werthe  von  x,  die  kleiner  als  h  sind,  imaginär,  d.  h* 
die  Curve  liegt  rechts  vcm  der  Geraden,  welche  man  durch  den 
Punkt  B  mit  den  (Koordinaten  x  =  b,  y  =  0  parallel  zur  T-Axe 
ziehen  kann.  Diese  Gerade  wii'd  von  der  Curve  im  Punkte  B 
berührt;  und  zwar  gehen  von  B  aus  zwei  symmetrische  Zweige 
der  Cur\^e,  welche  sich  im  Doppelpunkte  D  schneiden,  so  dass 
die  Curve  zwischen  B  und  IJ  eine  Schleife  bildet.  (Vergl. 
Fig.  1.39.) 

Ist  dagegen  a<J,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

y  =  zb  {x-~a)yx       bj 

dass  der  Punkt  I)  mit  den  Coordinaten  x  =  a,  y  =  0  wieder  ein 
Punkt  der  Curve  ist.  Für  alle  ^\'ertlie  von  x,  die  kleiner  als  a 
sind,  und  für  alle  Werthe  von  x,  die  zwar  grösser  als  a,  aber  kleiner 
als  b  sind,  wu'd  y  imaginär,  so  dass  auch  hier  die  Cun'e  eigent- 
lich erst  mit  dem  Punkte  B  beginnt,  dessen  Coordinaten  rc  -  6, 
^  =  0   sind.     Der   Punkt   I)   ist   daher   in    diesem    Falle    ein 
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§  120.     Doppelpunkte;  üebungs -Aufgaben, 


Flg.  uo. 


,,tsolirter  Punki'^  oier ..Einsiedler^'. 
Ein  solcher  isolirter  Punkt  ist  daher 
auch  als  ein  Doppelpunkt  anzu- 
sehen, in  dem  sich  zwei  imaginäre 
Curvenzweige  schneiden.  Deshalb 
werden  in  diesem  Falle  auch  die 
beiden  Tangenten  imaginär.  (Vrgl. 
Fig.  140.) 
Für 


Ö—il 


46  — a  4:(b—a\/ö- 

hat  die  Curve  zwei  Wendepimkte 
Wi  und  W2,  wie  man  duitli 
die  früher  angegebenen  Methoden 
leicht  bestätigen  kann. 


§  120. 
Uebungs-Aufgaben. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  147.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  beweisen,  dass  beim  Folium  Cariesii 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  ist,  und  soll  die  Richtung  der 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  bestimmen.  (Vergl.  Fig.  Ul) 

Auflösung.    Hier  ist 


F{x,  y)  =  a^  +  f  —  s  axy  =  0, 


(2.) 


(3.) 


1  Fi{x,y)  =  ^y^  —  Zax, 

Füi'  a:=  0,     y  =  0  weixiefl 
die  drei  Gleichungen 
F{x,  y)  =  0, 
F,{x,y)^0,     F',{x,y)=^0 
gleichzeitig  befriedigt,  folglich  ist 


§  120.    Doppelpunkte;  Uebungs -Aufgaben. 
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der  Nullpunkt  ein  Dopi)elpunkt.  Um  in  diesem  Doppelpunkte 
die  Richtung  der  Tangenten  zu  bestimmen,  setzt  man  die 
Werthe  von  jF„,  F12,  -F22  in  die  Formel  Nr.  147  der  Tabelle  ein. 
lUes  giebt 

(4.1 


-  F11F22 

=  lun             —  ^  - 

-  36.ry  ^ 

Nimmt    man  in  dieser  Gleichung  das   obere  Zeichen  und 
setzt  X  =  0,    y  =  0 ,  so  erhält  man 
i4a/)  tg«!  =  00. 

Nimmt  man  dagegen  das  untere  Zeichen,  so  erhält  tga  zu- 

0 


nächst  die  unbestimmte  Foim 


0 


Um  den  Grenzwerth  dieses 


unbestimmten  Ausdrucks  zu  erhalten,  multiplicii-e  man  Zähler 
und  Nenner  des  Bruches  mit  a  +  "J/a^  —  4^^^  Dadurch  erhält 
man 


',4  b.)  tga2  =  lim 


a  —  Ya^  -     -kxy 


2x 


=  Hm "- =0, 

2y  a+ya:^  —  ^xi/ 

oder 

i  5.)  ai  =  90»,     «2  =  0», 

d.  h.    die    beiden    Coordinaten-  Axen    sind    Tangenten    in    dem 
Doppelpunkte  der  Curce, 

Aufgabe  2.  Man  soll  be- 
weisen, dass  bei  der  Lemniscate 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt 
ist,  und  soll  die  Richtung  der 
beiden  Tangenten  in  diesem 
Punkte  bestimmen.  (Vergl. 
Fig.  142.) 

Auflosung.    Hier  ist 
(6.)  F{r,  y)  =  :r*  +  2xY  +  y*  —  aV  +  a^  =  0 , 

also 


Fig. 

142. 

7 

\ 

K^ 

\ 

^ 

\ 

\ 
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(7.)     Fr{x,  y)  =  4:c»+^y2  _  2a'x,     F^{x,  y)  =  4:cV+4/+2fl7/, 
<8.)     i^,  =  12a:2+4y2— 2a2,     j;2  =  8xy,     1-^  =  40:2+ 12/ +2«-. 
Für  a;  =  0,  y  =  0  werden  die  drei  Gleichungen 
F{x,y)  =  0,     F,{x,y)  =  0,     F^{x,y)  =  0 
gleichzeitig  befriedigt,   folglich   ist  der  Nullpunkt  ein  Doppel- 
punkt.   Um  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte 
zu  bestimmen,  beachte  man,  dass  für  a:  =  0,  y  =  0 
(9.)  Fn=-  -    2d\     F,.  =  0,     Fn  =  +  2a^ 

wird.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  147  der  Tabelle 

<io.)     $^  =  tg«=--A^-=^-l5^31Z^  =  ±i. 

also 

(11.)  «i=  +  450,     «2  =  — 450, 

d.  h.  die  beiden  Tangenten  im  Nullpunkte  halbiren  die  Winkel, 

welche  die  Coordinaten-x^jcen  mit  einander  bilden. 

Durch  fortgesetzte  Differentiation  der  Gleichung 

F{x,  y)  =  0  i 

eihält  man  der  Reihe  nach  unter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  die  Gleichungen 

(12)  ^+^1^-0 

(13)  (dF     dFd!,^^^)      dFcPy_ 

^^*"''  \dx  ^  dy  dz)    "^  '^  \dxdy  "■■  ~dy^  dx)  dx^  "*"  dy  dx^ 
Bei  einfachen  Curvenpunkten  findet  man 

aus  Gleichung  (12.)  die  Grösse  j-i 

')  »  (!•*•)        )I  "        d^' 

ist  aber  der  Punkt  ein  Doppelpunkt,  so  wird 
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8F  dF 

dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.)  auf 

'     *•      y^x^d^Tx)    '^\dxdy^  öy»  Tx)  dx^  "  " ' 

oder 

lUb.)  F,„  +  3/-„.  I  +  3F,„  (!)'+  i?.(*)' 

Da  die  Gleichung  (12.)  zur  Berechnung  von  --^   illusorisch 

wird,  liefert  Gleichung  (13a.)  die  beiden  Werthe  dieser  Grösse; 
aus  Gleichung  (14  a.)  oder  (14  b.)  findet  man  dann  die  zugehö- 

rigen  Werthe  von     \  • 

Für  die  Lemnücate  wird  z.  B. 
Ü5.)     F,ii  =  24:r,     Jl,2  =  8y,     Fi2^  =  8x,     Fn%  =  2^y, 
Ausdrücke,  welche  für  x=0,  y  =  0  sämmtlich  verschwinden. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  geht  daher  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (14  b.)  über  in 

(16.)      3(0  +  2a*|)-3=0,     oder     ±  6a^  g  =  0. 

Die  Werthe  von  -.^  sind  also  beide  gleich  Null.    Daraus 

folgt,  dass  die  beiden  Curvenzweige  der  Lemniscate^  welche  sich 
in  ihrem  Doppelpunkte  schneiden^  gleichzeitig  W^e7idepunkte  sind. 
(Vergl.  Fig.  142.) 

§  121. 

Mehrfache  Punkte. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  148.) 

Wenn  für  ein  Werthepaar  r,  y  nicht  nur  die  Gleichungen 
i^(x,y)  =  0,     F,(x,y)  =  0,     F^^ix,  y)  =  0 
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befriedigt  werden,  sondern  ausserdem  auch  noch  die  Gleichungen 

SO  ist  es  nicht  mehr  möglich,  die  Werthe  von  -^  nadi  den  An- 

gaben   der  Formel  Nr.  147    der  Tabelle   zu   berechnen;  dann 
reducirt  sich  aber  die  allgemein  geltende  Gleichung 

''^•'    \dx  ^  dy  dx)   ^    \dxdy  ^  dy' dx)  da?^  dy  di?~^ 
auf 

oder 

.2..)        i..„  +  8fl„|  +  SF,„(|)'+«»(|)=«. 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  -y-    vom   dritten  Grade 

dz 

und  liefert  daher  drei  Werthe  dieser  Grösse.   In  dem  zugehörigen 

Curvenpunkte  giebt  es  daher  drei  Tangenten  der  Curve,  woraus 

man  schliessen  kann,  dass  drei  Aeste  der  Curve  durch  diesen 

Punkt  hindurchgehen. 

Ein  solcher  Curvenpunkt  heisst  daher  ein  y,dreifacker  Punkt 
der  Curve". 

Sind  auch  die  dritten  partiellen  Ableitungen  von  F{z^  y) 
sämmtlich  gleich  Null,  so  kann  man  auch  aus  der  Gleichung 

(2a.)  noch  nicht  die  Grösse  ~  berechnen;  dann  gilt  aber,  wie 

man  durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  (1.)  erkennt, 
die  Gleichung 

r^F  .  dFdu^i^)     ^ 
^^•)  {d-z+d-yi}-'^         . 

welche  vier  Werthe  von  -p^  liefert.    Der  betrachtete  Punkt  ist 

dz 

dann  ein  ^^vierf  acher  Funkt  der  Curve",  denn  es  giebt  in  diesem 

Punkte  vier  Tangenten  an  die  vier  verschiedenen  Zweige  der 

Curve,  welche  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen. 
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In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  kommt  schliess- 
lich zu  dem  folgenden  Resultate: 

Sind  die  n'*"  partiellen  Ableitungen  von  F{x,  y)  die  ersten 
welche  för  die  Coordinaten  x,  y  des  Punktes  P  nicht  sämmÜichy 
verschwinden^  so  findet  man  aus  der  Gleichung 


(^0 


\dx       dy  dx)   "" 


n   JVerthe  von  -^  >  denen  n  Tangenten  in  dem  betrachteten  Punkte 

an   n   verschiedene  Zweige  der   Curve  entsprechen.     Der  Punkt 
P  heisst  dann  ein  j^n-f acher  Punkt  der  Curve^^. 

Beispiel. 

Es  sei 
( 5.)  F{x,  y)  =  {a?  +  yy  —  y{y^  —  3^^)  =  o 

die  Gleichung  der  Curve,  dann  wird 

F{x,  y)^x^  +  3a^y'  +  dxY  +  y«  —  y«  +  Sx^y, 

\    F2  =  ßx*y  +  12a^^y3  +  gys  _  3^2  j^  3^^ 

IFn  =  30a:*  +  36a:y  +  6y*  +  ßy, 
Fii  =  24.r3y  +  24zy^  +  6x, 
F22  =  6ar*  +  36a:  V  +  30y*  —  6y, 
j  Fni  =  120a:«  +  72xy^,     Fm  =  72a:2y  +  2V  +  «> 
I  Fm=24a:«+  72xy^, 


(6.) 


(7.) 


(8.) 


Für  a:  =  0,  y  =  0  werden  die 
6  Gleichungen 

F=  0,      Fl  =  0,      Ji  =  0, 

i^ii  =  o,  j;2  =  o,  1^20  =  0 

befriedigt,  folglich  ist  der  Null- 
punkt ein  dreifacher  Punkt,  in 
welchem  man  die  Eichtung  der 
drei  Tangenten  aus  Gleichung  (2a.) 
findet,  indem  man 


Fi22  =  72x^y  +  120y«  —  6. 

Fig.  143. 
A 


Kiepert,  Diffeiential-Beclmüiig. 
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(8a.)  i'ni  =  0,     J'm  =  6,     -F.s-.  =  0,     Fm=— 6 

einsetzt.    Dies  giebt 


•«i-<ä)=». 


oder,  wenn  man  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  tgai, 
tg«2,  tg«3  bezeichnet, 

(9.)  tgui  =  0,     tga.  =  -M/3,      tgaa  =  — fS, 

(10.)  «i  =  0»,       «2  =  60^  «3  =  120^. 

(Vergl.  Fig.  143.) 
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Spitzen  oder  RQckkehrpmiMe. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  149.) 
In  Formel  Nr.  147  der  Tabelle,  nämlich  in  der  Gleichung 


(1.) 


dl^  —  Fvi  ±yj\%^  —  FnF^  ^ 


dz  Ft2 

welche  die  Richtung  der  beiden  Tangenten  in  einem  Doppel- 
punkte lieferte,  kann  es  vorkommen,  dass 

(2.)  1^12'^  — i^lli^22  =  0 

wird.    Dann  sind  die  beiden  Werthe  von  ^    einander  gleich 

d.  h.  die  beide7i  Tangenten  fallen  in  eine  zusammen.  Durch 
den  betrachteten  Punkt  gehen  daher  zwei  Zweige  der  Curre, 
die  sich  gegenseitig  berühren.  Hierbei  werden  im  Allgemeinen 
die  beiden  Curvenzweige  nur  auf  der  einen  Seite  des  betrachteten 
Punktes  reell  sein,  während  sie  auf  der  anderen  Seite  imagin^ 
werden.    Ist  z.  B. 

(3.)  y  =  cf{x)  ±{x  —  a)  V^, 

wobei  (f{x)  und  xij{x)  rationale  Functionen  sein  mögen,  die  für 
X  =:  a  nicht  unendlich  gross  werden,  so  ist 
(4  )  f^  ^  ^.^)  ^  '2xp{x)+{x-a)  xp\x)  ^ 

«^^  2yip{x) 
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Aus  Gleichung  (3.)  findet  man   andererseits  durch  Fort- 
schafEiing  des  Wurzelzeichens 
■  5.)  I\x,  y)  =  [y  -  <f{x)f  -(x-  ayipix)  =  0, 

\F,{x,y)=-2[y^ff:^x)Mx)-2(x-a)xpixy    (r~-a)V'(^), 
^'•^     \F,(x,y)=+2[y-v{x)], 

I  Fu  =  +  2^\xy  -  -  2[y  -  <fix)]ip%x)  -  2ip(x) 
(7.)  ^^{x~-a)^\x)-{x-ayr{x), 

\F,2^-2ff\z),     Ji2  =  +  2. 
Deshalb  erhält  man  für  x  =  a,  y  =  <p{a) 
.s.)     F{x,y)  =  0,     F,(x,y)  =  0,     J,(^,  y)  =  0; 
'9.)     f;,  =  2y'(a)*  —  2iKa),     F,^  =- —  2(pXa),     F„  =  +  2. 

Aus  den  Gleichungen  (8.)  folgt,  dass  der  Punkt  mit  den 
Coordinaten  a:  =  a,  y  =  (p(a)  ein  Doppelpunkt  ist,  und  aus  den 
Gleichungen  (9.)  ergiebt  sich,  dass  für  diesen  Doppelpunkt 

(10.)     tg«  =  ^  = ^r^ =  fp\a)±yip{a). 

Dasselbe  Resultat  findet  man  noch  leichter  aus  Gleichung  (4). 

Wenn  sich  nun  der  Factor  x — a  von  der  Function  ip(x) 
absondern  lässt,  so  dass  für  x  =  a 
a  1.)  Fti^  —  Fn  Fn  =  4  ip{a)  =  0 

wild,  so  fallen  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkte  der  Curve 
in  eine  zusammen,  und  die  Curve  selbst  hat  in  dem  Doppelpunkte 
eine  Spitze,  wenn  \p{x)  mit  x  —  a  zugleich  das  Vorzeichen 
wechselt.    Wird  z.  B. 

i{j{x)  >  0  für  :c <  a    und    ip(x)  <  0  für  x>a, 
wobei  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  nur  hinreichend  kleine  Werthe 
von  x  —  a  in  Betracht  kommen  sollen,  so  sind  die  beiden  Werthe 

von  y  mid  von  -~  nur  dann  reell,  wenn  x^a  ist;  sie  werden 
ax 

imaginär,  wenn  x>a  ist.     Wird  dagegen 

W{x)  <  0  für  a;  <  a    und    xp{x)  >  0  fiir  x>a, 

so  sind  die  beiden  Werthe  von  y  und  von  ^   nur  dann  reell, 

wenn  x^a  ist;  sie  werden  imaginär  für  x<ia. 

3ö* 
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Die  beiden  CuiTenzweige  haben  daher  in  dem  Doppelpunkte 
dieselbe  Tangente  und  endigen  in  diesem  Punkte,  so  dass  der 
eine  Curvenzweig  als  die  Fortsetzung  des  andern  betrachtet 
werden  muss.  Ein  solcher  Punkt  heisst  demgemäss  eine  ,,Spiize 
oder  ein  Rückkehrpunkt  der  Cun'^e",  und  die  zugehörige  Tar.- 
gente  heisst  y^Rückkehrtangente^^. 

Eine  Spitze  ist  gewissermasseu  der  Uebergang  von  einem 
eigentlichen  Doppelpunkte  zu  einem  isolirten  Punkte,  ebenso  wie 
eine  quadratische  Gleichung  mit  zwei  gleichen  Wurzeln  den 
Uebergang  bildet  von  einer  quadratischen  Gleichung  mit  zwei 
reellen  Wurzeln  zu  einer  mit  zwei  imaginären  W^urzeln. 

So  liefert  das  in  §  119  gewählte  Beispiel 

F{x,y)  =  y^  —  {x  —  af(x  —  b)  =  o 
einen  eigentlichen  Doppelpunkt,  wenn  a  >  ä,  einen  isolirten  Funki. 
wenn  a<i,  und  eine  Spitze^  wenn  a  =  b  ist.    In  der  That. 
dann  wird 

(12.)  F{x,y)  =  f^-{x~a)\ 

U3.)  F,{x,y)^—Z{x  —  a)\     Foix,  y)  =  2g, 

(14.)  i^ii  =  — 6(;r  — a),     F^  ^  0,   >22  =  2, 

folglich  ist  flir  a;  =  ö,  y  =  0 

(15.)  F(x,g)  =  0,     F,{x,y)==0,     F,(x,y)  =  0 

und 
(16.)  i'V  — i^ni^22  =  0. 

Hier  kann  die  Gleichung  der  Curve  auch  in  der  Form 
(17.)  g=±{x  —  a)yx  —~a 

geschrieben  werden;  dies  giebt  dann 

(.8.)      l-ilr.—., 

und  man  erkennt,  dass  y  nur  reell  ist. 
wenn  r'^a,  und  dass  für  x^a  dif 
beiden  Tangenten  der  Curve  mit  der 
X-Axe  zusammenfallen.  Der  Pnnkt  S 
mit  den  Coordinat^n  x  =  a,  y=^0  i^^ 
daher  eine  Spitze  der  Curve.  (Vergi 
Fig.  144.) 
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Ändere  Beispiele  für  das  Auftreten  von  Spitzen  liefern  die 
Epicykloiden  und  Hypocykloiden  ^  insbesondere  die  Cardioide 
und  die  Astroide;  ferner  die  Evoluten  oder  Krümmunffsmüfel' 
punkts-Curven. 

Gewöhnlich  wird  von  den  beiden  Zweigen  einer  Curve, 
welche  in  einer  Spitze  zusammentreffen,  der  eine  nach  oben 
concav  und  der  andere  nach  oben  convex  sein,  so  dass  die  ge- 
meinsame Tangente  ztoiscken  beiden  liegt,  wie  z.  B.  bei  der 
Evolute  der  Parabel  (Fig.  109  auf  S.  423),  der  EUipse  (Fig.  110, 
111  und  112  auf  S.  424  und  425)  und  der  Hyperbel  (Fig.  113 
auf  Seite  426).  Diese  Spitzen  nennt  man  „Spitzen  erster  Arf^. 
Es  können  aber  auch  die  beiden  Zweige,  welche  in  einer  Spitze 
zusammentreffen,  auf  derselben  Seite  der  gemeinsamen  Tangente 
lieiren.    Es  sei  z.  B. 

(19.)  y  =  x^±:  x^, 

oder 

(H^a.)  F(x,  y)  —  y^  —  2x^y  +  x^  —  x^=^0. 

Hier  wird 
(20.)     Fi{x,  y)  =  _  4ary  +  4:^3  _  5^^     ^^(^.^  y)  ^.  gy  _  ^x^^ 

(21.)     Fn  =  —  4y  +  12a;2  -^  20x\     Fn  =  —  4a:,     F22  =  2. 

Für  x  =  0,  y  =  0  verschwinden  F{x^  y),  Fi{x,  y),  F2{x,  y), 
folglich  ist  der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt.    Dabei  wird 


(22.)  tga  =  f=  ^--^  VFn^-FnF...  ^  ^^ 

dx  F-12 

d.  h.  die  Tangenten  an  die  beiden  Ciirvenzweige  in  diesem  Doppel- 
punkte fallen  mit  der  X-Axe  zusammen.  Deshalb  hat  die  Curve 
in  diesem  Doppelpunkte  eine  Spitze,  Dass  der  Nullpunkt  wirk- 
lich eine  Spitze  ist,  erkennt  man  aus  Gleichung  (19.),  weil  y 
imaginär  ist,  sobald  x  negativ  wird. 
Femer  folgt  aus  Gleichung  (19.) 

Das  doppelte  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (19.)  und  (23.) 
entspricht  dem  Umstände,  dass  jedem  Werthe  von  x  zwei  Werthe 
von  y,  also  auch  zwei  Punkte  der  Curve  zugeordnet  sind. 
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Fig.  145. 


Im  Nullpunkte  fkUen  diese 
beiden  Punkte  zusammen  und 
gleichzeitig  auch  die  beiden  Tan- 
genten. So  lange  a:  <  1  ist,  Kegen 
auch  beide  Zweige  der  Cur\e 
über  dieser  gemeinsamen  Tan- 
gente, nämlich  über  der  X-Axe, 
weil  beide  Werthe  von  y  positiv 
sind.    Für  kleine  Werthe  von  x, 

64 
h,  für  X  <  ---   werden   sogar 


225 


beide     Werthe 


von     ,-.,  postttc, 

d.  h.  beide  Zweige  der  Curve  sind  in  der  Nähe  der  Spitze  nach 
oben  concav;  erst  für 

d.  h.  der  untere  Curvenzweig  hat  in  dem  zugehörigen  Punkte 
einen  Wendepunkt  TT,  in  dem  er  sich  von  der  Gonca\ität  zur 
Convexität  wendet. 

Eine  solche  Spitze  nemit  mai?  eine  „Spitze  zweifer  Art*- 
oder  ,,Schnabel' Spitze''.     (Vergl.  Fig.  145.) 


XV.  Abschnitt. 

Herleitung  und  Anwendungen  der  Taylor'schen 

Reihe  für  Functionen  von  mehreren 

Veränderlichen. 

§  123. 

Die  Taylor'sche  Reihe  für  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  150.) 
Es  sei 

(1.)  ^  -/(^,  y) 

eine    Function    von    zwei    Veränderlichen,    dann    kann    man 
f{x  +  A,  ;y  +  X;)  in  ähnlicher  Weise  nach  Potenzen  von  h  und  k 
entwickeln,  wie  früher  (§  30  und  31)  f{x  +  h)  nach  Potenzen 
von  h  entwickelt  wurde. 

Man  findet  diese  Entwickeluiig  sehr  leicht,  indem  man  zu- 
nächst 

ht  statt  Ä,    kt  statt  k 

schi-eibt  und  f{z  +  A^,  y  +  kt)  nach  steigenden  Potenzen  von  t 
entwickelt.  Dies  geschieht  nach  der  Jfac-I/awrm'sclien  Reihe  in 
folgender  VS^eise.    Man  setze 

(2.)  x  +  htr=.u,    y  +  kt=v,    f{u,v)  =  F{t), 

dann  wird  nach  Formel  Nr.  51  der  Tabelle,  wenn  man  /  mit 
F  und  X  mit  t  vertauscht, 
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(3.)  F(t)  =  F(0)  +  ^  F\0)  +  ^  r\o)  +  •  •  •  +  ^  1^<"K0)  +  R. 

Bei  der  Bildung  von  F(t) ,  F"(t\  . . .  muss  man  beachten, 
dass  für  diese  Rechnung  t  die  einzige  Veränderliche  ist,  während 
X,  y,  h,  k  constant  bleiben,  dass  also 

wird.    Dadurch  erhält  man  nach  Formel  Nr.  138  der  Tabelle 


(5.) 


^  ^  ~      dt      ~dudt'^  de  dt  ~  ö«    ■'"öc  ' 


Die  Formel  Nr.  138  der  Tabelle  ist  hier  anwendbar,  weil 
u  und  V  lineare  Functionen  von  t  sind.    Für  t=  0  wird 

(6.)     e^-o-,    t.  =  y,   --^^-     -— ^^-      ,-    ^---_-^--- 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass 

5J  ""    '    öy  ~" 

ist,  weshalb  auch  für  beliebige  AVerthe  von  t 

§f{u,v)  ^  qf(u,  v)  du  ^  df(u,  V) 

öx      ~      du      dx~'     du 

df(u,  v)  __  df{u,  v)  dv      df(Uj^  v) 

dy      ~      dv      dy  do 

wird,    Aehnliches  gilt  für  die  höheren  Ableitungen.   Daraus  folgt 


(7.) 
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i^«+i)(0/)  = 
/df(x  +  0hf,  y+  Qkt)        öf(x+@At,  y+Q^r«)  \(»+«) 
i,-      -~  dx—        -''+   -    -      dy     ~       V       ' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (3.)  ein,  so  er- 
hält man 

wobei 

(9.)  -B  =  v     ■  ,-r,  i''<"+'*f®<)  = 

(«  +  !)! 

<-+«      /df(x+ehf,y+&if) ,  .  df(x+&hi^y  +  &kt)  \^+'^ 

oder,  wenn  man  die  zweite  Form  des  Eestes  anwendet, 
UO.)  B  =  '*  [2?X»J(0,<)  -  -  i;'(»)(0)] 

""«IV      '         dx  "*""  öy  / 

Setzt  man  schliesslich  t  gleich  1,  so  geht  Gleichung  (8.) 
über  in 
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(8..)/(«+i,,+*)=/(,,i,)+(|*+|*)+|5(f  *+!*)'" 

wobei 

(9a.)  B=  ^^(m^_^h^ek)    df(.+eh,y+ei)^:f^^^ 

^     ^  (»+!)!  \  dz  oy  ) 

oder 

(loa.)  i2=  ir/gr(^+Q.^.y+<^iff.;^+^/(^+QAy+Q.>^-U)"> 

^        ^  »!L\  dx  dy  ) 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  wieder  von  der  symbo- 
lischen Bezeichnungsweise  Gebrauch  gemacht,  nach  welcher  z.  B. 

=/i.(a;,  y)Ä«  +  2/12(3;,  y)ÄA  +/M(ir,  y)A» 
wird.    Die  Grösse  0  liegt  dabei  immer  zwischen  0  und  + 1- 

Diese  Art  der  Entwickelung  lässt  sich  ohne  Weiteres  aul" 
Functionen  von  drei  oder  von  mehr  Veränderlichen  übertragen. 
So  ist  z.  B. 

(12.) /(;r  +  Ä,  y  +  >l-,  ^  +  /)  =/(;r,  y,  ;^)  +  (gA+|J/  + :0 

-^i(l*  +  |*  +  l')"'- 
+i(l*  +  |*  +  l')'-V- 

Aus  der  Tö//for*schen  Reihe  für  Functionen  von  mehm'en 
Veränderlichen  lässt  sich  dann  auch  die  Mae-Laurin'sche  Reili^ 
herleiten.  So  braucht  man  z,  ß,  bei  Functionen  von  drei  Ver- 
änderlichen nur 

x^O,    y  =  0,    z  =  0 

zu  setzen  und  dann 
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X  statt  Ä,    y  Statt  k^    z  statt  / 
zu  schi'eibeD,  um  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von 
^,  y  und  z  zu  entwickeln. 


§  124. 

Homogene  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  151.) 

Eine  Function 
II.)  -=/(^i>  ^2,  ...a:„) 

C0A4  n  Veränderlichen  :ri,  ajj,  . . .  a:«  Äem^  eine  ^^homogene  Function 
fj^un  Qrades^^,  wenn  sie  sich  durch  Multipiication  der  sämmtlichen 
Veränderlichen  mit  ein  und  demselben  Factor  t  in  sich  selbst  ver- 
wandelt, multiplicirt  mit  der  m'*"  Potenz  dieses  Factors, 

Eine  homogene  Function  m^^  Grades  wird  daher  erklärt 
durch  die  Gleichung 

(;-^-)  /(^^t ,    tX2,...fXn)  =  tr'f{Xx ,    :r2  ,  .  .  .  Xn) . 

So  ist  z.  B. 

f{x,  y,z)—a?  —  2x^y  +  \yz^  —  Ixyz 
eine  homogene  Function  dritten  Grades  von  x^y^  z; 

f(x,y,z)^x^+^6xy+  ^-  -  ^  ~ 
und 

sind  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  x,  y,  z; 

/(-.  y.  ^)  -  y,-.-+-^..  +  yyr^  ,i  +  y,.  ^r,, 
ist  eine  homogene  Function  malten  Grades  von  x,  y,  z. 

Satz  1.  Dividirt  man  et?ie  homogene  Function  m'*"  Giades 
durch  die  m'*  Potenz  einer  ihrer  Veränderlichen^  z.  B.  durch 
^»"•,  80  wird  der  Quotient  nur  von  den  n  —  1  Verhältnissen  dei' 
übrigen  Veränderlichen  zu  dieser  einen  abhängen^  d.  h.  der 
Quotient  ist  nur  noch  eine  Function  von  n  —  l  Veränderlichen 
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-    ,    —  >     •  •  • 

Xn        X^  Xn 


Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

/(tei,  tXi,  ...  tXn-ij  tXn)  ^  t^f(xi^  X^,  ...  X,^i ,  Xn)\ 

setzt  man  in  dieser  Gleichung  ^  =  —  >  so  erhält  man 

/g  N  (3-1,3:2,  ..  .Xn~uXf)  __      /x^      x^  ^     ^  ^  r^i  ^      \ 

Satz  2.  -4wÄ  ^w^  nicht  homogenen  Function  mit  w  — 1 
Veränderlichen  (f(ui,  «2»  . . .  «n— i)  ^'o»«  fnan  eine  homogen? 
Fu7wtion  m'***  Grades  mit  n  Veränderlichen  machen,  indem  mn 


_Xi 

X2 

_  Xn-l 

W2  =  —  »     . 

.  .  Un^l 

^  Xn' 

Xn 

Xn 

setzt  und  die  Function  mit  a:„~  multiplicirt.    Dabei  ist  der  Ex- 
ponent m  noch  ganz  beliebig. 
Beweis.    Vertauscht  man  in 

(4.)  ;r„-9>(g ,   f^,  •  ■  ■  ^^*)  =/(:r.,  z,,  . . ,  x^) 

xi  mit  txi,  X2  mit  txz,  ...Xn  mit  ten,  so  geht  Gleichung (4. 
über  in 

t^Xn^g>(-',     ^\     ^^•^^\:=.f{tXi,tx,,...tXn), 
\Xn       Xn  Xn  J  ^ 

folglich  wird 

/(toi,    ^2,    ...  ton)  =  i^f{x.\^    X%^    ...  X^. 

Ist  9)(wi,  W2,  ...«n-i)  eine  ganze  rationale  Function,  so 
verfügt  man  über  die  beliebige  Zahl  m  gewöhnlich  so,  dass  aucb 
die  homogene  Function  /(ari,  3:2,  ...a-«)  eine  ganze  rationale 
Function  wird. 

Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  Gleichungen  zwischen 
a;,  y  oder  zwischen  x,  y,  z  homogen  zu  machen,  wodurch  ihr^ 
Behandlung  fiir  viele  Zwecke  bequemer  wird.  Ist  z.  B.  ^i^ 
Gleichung 

(5.)       axiX^  +  2anxy  +  022^-  +  2ax^x  +  2aizy  +  ajs  =  0 
gegeben,  so  setze  man 
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x  =  -  »   y  =  — 

Xz  Xz 

und  multiplicire  mit  x^.    Dadurch   erhält  man  eine  homogene 

Gleichmig  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  ari,  ^ro,  z^, 

nämlich 

i^G.j     anXx^+2ai^XiXi+anZr+2axzXiXz+2ai^X2Xz+aziXz^  =  0. 

Indem  man 

:ra  =  1 ,    also    xx  =  x^  X2  =  y 
setzt,  kann  man  dann  jederzeit  von  den  homogenen  Gleichungen 
zu  den  nicht  homogenen  zurückkehren, 

Satz  3.  Die  ersten  partiellen  Ableitungen  einer  homogefien 
Function  m^^  Grades  sind  sämmtlich  homogene  Functionen 
\  m  —  !)'•"  Grades, 

Beweis.    Bezeichnet  man,  wie  gewöhnlich, 

dj{.^,,...x^)  mit /„(..,. „....a 

so  folgt  aus  der  Voraussetzung,  nämlich  aus  der  Gleichung 

f{tXxy  tX2,  .  .  .  tXn)  =  t"f{Xi,  X2,  .  ..Xn), 

durch  partielle  Differentiation  nach  j-u 

fa(tXi  ,  tX2,  ..  .tXn).t=  f^fai^-i  y  X2,  ...  X,,)  , 

oder 

< ''-)  Ja{f^i  jtX2,  .  ..  tXn)  =  t^^-^f^ixi ,  X^j  .  .  .  X») , 

(l  h.  fa{xij  Z2,  ...Xn)  ist  eine  homogene  Function  {m  —  1)'*" 
i^rades,  wobei  a  die  Werthe  1,  2,  . .  ,n  haben  darf. 

In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  jede  zweite 
partielle  Ableitung  von  einer  homogenen  Function  m'«»»  Grades 
eine  homogene  Function  (m — 2)^*"  Grades,  allgemein,  dass  jede 
partielle  Ableitung  r'*'*  Grades  eine  homogene  Fmiction  {m — ry^ 
Grades  ist. 

Setzt  man 

'8.)  tXi  =  Ui        tX2=  Wj,    .  .  .  tXn  =  Un  , 

SO  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

ly.)  fiUl ,  W2 ,  .  .  .  W/.)  =  t'"/(Xi  ,  5-3  ,   .  .  .  Xn)  • 
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DiflFerentiirt  man  diese  Gleichung,  indem  man  t  als  die  ein- 
zige Veränderliche  ansieht,  so  erhält  man  nach  Formel  Kr.  13S 
der  Tabelle 

oder  für  t  =  l 

/l(^l,  X2,  .*.Xn).a:i  +fi{xi  ,Xi,...Xn).X2'i 

+fniXi  j  X-i,  .  ,  ,  Xn)  .  Xn  =  ^f(Xi ,  Xi^  .  .  ,Xm). 

Dies  kann  man  noch  einfacher  schreiben,  indem  man 

f(Xi,  Xi,  ...Xn)  =  Z 

setzt;  dann  erhält  man  nämlich 

(10.)  a:,-^^+^,.-+...  +  a:^-^-^  =  mz. 

Beispiel. 

Es  sei 

(11.)  «  =  aiiXi^+2ai2XiXi+ai2X2^+2aiiifCiXs+2(ha^iXz+a^i^, 
und 

«12  =  »21,     ai3  =  azij     «23  =  aas, 
dann  findet  man 

dz 

^-  =  2{aixXi  +  ai2X2  +  ai^x^)^ 

dz 

^--  =  2{aiiXi  +  r722:r2  +  029X3)  j 

-^-  =  2(081  ;ri  +  «323:2  +  (HüXz); 

n  «3  ij 

(13.)   ari  -^--  +  3:2  -^-  +  2:3  ^^  =  2a-i(aiia:i  +  aiaarj  +  a^xs) 

+  2a:5i(a2iiri  +  0220:2  +  0233:3) 
+  2a:8(o3iÄ'i  +  032^:2  +  033:^3) 
=  2«. 


(12.) 
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Wenn  man  beachtet,  dass  -5—  >  -^  > 5—  wieder  homo- 

gene  Functionen  {m  —  1)'*^  Ordnung  sind,  so  folgt  aus  Gleichung 
(10.),  indem  man  s  mit  = —  und  m  mit  m  —  1  vertauscht, 

dh    ^      d*z  ,        ^         d'z        .        ,.  dz 

d^Z  ,  Ö«2         ,  ^  d^Z  ,  ,,    ÖZ 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  xx^x^^ ,  ,.Xn 
und  addirt  sie,  so  erhält  man  unter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (10.) 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet 
(15.)  {x,  >-  +  ^,  1^-  +  ...  +  :,:,.  ^^0' =m(m-l)...(m-r+l).. 

Durch  diese  Formeln  kann  man  die  Gleichung  der  Tangente 
einer  ebenen  Curve  und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer 
Fläche  vereinfachen. 

Es  sei  z.  B. 

(16.)  y=/(^),    oder    i^(a:,y)  =  0 

die  Gleichung  einer  Curve  z»*^'*  Grades,   so   erhält  man  nach 
Formel  Nr.  95  der  Tabelle  für  die  Tangente  die  Gleichung 

oder 

(17.)  Fix,  y)  {x*  -x)  +  F^x,  y){t,*-y)^0. 

Macht  man  jetzt  aber  die  Gleichung  (16.)  homogen,  mdem 
man 


560  §  124.    Homogene  Fanctionen. 

(18.)  a;  =  -  ,    y  =  — 

setzt  und  mit  x^"^  multiplicü't,  so  wird 

(19.)  xz^f('''.    -)=G(^i,:r2,a:s)  =  0. 

Daraus  erhält  man  durch  partielle  Differentiation  nach  zt 
und  X2 

x.^-'F.C^',    -)=Gi(:r„:r2,a:3), 
Va      xs/ 

Xz^-'f/^,  '^)==G2ix,,Xi,xz). 

\X3        Xs/ 

Deshalb  geht  Gleichung  (17.),  wenn  man  sie  mit  xj^  multi- 
plicirt  und 

a;'  =    -  ,    y'  =  — 
^3  xz 

setzt,  über  in 

(20.)  G^{x\  —  X,)  +  G^ix*^,  _  a;,)  =  0 . 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 
(21.)  GxXi  +  G2X2  +  Gzpcz  =  nG{xi^  x^,  2:3)  =  0, 

folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (20.)  und 
(21.)  für  die  Tangente  die  Gleichung 
(22.)  Gix\  +  G2X/2  +  G^z  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 
X3  =  1,    also    xi  =:  Xj  X2  =  y,  x\  =  x%  x*2  =  y' 
setzt,  gehen 

Ö(^l,    X2^   Xz),      Gl,      G2 

bezw.  in 

F{x,,  y),  F,,    F2 

Über.  Diese  Form  fiir  die  Gleichung  der  Tangente  ist  einfacher 
als  die  bisher  benutzte,  denn  die  Gleichung  (17.)  ist  in  Bezug 
auf  X  und  y  vom  n^"^  Grade,  während  die  Gleichung  (22.)  nur 
vom  («  —  !)'•*»  Grade  ist. 
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Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  der  Ellipse  homogen,  so  er- 
hält man 

(.23.)  G{x^ ,  x^,  xz)  =  h^Xi^  +  aW  -  -  a^  bW  =  0, 

folglich  wird 

124.)  Gl  =  Wx, ,     ©2  ^  2a2  x^,     03  =  —  2a2 J Va , 

sn  dass  man  für  die  Tangente  die  Gleichung 

(25.  ^  b^xxx\  +  a^XiX\  —  aHW  =  0 

findet,  die  für  0:3  =  1  in 

(25  a.  *2^a:'  +  a^yy*  —  d^V^  =  0 

übergeht. 

Man  erkennt,  dass  das  hier  allgemein  erläuterte  Verfaliren 
bei  den  in  §  81  behandelten  Aufgal)en  bereits  Anwendung  ge- 
funden hat. 

Ist 

(26.)  F(x,y,z)^^ 

die  Gleichung  einer  Fläche  »'**  Grades,   so  hat  nach  Formel 
Nr.  145  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  die  Gleichung 

(27. )  l\(x*  -x)  +  F2{y'    -y)  +  F,{z'  —z)  =  0. 

Macht  man  Gleichung  (26.)  homogen,  indem  man 

Xi  X'z  3:3 

X4,      "^        X4,  X4 

setzt  und  mit  3-4"  multiplicirt,  so  erhält  man 

(26a.)  X4rF(^'  7  —  j  "^-^^^  (^(^1 ,  ^2,  x^,X4)  =  0. 

\Xi       Xi        X\/ 

Daraus  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation  nach  x^^ 
xi  und  xz 

x^'^^Fxl^  •)      ^j      ^  )=  6ri(iri,  :r2,  rra,  ^r*), 

\Xa.        X4,        x^J 

x^'^^FA   S     %     M  =  6*2(^1 ,  X'i,  :r3,  x^), 

\Xx       X\       .74  / 

Xi'^  FA     ^    >       S       M  =    63(21  ,  2:2,  .?-3,  Xx), 
\X^        Xx        Xx) 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  36 
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Deshalb  geht  Gleichung  (27.),  wenii  man  noch 
ir  =  —  ,    y   =      - ,    z  - 

Xi  Xi  X4 

setzt,  über  in 

(27  a.)      G,(x\  —  X,)  +  G2{x'2  -     -r,)  +  Gs{x'z  —  rca)  =  0. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 
(28.)  GiXi  +  G2X2  +  Gsxz  +  GiXi  =  nG{zi,  X2,  x^y  X4)  =  0, 
folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (27  a.)  imd 
(28.)  fiir  die  Tangentialebene  die  Gleichung 
(29.)  Gix\  +  G2X'2  +  Gzx*z  +  G^x^  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 
X4  =  1,     also     Xi  =  X,    X2  =  y,    xs  =  r, 
x\  —  x\  x*2  =  y\  x'z  =  z* 
setzt,  gehen 

G(x\,  a:2,  3*3,  3:4),     Gl,  G2,  Gz 
bezw.  in 

F(x,  y,  z\  F,,  F2,  F, 

über.  Diese  Form  fiir  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 
einfacher  als  die  bisher  benutzte,  denn  Gleichung  (27.)  ist  in 
Bezug  auf  :r,  y,  z  vom  w'^  Grade,  während  Gleichung  (29. 1 
nur  noch  vom  («--1)'^  Grade  ist. 


Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

X^         t/2         z- 
,  +  •^2+^,-    -1=0 

a^       ö^       er 


homogen,  so  erhält  man 

^  ^  a2  ^  b^ 


(30.)  G{x,,  X2,  x„  X,)  =  "^l  +  -^  +~-~ xi^  =  0, 


folglich  wird 

(31.)        G,  = 

so  dass  man  für  die  Tangentialebene  die  Gleichung 


(31.)         (ri  =   -^  ,   6r2  =  ^2'   6^3  =  -2-'   &4  =  ~2ir4. 
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(32.)  l«?;i+'^^^2  +  ^3^'»_-^,*  =  0 

a-  b'  (r 

findet,  die  f ür  a-4  =  1  in 

v^-a.j  ^^  +  ^^  ^  ^       i_u 

übergeht. 

Man   erkennt,   dass  auch   diese   Vereinfachung   bereits   in 
§  116  zur  Anwendung  gekommen  ist. 


§  125. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen 
von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  152.) 

Es  sei 

(1.)  ^  =/(^,  y) 

eine  stetige  Function  der  beiden  von  einander  unabhängigen 
A'eränderlichen  x  und  y\  man  nennt  dann  z  ein  Maximum^  wenn 

wird  für  hinreichend  kleine,  im  Uebrigen  aber  beliebige,  positive 
oder  negative  Werthe  von  h  und  L  Dagegen  nennt  man  z  ein 
Minimum,  wenn  für  die  angegebenen  Werthe  von  h  und  k 

/(^,  y)</(^  +  Ä,  y  +  >l-) 

wild.    Um  die  Werthe  von  x  und  y  zu  bestimmen,  für  welche 
-  ein  Maximum  oder  Minimum  wiid,  muss  man  also  untersuchen, 
für  welche  Werthe  von  x  und  y  die  Differenz 
(2.)  ^^f{x  +  h,y  +  k)-f{x,y) 

hesiändiff  7iegativ,  bezw.  beständig  positiv  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  entwickelt  man  J  mit  Hülfe  des 
Taylor'schen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von  h  und  A, 
wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  f(x,  y)  und  die  vorkommenden 
Ableitungen  davon  für  die  betrachteten  Werthe  von  x  und  y 
stetig  und  endlich  sind.  Dann  erhält  man  nach  Formel  Nr.  150 
der  Tabelle 

36* 
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(3.)      f(x  +  Ä,  y  +  X)  =./(:r,  y)  +(|J  Ä  +  %^k)+  R: 

dabei  ist,  wenn  man  die  zweite  Form  des  Restes  anwendet  und 

bei  0  den  Index  1  fortlässt, 

(4.)  R  =-.  [f,(x  +  0//,  y  +  Gk)  —f,{x.  y)]h 

+  [Mx  +  0A,  y  +  m)  —f2{pr,  y)]k. 
Da  die  Stetigkeit  der  Functionen /i(r,  y)  und  /»(j^-,  y)  vor- 
ausgesetzt wird,  so  kann  man  die  absoluten  Beträge  der  Diffe- 
renzen 

fx{T  +  0Ä,  y  +  ek)  —f,{T,  y) 
und 

Mx  +  m,  y  +  0k)  —faix,  y) 
flur  hinreichend  kleine  Werthe  von  /*  und  k  so  klein  machen, 
als  man  nur  Avill,  z.  B.  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grüs^  a. 

Wäre  jetzt     -^\  ^  =/i(^,  y)  von  Null  verschieden,  so  könnte 

man  ^  =  0  und  h  so  klein  machen,  dass 

^<  Mx,y)^ 
vnrd.    Da  nun  aber 

(5.)  Ä  =  [J\{a:  +  Gh,  y)  -  -f,{x,  y)\h 

seinem  absoluten  Betrage  nach  noch  kleiner  ist  als  ah,  so  hat 
ro.)  ^  =/i(r,  y)h  +  R 

dasselbe  Vorzeichen  wie  fi{x^  y)h.  Deshalb  wechselt  J  mit  /' 
zugleich  das  Zeichen,  ist  also  weder  beständig  negativ ^  uorli 
hesfändig  positiv.  Daraus  folgt,  dass  f(x,  y)  nur  dann  ein 
Maximum  oder  Minimum  werden  kann,  wenn 

(7.)  A{x,  y)  =  0 

ist.  Die  ISoth wendigkeit  dieser  Bedingung  erkennt  man  scheu 
daraus,  dass/(a:,  y)  ein  Maximum  bezAV.  ein  ^finimum  bleiben 
muss,  wenn  man  y  als  unceränderUch,  also  x  als  die  f^nzicj^ 
Veränderliche  betrachtet.  Wie  nun  f{x)  nur  für  Werthe  von  / 
ein  Maximum  oder  Minimum  w- erden  konnte,  flir  welche  /(>)=<' 
wurde  (vergl.  Fonnel  Nr.  79  der  Tabelle),  so  kann  hier/(:r,  yi 
nur  für  Werthe  von  .r  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden,  für  welche  die  Gleichung  (1.)  befriedigt  ist. 


§  125.    Maxima  uud  Myiiina.  565 

Ebenso  kann  man  jetzt  aber  auch  zeigen,  dass 
( b. )  f2[x,  y)  =  0 

sein  niuss.  Aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  findet  man  dann 
die  AVerthe  von  x  und  ^,  für  welche  möglicher  Weine  ein 
Maximum  oder  Minimum  von  f{xj  y)  eintritt. 

Ob  tür  die  so  gefundenen  Werthepaare  von  z  und  y  wirk- 
Uch  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  darüber  entscheidet 
in  vielen  Fällen  schon  der  Charakter  der  Aufgabe,  wie  das 
tolg-ende  Beispiel  zeigen  möge. 

Aufgabe.  In  der  Ebene  seien  beliebig  viele  Punkte  Pi, 
i^,  -  . .  P»  mit  den  Coordinaten  a:i,  yi;  a^,  y2; . . .  a-«,  y«  gegeben; 
ihre  Massen  seien  bezw.  M,  -Afa,  . . .  3/n;  man  soll  die  Coordinaten 
eines  Punktes  P  linden,  so  dass  die  Summe 

M,:PP,^  +  M, .  P>?  +  •  •     +  3/n  .  'PPn 
ein  Minimum  wird. 

Auflösung.    Hier  ist   die   Function,    welche   ein   Minimum 
werden  soll. 
C9.)    f{x,  y)^M,{{x^x,y^{y--y,Y\  +  Ml{x-xi)^^{y-y^^^-\ 

also 

no^    l/»(^jy)  =  2J/i(a:-   a;i)  +  2Jf2(^  — a:2)  +  ---  +  23f„(a;— a:..), 
^      '    i/2(:r,y)  =  23/i(y-yO  +  23f2(y-y2)  +  --  +  23f^(y-y„). 
Indem  man 

/i('^»  y)  =  ^     "iid    /2(a;,  y)  =  0 
setzt,  lindet  man 

M^X^    +    3/2^2   H h    MnTn 


(11.) 


a;  = 


__  3/,2/,  jf  Miy^  + VMny^ 

Da  bei  dieser  Aufgabe  sicher  ein  Punkt  vorhanden  ist, 
welcher  die  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt,  und  da  man  nur 
ein  einziges  Werthepaar  von  x  und  y  findet,  für  welches  die 
beiden  nothwendigen  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  muss  dieses 
Werthepaar  das  Minimum  liefern. 
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So  einfach  ist  aber  die  Entscheidung  im  AU^ememen  nielit. 
Dagegen  ergeben  sich  für  alle  Fälle  die  folgenden  Regeln. 

Smd  die  Bedingungsgleichungen  (7.)  und  (8.)  befriedigt,  so 
findet  man  durch  die  Entwickelung  nach  der  Taylor'sch&i  Reilie 

(12.)  J  =  jj  {fnh^  +  2f,M  +f^k^)  +  R , 

wobei  nach  Formel  Nr.  150  der  Tabelle,  wenn  man  »  =  2  setzt 
und  wieder  die  zweite  Form  des  Restes  anwendet, 

R^L  y^/C^  +  ^^^  y  +_.^*)  h  +  ^/(^  +  <9A.  y  +  eh)X'' 
2!  L\  ö.r  Öy  / 

also 

(13.)  2R  =    [Mx  +  0Ä,  y  +  ek)  —Mx,  y)]k^ 

+  2[Mx  +  0A,  y  +  Gk)  -Mx,  y)]kk 
+     [fi2(x  +  0Ä,  y  +  &k)  -  /«(rr,  y)]  A^ 

ist.    Da  die  Stetigkeit  der  Functionen  fn{T,  y),  ft^x,  y)jßMj  yl 

vorausgesetzt  wird,   so   kann  man  die  absoluten  Beträge  der 

Differenzen 

fn{x  +  eh,y  +  ek)  —Mx,  y), 

M^  +  ^K  y  +  ^^)  — /i2(^,  y), 
ßn{x  +  0Ä,  y  +  ek)  -Mx,  y) 
für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  und  k  so  klein  machen, 
wie  man  nur  will,  z.  B.  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  i. 
Dann  wird 
(14.)        2  Ii\<ß{h^  +  2  '  Ä/J: ,  +  A«)  =  |tf('  // '  +  I  /t  ly. 

Setzt  man  jetzt 
(15.)  Mx,  y)fi'  +  2Mx,  yyik  +/„(rr,  y)^^  =  <y(Ä,  A), 
so  heisst  diese  homogene  Function  zweiten  Grades  „eine  rfe/fwV^ 
Form'',  wenn  sie  für  alle  Werthe  von  h  und  k,  von  denen 
wenigstens  der  eine  von  Null  verschieden  sein  muss,  entwedei 
beständig  positiv  oder  beständig  negativ  ist.  Es  soll  nun  durch 
die  folgenden  Untersuchungen  gezeigt  werden ,  dass  -:/  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  h  und  k  mit  y(Ä,  k)  gleiches  Vor- 
zeichen hat,  wenn  diese  Function  eine  deflnite'Form  ist,  dass 
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also  /(r,  y)  füi'  die  gefundenen  ^\'erthe  von  x  und  y  ein  Minimum 
wii-d ,  wenn  y(Ä,  U)  beständig  positiv  ist ,  und  dass  /(x,  y)  ein 
Maximum  wird,  wenn  y(Ä,  X;)  beständig  negatio  ist. 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  y(Ä,  /•)  eine  definite  Form 
ist,  bilde  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  /n  ^  0  ist, 

ifih,  k)  ./n  =/„V/2  +  2/u/,2Ä/t  +/,2*A2  +  ^f^^f^^   -fv^)k^\ 
dies  giebt 
,16.)    if{h,  k)  =  f  [(/uA  +fv2iy  +  (fnfn  -/,2»)Ä2|. 

Damit  dieser  Ausdiuck  für  A  =  0  positiv  ist,  muss  zunächst 
<17.)  /ii>0 

sein;  damit  ferner  y(Ä,  k)  auch  positiv  ist,  wenn  man 

/iiÄ+/ia-  =  0,    oder     h^-^'f 

setzt,  muss  ausserdem 

(18.)  fnfn  -W>^ 

sein.    Diese  beiden  Bedingimgen  (17.)  und  (18.)  sind  noihicendig, 

sie  sind  aber  auch  hinreichend',  denn,  wie  man  auch  h  und  k 

bestimmen  mag,  f/(Ä,  k)  ist  dann  immer  positiv^  so  lange  h  und 

X-  nicht  beide  gleich  0  sind. 

In  derselben  Weise  kann   man   unter    der  Voraussetzmig, 
dass  f-n  2!  ö  ist,  die  Function  y(Ä,  k)  auf  die  Form 

(19.)       y(Ä,  k)=j-  [{fnf22      -fi2'W  +  (/l2Ä  +/22  A)'^J 
/22 

bringen.    Dabei  folgt  aus  den  Bedingungen 

/i,>0  und /u/22  -/i2'>0,    oder   fnfn>M>^ 

schon  ganz  von  selbst,  dass  auch  /22  >  0  sein  muss. 

Gelten  die  Ungleichungen  (17.)  und  (18.),  so  kann  man  fiii- 

hinreichend  kleine  Werthe  von  h  und  k  die  oben  eingeführte 

Grösse  ß  kleiner  machen  als  die  Werthe  von 

4/;  "       Vi, 

woraus  sich  ergiebt,  dass  auch 

ß<fn    und    ß<ßn 
ist.    Dadurch  wird  für  ä  ^  0,  ä  =  0  nach  Ungleichung  (14.) 
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(20.)  rp(h,i)==fnh^>ßh^>2    R   , 

und  für  ä  =  0,  ^*  <  0 

(21.)  y(Ä,  k)  =/22/t2  >ßA:^>2\R  . 

Ferner  wird  nach  Gleichung  (19.)  für  i  ä   ^  k  >0 

(22.)     g)(Ä,  i)  ^'^"%---^*''  h^>Aßh^>ß{\/i\  +  iy>2  R  . 
Ja 

und  nach  Gleichung  (16.)  für  '  A   ^   A  >  0 

(23.)     (fih,k)^^'''^'%~^^''h^>4.ßi^>ß(:h+ik^^^^         R, 

Deshalb  wird  nach  Gleichung  (12.) 

^  -  2  ^/^(Ä,  k)  +  Ä, 

gleichviel,  ob  i2  positiv  oder  negativ  ist,  mit  y(Ä,  k)  gleiches 
Vorzeichen  haben,  d,  h.  J  ist  beständig  positiv. 

Somit  sind  die  Bedingungen 
(24.)/i(:r,i/)  =  0,     A(:r,yj  =  0,    /n  >  0,    /ii/st -/12*  >  0 
dafür,  dass  /(a-,  y)  ein  Minimum  wird,  auch  hinreichend. 

Ebenso  findet  man  aus  Gleichung  (16.),  dass  die  Function 
y(Ä,  k)  beständig  negativ  ist,  wenn 
(25.)  /u<0     und    /11/22— /i2*>0 

ist.    Aus /i  1/22 >/i2*>0  folgt  dann,   dass   auch  /22<0  sein 
muss. 

Macht  man  jetzt   die   absoluten  Beträge  von  h  und  k  sc« 
klein,  dass  ß  kleiner  wird  als  die  Grössen 

^  /•  /n/22 — /i2^  /11/22 — /12* 

*./ll  4/22 

so  wird  für  ä  2  0>  >t  =  0  nach  Ungleichung  (14.) 
(26.)  —  (/"{Ä,  k)  =  ~fnh'- >ßh^>2R\, 

und  für  A  =  0,  A  ^"  0 
(27.)  —  y (A,  >t)  =  -~/22 k^ >ßk^>2\R   . 
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Ferner  wird  nach  Gleichung  (19.)  für  jA  ^  Ai  >o 
128.)  ~if[h,k)>       ^"•^;    ^''\^>'^ßh^^ß{\h\+\k\y>2  fi;, 
und  nach  Gleichung  (16.)  fiir    k   ^   ä  |>0 
.  29. 1  -  if{h,  k)  >  -  •^*'/''      ^'''^  k^>  ^ßk^  ^ß(h^+  k)'>2  B\. 

Deshalb  hat  auch  m  diesem  Falle,  gleichviel,  ob  It  positiv 
oder  negativ  ist ,  J  mit  y (ä,  k)  für  hinreichend  kleine  Werthe 
von  h  und  k  gleiches  Vorzeichen,  d.  h.  J  ist  beständig  7iegatic. 

Somit  sind  die  Bedingimgen 
l30.)/i(x,y)  =  0,     /2(^,y)  =  0,    /ii<0,    fnfn—fv^>^ 
daliir,  dass  /*(a:,  y)  ein  Maximum  wird,  auch  hinreichend. 

Ist  dagegen 

(31.)  fii/l2-fi2'<0, 

so  ist  y(A,  Ä)  AWwe  deßniie  Form,  denn  füi^  A  =  0  hat  y(Ä,  A)  = 

fnh^  gleiches  Vorzeichen  mit  /n,    und  fiü^  ä  =  — ^^  *!    ?    oder 

ja 
fnh  +  fnk  =  0  wird  nach  Gleichung  (16.) 

(32.,  ^(h^k)^f^^f^^ZlM.i^ 

und  hat  deshalb  das  entgegengesetzte  Zeichen  wie  /u .  Dabei 
wird  für  diese  besonderen  Werthe  von  h  und  k  die  Function 
(f{h,  k)  Über  das  Vorzeichen  von  J  entscheiden,  denn  für  ä  =  0 
wird 

r33.)  2J  =fuh^  +  [fii{x  +  Oh,  y)  —M^,  y)W, 

wobei  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  tür  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  //  beliebig  klein  machen  kann;  und 
ü\r  fnh  =  — fi2k  wird 

./n 

wobei  nach  Ungleichung  (U.)  in  diesem  Falle 

2R<ß{h  +  k.y  =  ^^\{\fn\-\-  fviW- 
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ist.  Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  k  kann  man  aber  den 
Ausdruck 

machen.    Deshalb  wird,  wemi 

/11/22— /l2'<0 
ist,  /(x,  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum^  da  J  weder 
beständig  negativ  noch  beständig  positiv  ist. 

Ist  endlich 
(35.)  /,,/22— /,22  =  o,    oder   f ,1/22=^/12-, 

so  wird  nach  Gleichung  (16.),  wenn/n^O  ist, 

(36.)  ifih,  i)  =  y  (/h  h  +/,,  k)\ 

oder  nach  Gleichung  (19.),  wenn  /22  §  0  ist, 

(37.)  <p(^k)=    l    {fnh+f22kf. 

J22 

In  diesem  Falle  nennt  man  die  homogene  Function  ^(ä, /) 
eine  j^semideßnite  Form^ ;  sie  verschwindet  nämlich  für  //  =  0, 

A  =  0  und  ausserdem   noch  für  h  =  — ^^^—  ,  wähi'end  sie  iiii' 

alle  anderen  Werthe  von  h  und  k  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie 
/ii,  bezw.  wie/22.  Deshalb  kann  jetzt  (p{h,k)  nicht  mehr  für 
alle  Werthsysteme  von  h  und  k  über  das  Vorzeichen  von  J 
entscheiden.  Man  kann  vielmehr  über  die  Werthe  von  A  und  ^ 
so  verfügen,  dass  y(Ä,  k)  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  selbsi 
dann  kleiner  als  2|jR|  wird,  wenn  man  die  absoluten  Beträge 
von  h  und  k  beliebig  klein  macht. 

Wie   dies   geschieht,   möge   zunächst   bei   einem   Beispiele 
gezeigt  werden.    Es  sei 
(38.)  f{x,  y)  =  (2px  -  f')  {2qx  -  y^) 

=  -^pqx"^  —  2{p  +  y>ry2  +  y*, 
also 
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(-30.)  /i(:r,  y)  =  Spqx  —  2{p+q)y\    f^x,  y)^-^{p^q)xy-V^l\ 
•  -10.)  fxxix,  y)  =  %pq,    fn{x,  y)  =  —  Kp  +  ?)y, 

/2«(^,  y)  =  —  ^(P  +  ?>  +  12y2. 

Da  die  Functionen  /i(ar,  y)  und  /2(a-,  y)  für  ar  =  0,  y  =  (> 
beide  verschwinden,   so  muss  man  untersuchen,   ob  für  diese 
Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt.    Aus 
den  Gleichungen  (40.)  ergiebt  sich  für  a-  =  0,  y  =  o 
(41.)       /ii(0,  0)  =  8py,    /t2(0,  0)  =  0,    /22(0,  0)  =  0, 
also 
^42.)  /11/22— /i2^  =  0. 

Die  Bedingungen,  welche  bisher  für  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  aufgestellt  worden  sind,  werden  also 
nicht  erfüllt. 

Dagegen  folgt  aus 
(43.)  /(O  +  Ä,  0  +  A)  =/(Ä,  k)  =  ^pqh^  —  2(p  +  q)hl^  +  >t*, 
dass  die  Function  f/(A,  k),  welche  sich  in  diesem  Falle  auf  das 
eine  Glied  %pqh^  reducirt,  nicht  immer  über  das  Vorzeichen  von 
(44.)    J  ^f{h,  k)  — /(O,  0)  =  ^pqh^  -  -  2(  p  +  q)hk^  +  A* 
entscheidet.    Setzt  man  z.  B. 
f45.J  >5;2^2ZÄ, 

wo  man   über   die   Grösse  /  noch  beliebig  verfügen   darf,    so 
wird 
(46.)     ^  =  4  [pq—  {p  +  q)l  +  P]  h^  =  ^{l  —  p)  (l—q)h\ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  p>q  ist,  wird  deshalb  J 
posittD,  wenn  l>Pf  oder  l<q  ist;  dagegen  wird  J  negativ, 
wenn  p>l>q  ist.  Obgleich  also  (p(h,  k)  niemals  negativ  wer- 
den kann,  wenn  p  und  q  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wird  J 
doch  positive  und  negative  Werthe  annehmen,  so  dass  /(O,  0) 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist. 

Bemerkungr. 

In  dem  Falle,  wo 

/ll/22-/l22  =  0 

ist,  liegt  die  folgende,  fehlerhafte  Schlussweise  nahe.    Wenn  z.  B.  /n  12;'  0 
ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (16.)  für /11/22— /i2*  =  0,  dass 
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ist,  folglich  hat  </(/<,  A)  immer  dasselbe  Vorzeichen  väe  fn.  Nur  tu: 
f^^hs^ — fy^k  wird  </(/i,  Af)  gleich  Null  und  kann  deshalb  nicht  mr\.\ 
über  dsis  Vorzeichen  von  J  entscheiden.  Für  diesen  besonderen  Weiti. 
von  h :  k  muss  also  das  Vorzeichen  von  J  noch  untersucht  werden,  lu- 
dern man 

.Ml 

nach  steigenden  Potenzen  von  k  entwickelt.  Da  mau  es  hierbei  nur  uiii 
einer  einzigen  Veränderlichen  h  zu  thun  hat,  uud  da  unter  den  gemachte:i 
Voi'aussetzungen  die  Glieder  erster  und  zweiter  Dimension  verschwind»  n. 
so  wird 

^  =  rA:3  J-  i)A;4  4-  £jt5  H . 

Ist  C^  0,  so  wechselt  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  k  ^i-. 
Grösse  J  mit  k  zugleich  das  Vorzeichen,  so  dass  weder  ein  Maximwu 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann.  Ist  aber  C*=0,  so  tritt  ein  Minimun. 
ein,  wenn  J\i  uud  1)  beide  positiv  sind,  und  ein  Maximum,  wenn /n  uiji 
D  beide  negativ  sind.  Haben  J\^  und  D  verschiedenes  Vorzeichen,  so  tritt 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

1  )aÄS  diese  Schlussweise  fehhrhaft  ist ,  lehit  schon  das  oben  an- 
geführte Beispiel,  in  w'elchem  /(O,  0)  weder  ein  Maximum  noch  ci« 
Minimum  ist,  obgleich  in 

J  =  -^pqh-i  —  2[p  +  q)hk^  -^  ^-* 
alle  soeben  angegebenen  Bedingungen  für  das  Eintreten  eines  Minimums 
erfüllt   sind.     Es   ist  nämlich   unter  der  Voraussetzung,   dass  p  und  << 
gleiches  Vorzeichen  haben, 

3)  der   Coefficient  C  von  A3  in  der  Ent Wickelung  von  J  nacli 

steigenden  Potenzen  von  k  ist  gleich  0,  weil  y«  =  —  •  \'   ='' 
ist, 

4)  der  Coefficient  D  von  k^  in  dieser  Ent  Wickelung  ist  glei>  L 
-f-  1,  also  positiv. 

Der  Eelüer  der  angeführten  Schlussweise  Hegt  darin,  das3  tiir  da^ 
Vorzeichen  \on  J  die  Glieder  höherer  Dimensionen  nicht  nm*  in  den- 
Falle  den  Ausschlug  geben,  wo  </(/<,  k)  verschwifidet,  sondern  auch  scii-^- 
dann,  wenn  f/  (/<,  k)  sich  dem  "VVerthe  0  nähert,  ohne  dass  h  und  k  gleica 
0  werden.  Indem  die  Function  </(ä,  k)  für  hinreichend  kleine  y^Qn\i^ 
von  //  uud  k  beliebig  klein  wird  von  einer  höheren  als  der  zweiten  Oru- 
nung,  kann  sie,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  sein  ab  die  Suiimi^^ 
der  Glieder  dritter  und  liöherev  Dimensionen. 


S  125.    Maxima  und  Minima.  573 

WUl  man  in  dem  Falle,  wo 

/11/22  — /122  =  0 
i^r.  die  Untersuchung,  obf[x,y)  ein  Maximum,  oder  ein  Minimum, 
Oller  keines  von  beiden  ist,  zu  Ende  führen,  so  muss  man  be- 
achten, dass  J  eine  Function  F(/f,  k)  ist,  deren  Vorzeichen  tiir 
sehr  kleine  Werthe  von  h  und  /c  bestimmt  werden  soll.  Indem 
man  zunächst  annimmt,  dass  //  einen  sehr  kleinen  positiven  oder 
uecrativen.  aber  constanfen  Werth  besitzt,  kann  man  F{h,  k  \  als 
eine  Fimction  der  einzip:en  Veränderlichen  k  betrachten  und  nach 
den  Kegeln,  welche  für  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
bei  Functionen  von  einer  Veränderlichen  gelten,  die  Werthe  von 
h  bestimmen,  für  welche  FUi,  k)  ein  Maximum  oder  Mininmm 
wird.    Zu   diesem  Zwecke   sucht  man   die  Werthe  von  k  auf, 

für  welche 

dl\h,  k)  _ 

dk      -  ^'^^'^  ^^  ~  ^ 
wird.    Von  diesen  Werthen  braucht  man  aber  nur  diejenigen  zu 
berücksichtigen,  welche  zwischen  den  beiden  comtanien  Grenzen 
— /i  und  +Ä  liegen;  sie  seien  (der  Grt)sse  nach  geordnet) 

k\  —  (f\(Ji),  ko  -  f/>2(Ä).  .  .  .  k„,  =  (fmili). 

Ebenso  kann  man  annehmen,  dass  k  einen  sehr  kleinen  posi- 
tiven oder  negativen,  aber  constanfen  Werth  besitzt,  und  i*(//,  X;) 
als  Function  der  einzigen  Veränderiichen  h  betrachten.  Indem 
man  die  Werthe  von  h  aufsucht,  für  welche 

wird,  findet  man  die  W'erthe  von  //,  für  welche  i\h,  k)  möglicher 
Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  wird.  Auch  hier  braucht 
man  nur  diejenigen  Werthe  von  h  zu  berücksichtigen,  welche 
zwischen  den  beiden  consiayiten  Grenzen  — k  und  +  k  liegen; 
sie  seien  (der  Grösse  nach  geordnet) 

Ä,  =  \\)^(k),  1h  =■-  it-foik),  .  .  .  Ä„  =  ilJn{k). 

Ergiebt  sich  jetzt,  dass  die  Grössen 
I  Fi/f,  —  Ä),  F{/i,  k,\  F{/k  ko),  . . .  F[/f,  /',„),  F(/i,  +  lt\ 
^^^'^  \  F{—k.k\  Fihu  /•),  /'T//.,  X), .  .  .  i'V'H,  ^^\  ^'{+  ^'^  ^0 
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sämmtlich  negativ  sind,  so  ist  J  für  aUe  in  Betracht  kommen- 
den Wertlie  von  //  und  X-  negativ,  weil  auch  die  grössien  Werthe 
von  J  noch  negativ  sind.  Ergiebt  sich  aber,  dass  die  in  (4S.- 
angegebenen  Grössen  sämmtlich  positiv  sind,  so  ist  J  für  alle 
in  Betracht  kommenden  Wertlie  von  h  und  k  positiv,  weil  auch 
die  kleinsten  A\'erthe  von  J  noch  positiv  sind.  In  dem  ersten 
Falle  wird  also  f{x,  y)  ein  Maximum  und  in  dem  zweiten  Falle 
ein  Minimum. 

Diese  Bedingungen  sind  gleichzeitig  auch  die  nothwendigen  ; 
denn  sind  die  unter  (48.)  angegebenen  Grössen  theilweise  positiv 
und  theilweise  negativ,  so  wechselt  J  das  Vorzeichen,  woraus 
dann  folgt,  dass  J\x^  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimui» 
wird. 

Die  voretehenden  Umformungen  sind  unter  der  Voraii>- 
setzung  durchgeführt  worden,  dass/n  ^  0  ist.  Fällt  diese  V'tr- 
aussetzung  fort,  so  wird  im  Allgemeinen  weder  em  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten. 

Ist  nämlich 
(49.)  /ii  =  0,    /i2^'0,    /«20, 

so  wird 
(:>u.)  (f{h,  k)  =  2f,M  +f22k^ 

Für  Ä  =  0  hat  daher  if{h^  k)  mit  fti  gleiches  Vorzeichen: 

fvi 


für  Ä  =  —   '^^.-  dagegen  sind  die  Vorzeichen  von  (pih^k)  und 


f'22  ungleich. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  den  Fall  erledigen,  wo 
(51.)  fn:^0,    /,2,^0,    /22  =  0 

ist;  man  braucht  nur  die  Indices  1  und  2  und  die  Grössen  /i 
und  k  mit  einander  zu  vertauschen. 

Ist  ferner 
(52.)  /ii  =  0,    /i2^0,    yV2  =  0, 

so  wechselt 
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(53.J  y(Ä,  A)  =  2/12AA 

mit  h  (und  ebenso  mit  i)  das  Vorzeichen.  Wenn  also  die  Vor- 
auSv^etzungen  (49.),  (51.)  oder  (52.)  gelten,  kann  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  eifitreten.  Denn  ^  wechselt  mit 
<f(h,k)  zugleich  das  Vorzeichen,  da  die  betrachteten  Werthe 
von  (fi/i,  k)  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind  und  sich  von 
J  nur  durch  kleine  Grössen  dritter  Ordnung  unterscheiden. 

Die  Fälle,  in  denen 
154.)  /n  =  0,   /i2  =  0,    /22  20, 

oder 

(55.J  /ii^'O,    /i2  =  0,    /i2  =  0 

ist,  geben 

/11/22  -/12'-  =  0 
und  smd  oben  schon  ausführlich  behandelt  worden. 

Es  bleibt  daher  nur  der  Fall  übrig,  wo 

(56.)  /ll   =  0,      /l2  =  0,      /22  =  0 

ist:  dann  wird  nach  dem  Tayfor 'sehen  Lehrsatze 

oder 

{57  a.)       6^  =/lllÄ3  +  3/ii2Ä'^Ä  +  3/,22ÄÄ*'  +/222>i^  +  6Ä, 

wobei  nach  Formel  Nr.  150  der  Tabelle 
(58.)       6Ä  =     [fnx{x  +eh,y  +  Qk)  -  fm  {x,  y)\h^ 
+  3 [M{x  +  eh,  y  +  Gk)      /n2  (x,  y)]  m 
+  ^[fm{x  +  eh,  y  +  ek)  -   /,22(:r,  y)]hk' 
+     [/222  {x  +  eh,  y  -h  ek)  -  -/,,2  (^,  y)]  k' 
ist.    Da  man  die  Stetigkeit  der  Functionen /m (a:,  y),  fm{x,  y), 
f^^it/),  f222{x,y)   voraussetzt,   so  kann  man  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  A  und  k  die  absoluten  Beträge  der  Grössen, 
welche   bei  Gleichung  (58.)  in  den  eckigen  Klammem  stehen, 
kleiner  machen  als  eine  beliebige  kleine  Grösse  r,  folglich  wird 
(59.)  6,Ä,<j'(:Ä:  +  ;/ti)3. 
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Sind  die  Grossen /m,  /m,  /122,  ./Ws  von  0  verschieden, 
und  sind  «i,  «2,  "a  die  Wurzeln  der  Gleichung 
(60.)  /,!,  u^  +  3/it2  w-  +  3/122«  +M  =  0 , 

SO  wird/mW^  +  3/ii2w-  +  3/i22w  +fii2  Air  alle  Werthe  von  «, 
welche  von  ui,  u^  und  u^  verschieden  sind,  eine  endliche  Grösse 
sein.    Indem  man  für  einen  solchen  positiven  Werth  von  u 

^fmu^  +  3/n2M*  +  3/,22«  +/22i 

(61.)  r<  \u  +  ir    '- 

macht  und  h  =  u.k  s^etzt,  wird,  vom  Vorzeichen  abgesehen, 

(62.)  fuxh^  +  3/u2Ä^*  +  3/122ÄA2  +/2»2*« 

^=  (fmu^  +  3/,i2W»  +  3/122«  +/222)>t^>  K«  +  l)'*'  >6   i2  . 

Deshalb  hat  J  das  gleiche  Vorzeichen  wie  (/mti^  +  '^fm^' 

+  3/122« +/222)A^,   ein   Ausdruck,   der   mit  k   das  Vorzeichen 

wechselt;  folglich  hat  J  positive  und  negative  Werthe,  so  dass 

f{x^  y)    tceder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  werden  kann, 

wenn  die  Grössen/m,  /i  12,  /122,  /222  nicht  alle  vier  gleich  0  sind. 

Gelten  die  9  Bedingungen 

I  /1  =  0,  /2  -  0,  /ii  -  0,  /12  =  0,  /22  =  0 , 
(^•^•^  I  /Ul  =  0,  /i,2  =  0,  /122  =  0,  /222  =  0, 

so  findet  man  nach  dem  Tai/for*schen  Lehrsatze 

dy 
/Qf  df   V*^ 

Der  Ausdruck  y^  ^^  "^  '^^)    ^*  ^^^^  homogene  Function 

fj{h^  k)  vierten  Grades  von  A  und  k  und  kann  nach  den  Sätze« 
der  Algebra  in  zwei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  yi(Ä,  h 
und  gi{h^k)  zerlegt  werden.  Sind  g\{h,k)  und  g-iih^k)  zwei 
dpßnite  Formen^  so  lässt  sich  zeigen,  dass  J  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  h  und  /•  gleiches  Vorzeichen  mit  ^(ä,  U)  hat, 
dass  also  f{pc^  y)  ein  Maximum  oder  Mi?nmum  wird,  jenachdeih 
g[h,  k)  beständig  negativ  oder  beständig  positiv  ist. 

Diese  Untersuchung  wird  jedoch  nur  in  äusseret  seltenen 
Fällen  erforderlich  sein  und  möge  deshalb  an  dieser  Stelle  nicht 
weitergeführt  werden. 


(-      "= :->(!* -I*)'"- 


R. 
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Im  Allgemeinen  wird  man  schon  mit  der  folgenden  Regel 
auskommeD: 

z  —/(x,  y)  wird  ein  Minimum j  toenn 
.65.)    /,(^,  y;  =  0,    /2(ar,  y)  =  0,    /ii>0,    /i,/22    -/i2^>0: 
und  z  =y(ir,  y)  wird  ein  Maximum^  wenn 
"•>«•)   /i(^,  y)=0,   /2(^,  y)  =  0,   /ii<0,   /it/22— /i9*>0: 
dagegen  wird  z  =f{x^  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum^ 
wenn  zwar 
(K,7.i    /,(t,  y)  =  0,    /2(ar,  y)  =  0,     abei'    f^fn  '    /la^  <  0. 


Geometrische  Deutung  der  vorhergehenden  Unter- 
suchungen.*) 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  werden  anschaulich,  wenn 
man 

(1.)  z  =/(^,  y) 

als  Gleichung  einer  Fläche  auffasst.  Nach  Formel  Nr.  145  der 
Tabelle  hat  dann  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  mit 
den  Coordinaten  a-,  y,  z  die  Gleichung 

^2,  .'-.=  |(.'-.)+|(y--,). 

Sind  nun  die  Bedingungen 

(3-)  ll  =/.('.  y)-0,      g=/,(;r,y)  =  0 

ertullt,  so  reducirt  sich  Gleichung  (2.)  auf 

(4.)  ^'-^  =  0, 

d.  h.   die  Tangentialebene  im  Punkte  P  wird  parallel  zur  XY- 

Ebene.    Setzt  man  jetzt  noch 

1 5.)    a:'  =  a:  +  Ä,     y*  =  y  -\-  k^     also     h  =  z*  —  a:,     k  =  y*     -  y, 

SO  kann  man  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form 

♦)  Der  Leser,  welcher  mit  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
noch  nicht  vertraut  ist,  kann  diesen  Paragraphen  überschlagen,  ohne 
dass  der  Zusammenhang  gestört  wird. 

Kiepert,  Differential-Rechnun«.  37 
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(6.)     ;:'  ^f{x\  yO  =  ^  +  \ {fnh^  +  2/i8ÄA  +/m*»)  +  [A,  A], 

bringen,  wobei  mit  [A,  AJa  die  Glieder  dritter  und  höherer  Dimen- 
sion bezeichnet  sind.  Deshalb  wird  z* — z  mit  Ä  und  k  zugleich 
unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Sind  nun  h  und  k 
wirklich  beliebig  klein  und  so  bestimmt,  dass  z'  —  z  einen  con- 
stanten  Werth  /  beibehält,  so  ist 
(7.)  z*~z^l 

die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  der  Tangentialebene  im  Punkte 
P  parallel  ist  und  ihr  beliebig  nahe  liegt.  Für  den  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  der  Fläche  findet  man  aus  Gleichung 
(6.),  unter  Vernachlässigung  der  beliebig  kleinen  Grössen  dritter 
und  höherer  Ordnung, 

(8.)  /iiÄ^  +  2f,^hk  +fnk^  =  2/, 

oder 
(8a.)    Mx'  —  xf  +  2Mx'  -x){y*-  y)  +f^(y'  -  yf  =  2/. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  kleinen  Kegelschnitt  dar, 
welcher  die  dem  Flächenpunkte  P  entsprechende  „Indicairij'' 
genannt  wird;  und  zwar  ist  bekanntlich  die  Curve  eine  EUipse, 
wenn 

(9.)  /ll/22-/li2>0 

wird.    Damit  aber  diese  Ellipse  reell  ist,  .müssen  /n  (und  ebenso 
/*22)  mit  l  gleiches  Zeichen  haben. 

Dies  entspricht  ganz  der  Anschauung.  Ist  nändich  der 
Punkt  ein  tiefster  Punkt,  dann  muss  in  Gleichung  (7.)  die  Grösse 
l  einen  positiven  Werth  haben,  weil  die  Tangentialebene  nm-  bei 
einer  kleinen  Parallelverschiebung  nach  oben  die  Fläche  in  einer 
kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann,  d.  h.  es  müssen 
die  Bedingungen 

(10.)  /it>0    und   /11/22— /i2'>0 

befriedigt  sein. 

Ist  der  Punkt  P  ein  höchster  Punkt,  so  muss  in  Gleichung 
(7.)  die  Grösse  /  einen  yiegaiiven  Werth  haben,  weil  die  Tangential- 


§  126.    Geometrische  Deutung.  579 

ebene  nur  bei  einer  kleinen  Parallelverschiebiing  nach  unten  die 

Fläche  in  einer  kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann, 

d.  h.  es  müssen  die  Bedingungen 

ai.)  /ii<0    und  /,i/m— /i2*>0 

befriedigt  werden.    In  beiden  Fällen  nennt  man  den  Punkt  P 

^elliptisch''. 

Die  Gleichung  (8a.)  stellt  dagegen  eine  Hyperbel  dar,  wenn 
(12.)  /ti/22— /i«*<0, 

gleichviel,  ob  /  positiv  oder  negativ  ist.  Die  Schnittcurve  der 
Fläche  mit  jeder  Ebene,  welche  zur  Tangentialebene  parallel 
ist  und  ihr  sehr  nahe  liegt,  hat  dann  in  der  Nähe  des  Flächen- 
ponktes  P  die  Gestalt  einer  kleinen  Hyperbel,  was  nur  dadurch 
möglich  wird,   dass  die  Fläche  im  Punkte  P  eattel/örmig  ist. 

In  diesem  Falle  nennt  man  den  Punkt  P  „hyperbolisch''  und 
erkennt,  dass  P  weder  ein  höchster  noch  ein  tiefster  Punkt  der 
Fläche  sein  kann. 

Die  dem  Flächenpunkte  P  entsprechende  Indicatrix  ist 
also  eine  Ellipse,  wenn 

/11/22— /l2'>0, 

sie  ist  eine  Hyperbel,  wenn 

/11/22— /l2*<0. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo 
(13.)  /11/22— /i2^  =  0,    oder  /u/22  =/i2* 

wird;  dann  kann  man  die  Gleichung  (8  a.)  auf  die  Form 

fnKx^  -  xf  +  2fnMx'  -  x)  {y'  —  y)  +fn\y*  -  yf  =  2fnl 
bringen  und  erhält,  indem  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
die  Quadratwurzel  auszieht, 
(14.)       •      /i,(^'-^)+/i2(y'-2/)  =  ±y27nr/. 

Die  Indicatrix  zerfällt  daher  in  diesem  Falle  in  zwei  pa- 
rallele Gerade.  Ein  solcher  Flächenpunkt  entspricht  im  Allge- 
meinen weder  einem  eigetUlichen  Maximum  noch  einem  eigent- 
lichen Minimum  von  z,  wie  folgendes  Beispiel  zeigen  möge. 

37* 
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Es  rotire  eine  Parabel  mit  der  Gleichung 
(15.)  2p(s  — c)  =  (a-       af  ! 

um   die  Z-Axe  (Fig.  146),   dann  hat  die  Rotationsfläche  die 
Gleichung 

(16.) 


(17.) 
(18.) 


Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  ya^  +  y^  mit  r,  so  wini 

dr  _x       dr  ^y 
dx^  r      ^  ^  r 

Um  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  F  der  Fläche  aal- 
zutinden,  muss  man  seine  Coordinaten  x,  y,  z  so  bestimmen,  dass 
ausser  der  Gleichung  (18.)  noch  die  beiden  Gleichungen 

(19.)    Mr,y)  =  ^'^-;^=0,    Mr,y)=(^-;l^-=0 

befriedigt  werden.    Dies  geschieht,  indem  man 

(20.)     x  =  acos(f,     y  =  asiny),     also     r  =  a  und  a?  =  c 

setzt,  wobei  der  Winkel  y  noch  beliebig  ist.    Nun  ist  aber 
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121.)        fn--     -^      .    f,,^^^,f,,--     ^       , 

oder  für  die  Coordinaten  des  Punktes  P 

,c.^\       ^        cosV      ^        sinf/5Cos<5P     ^        sinV 
(22.)        /n  =  — ~  ,   /i2  = ^        -  ,  /a,  =  —    -  , 

(23.)  /h/22  -  -/i22  =  0, 

Der  Punkt  P  ist  hier  kein  tiefster  Punkt,  denn  er  liegt  auf 
dem  Kreise,  welchen  der  Scheitel  der  Parabel  bei  der  Rotation 
beschreibt,  so  dass  es  allerdings  Punkte  in  seiner  unmittelbaren 
Nachbarschaft  giebt,  welche  dieselbe  Coordinate  z  haben  und 
deshalb  mit  P  in  gleicher  Höhe  liegen.  Aus  dem  vorstehenden 
Beispiele  erkennt  man  auch,  dass  ein  Flächenpunkt  P  durchaus 
nicht  immer  ein  tiefster  Punkt  ist,  wenn  seine  Tangentialebene 
zur  XF- Ebene  paraüel  ist,  und  wenn  die  Schnittcurven  der 
Fläche  mit  allen  durch  P  gelegten  verticaJen  Ebenen  nach  oben 
concac  sind. 

Verschiebt  man  die  Tangentialebene  im  Punkte  P  um  die 
kleine  Grösse  /  nach  oben,  indem  man 
(24.)  z  =  c  +  l 

5>etzt,   so  schneidet  diese  Ebene  aus  der  Fläche  zwei  concen» 
trische  Kreise  mit  den  Gleichungen 

(25.)     a^  +  y^  =  {a+  Y2plf  und  x^  +  y'  =  {a—y2plf 
aus.    Die   Indicatrix  besteht  in  diesem   Falle   also   aus   zwei 
parallelen  Linien,  da  in  hinreichender  Nähe  des  Punktes  P  die 
beiden  Kreise  mit  ihren  Tangenten  zusammenfallen. 


§  127. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  drei  oder  mehr 
unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  153  und  154.) 

Bei  Functionen  von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränder- 
lichen gestaltet  sich  die  Untersuchimg  ganz  ähnlich  wie  bei 
Functionen  von  zwei  Veränderlichen.    Soll  z.  B. 
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(1.)  ^  =/(^,  y,  ^) 

ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  so  muss 

(2.)  J  =f{x  +  Ä,  y  +  *,  a:  +  /)  —fix,  y,  z) 

für  alle  hinreichend  kleinen,  positiven  oder  negativen  Wertbe 
von  A,  k,  l  bei  einem  Minimum  beständig  positiv  und  bei  einem 
Maximum  beständig  negativ  sein.  Aus  der  Entwickelung  nach  der 
2'ay^'schen  Reihe  findet  man,  dass  dies  nur  möglich  ist,  wenn 
(3.)  /i(^,y,^)  =  0,  Mx,y,z)^0,  A{x,y,z)^0 
ist.  Sind  diese  drei  Bedingungen  erfüllt,  so  folgt  weiter  aus 
der  Entwickelung  nach  der  Tayfor'schen  Reihe,  dass  ftr  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  h,  k,  l  die  Differenz  J  dasselbe 
Zeichen  hat  wie 

(4.)  y(Ä,  k,  l)  =/tiÄ*  +  2/12ÄA  +/22A«  +  2/,3*/  +  2f^kl+/^A 
es  sei  denn,  dass  diese  Function  (p{h,  k,  l)  gleich  Null  wird  tHr 
Werthe  von  h,  k,  l,  die  von  Null  vei-schieden  sind.  Die  Ent- 
scheidung, unter  welchen  Bedingungen  9)(Ä,  k,  l)  eine  „deßmh 
Form^  ist,  d.  h.  die  Entscheidung  darüber,  ob  y(Ä,  A,  l)  beständig 
positiv,  bezw.  beständig  negativ  ist,  ergiebt  sich  durch  eine  Um- 
formung von  q>{h,  k,  l)  unter  Anwendung  der  Determinanten- 
theorie. 

Es  seien  die  Grössen  Z>i,  A,  -ös,  «31,  «a«,  «$3,  Ä',  *',  ä" 
durch  die  folgenden  Gleichungen  erklärt: 

/n/12/18  I 


(5.)      A=/ii,    A  = 


/11/12 
/21/22 


A  = 


(6.)       «81  = 


/12/18 


«82  = 


/la/ii  I 
/28/21  i 


f%ifnfi»  I  j 
/si/ot/ss  1 

/11/12  j 

/2l/«2  I 


«33  = 


=  A 


(7.)       h'^h—'^'-l, 

^     ^  «88 


Ä'  =  A- 


«82^ 
«88     ' 


dann  wird  nach  den  Foimeln  Nr.  122  und  124  der  Tabelle 

(8.)  Z>3  =/8l  «81  +/82  «82  +/83  «33, 

(9.)  /ll  «81  +/l2  «82  +/l3  «83  =  0, 

(10.)  /21  «31  +/22  «32  +/23  «83  =  0. 
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Bringt  man  also  GMeichung  (4.)  auf  die  Form 
(4 a,)  <f>{h,  i,  l)  =  h(J^,h  -\-f»k  +f,>l) 

+  Hfuh +fni +ftil) 

+  l(J»ih  +f»2i  +/33^) 

und  setzt,  den  Gleichungen  (7.)  entsprechend, 

«33  «83 

SO   erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichmigen  (8.),   (9.) 
und  (10.) 

(11.)  fuA  4-/12*  +fizl  ==/llÄ'  +/12Ä'  +— (/lia81+/l2a82+/l3a33) 

=/iiÄ'  +/12Ä', 

(12.)  fiih+fiik  +f2zl  =/2lÄ'+/22i''H (/2ia31+/22a82+/28a3d) 

«33 

=/2lÄ'  +^22^% 

(13.)  /siÄ  +/32*  +/83^  =/8lÄ'  +/82*'  +  -    -(/8ia31+/32a82+/33a33) 

«33 

«83 

folglich  geht  Gleichung  (4a.)  über  in 

(14.)9(Ä,  i,l)  =  h{fnh'  +f»i')  +  k(/nh'  +/jjÄ') 
+  li/zih'  +f>ti')  +^f 

«83 

=  Ä'(/itÄ+/i2*+/i3^)  +  A'(/2lÄ+/22Ä+/28^;  +  ^'^'- 

«33 

Dies  giebt,  wenn  man  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.)  noch- 
mals anwendet,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (5.) 

(15.)  9>(Ä,  i,  l)  =  ÄY/,iÄ'  +f,2k*)  +  k\fnh'  +f22k')  +  ^ , 

JJ2 

oder 

(16.)  y(Ä,  A,  l)  =f,,h*^  +  2/,2Ä'A'  +/22k''  +  ^  • 

Jetzt  ist  noch,  wie  schon  in  §  125  gezeigt  wurde, 
fiih''  +  2/i2Ä'*'  +/22*'2  =/ii(A'  +-$^  AO'  +-^H%~^  A'^ 
folglich  wird 
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(17.)  y (Ä,  k,  l)  =  Ihk*^  +  ^J  Ä'2  +^P. 

Damit  dieser  Ausdru^ck  beständig  positiv  ist,  damit  also 
y(ar,  y,  z)  ein  Minimum  wird,  müssen  die  drei  Bedingungen 

(18.)  A>0,     A>0,     i>3>0 

erfüllt  sein ;  und  damit  (f{h^  k^  l)  beständig  negativ  ist,  damit  also 
y{x,  y,  z)  ein  Maximum  wird,  müssen  die  drei  Bedingungen 

(19.)  A<0,     A>0,     2)8<0 

«rftUlt  sein. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man,  dass 

(20.)  U^f{Xx,Xi,   •   ,  .Xn) 

ein  Minimum  tvird,  wenn  die  ersten  partiellen  Ableitungen 
fx{xx ,  a:2 ,  .  .  .  a:„),  f^ixi ,  Xi,  .  .  .Xn),  .  .  ./«(a-i ,  3:2 ,  . .  .  ar„)  sämmilich 
gleich  Null  sind,  und  wenn 

(21.)  A>0,     A>0,     Z>3>0,  .  ..2>n>0. 

Dabei  ist 

fwfn  •  •  »yicf 

(22.)  i?„=   f^'f^^-f^-^ 

I  faxfa'l  '  .  .^aa 

für  «  =  1 ,  2,  .  .  .  n . 

Dagegen  wird  u  ein  Maximum,  wen?i  die  ersten  partiellen 
Ableitungen  von  f{x\ ,  x^,  .  .  .  Xn)  wieder  sämmtlich  gleich  SulL 
und  wenn  die  Determinanten  Da  mit  geradem  Index  sämmilich 
positiv  und  die  mit  ungeradem  Index  sämmilich  negativ  sind. 

Sind  nämlich  für  ein  Werthsystem  Xi,  x^,  .  . .  Xn  die  ersten 
partiellen  Ableitungen /i , /2 ,  .../»»  sämmtlich  gleich  Null,  sn 
wird 

(23.)       J  =f{^l  +  ht,X2  +  h^j  .  .  ,  Xn  +  hn)  —f{Xi,  X2j  .  .  .  x^) 
=  \^{fiU  Ä2,  .  .  •  hn)  +  [hl,  Ä2,  .  .  .  Anjj, 

wobei  der  Rest  der  Tay/or 'sehen  Reihe  mit  [Ai,  A«, . .  .Ä^],  be- 
zeichnet ist,  um  anzudeuten,  dass  er  mit  den  Grössen  Ai,  A«, .  • .  A« 
zugleich  unendlich  klein  wird  von  der  dritten  Ordnung.  Die 
Differenz  J  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  At,  A2, . . .  ä„ 
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beständig  positiv  oder  beständig  negativ  sein,  wenn  die  homogene 
Function  zweiter  Ordnung 

(24.)       y(Ä„  Ä2,  .  .  .  An)  =  Ai(/iiÄi  +/,2Ä2  +  •  •  •  +/lnÄnj 
+  hii/ii/li  +/22Ä2  +  •  •  •   +/2nÄn) 

+ 

+  hnifnihi  +/n2Ä2  +  •  •  '  +  fnJln) 

eine  definiie  Form  ist.  Bezeichnet  man  wieder  die  Unterdeter- 
iiiinanten  von  Dn  mit  «,,,  .  .  .  oLnn,  so  erhält  man  nach  den 
Formeln  Nr.  122  und  124  der  Tabelle 

(•25.)       Dn  =fniCCni  +fn2fXn2  H f-/nn«Hn, 

(2Q.)  /rlÄni  +  /r2a„2   +   '  '  '  +fmCinn  =  0    fÜr    r  <  «. 


Daraus  folgt,  wenn  man 


(27.) 


hn-i  =  h'n-l  +  -''^-^-  Ä„ 


setzt,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (26.)  für  r  <  » 

(28.)  /rlÄl+/r2Ä2  +  -  •  •  +/mÄH  =/rlÄ'l +/r2Ä'2  +  •  •  '  +fr,  n-ih'n-l 

+       **    (/rianl+/r2««2H h/m«nn) 

=  /rlÄ'i  +./;2A'2  +  •  •  •  +/r,  «-lÄ'n-1 , 

und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (25.) 

(29.)  /nlÄl+/«2Ä2+  •  •  •  +fnnhn  =/nlÄ'l+/n2Ä'2+  '  '  '  +/n,  n-lA'«-t 

+       "  (/nl<^nl+/n2«n2H h/nn«mi) 

=/«tÄ'l  +/„2/»'«  +  •  •  •  +A«-lÄ'«-t 


+ 


A,-. 


Dies  giebt 
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(30.)     9<Äi,  Ä,, . . .  Ä  )  =  Ä,(/,.Ä',  +/„Ä's  +  . 

•  •  •  +f\,»-J*'n-\) 

+  Äs(/«A'. +/»**'»  +  • 
1 

■••+A«-iÄ'»-.) 

T 

••+/«.»-iA'.-.) 

oder,  wenn  man  anders  ordnet, 

(31.)  9P(Ät,  Äj, . . .  A„)  =  Ä'i(/„Ä,  +/„Ä4  +    • 

•  +/l«Ä.) 

+  Ä',(/«Ä,  +/„A,  +  •  • 

1 

•+/*.Ä.) 

+ 

+  Ä'„_,(/«_,.  lÄ,  +/,_,. 

«Ä, +  •••+/,  ,.A) 

Indem  man  die  Gleichungen  (28.)  noch  einmal  anwendet, 
findet  man 
(32.)  9>(Äi,  h,...  K)  = 

Ä',(/nÄ',  +/kÄ's  +  •  •  •  +/,.  »_,Ä',^i) 
+  Ä'2(/«Ä'.  +/mÄ'8  +  • .  •  +/,.  _.Ä'._,) 

+      ••••' 

+  h'^i(/^i,,h't  +/„-i.,A',  +  •  •  •  +/,_,.  »_iÄV.) 

oder  •^"-« 

(33.)    y(Äi,  Ä,,  . . .  Ä„)  =  9,(Ä'„  A'„  .  . .  h'n-u  0)  +  ^^^*- 

Da  nun  hierbei  die  homogene  Function  zweiten  Gradö 
<^(A',,  Ä'j, . . .  h'n-,,  0)  nur  noch  w  —  1  Veränderliche  enthält,  so 
kann  man  diese  Function  in  ähnlicher  Weise  auf  die  Fomi 

y(Ä".,  h\  . . .  Ä"„_2,  0,  0)  +  J^*  (h'^iY 

bringen  und  so  fortfahren,  bis  man  erhält 
(34.)  9(Ä,,  Äs, . . .  Ä„)  = 

-fr'"7+ 1(».'-7+  •  •  • + fe;(*'->' +&'■■• 

Aus  dieser  Darstellung  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres 
die  oben  aufgeführten  Sätze. 
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§  128. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Werthe  von  x  und  y  bestimme^^ 
für  welche 

(1.)  z  =f{z,  y)  =  X«  +  xy  +  y«  —  5«  —  4y  +  10 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Hier  ist 
(2.)        /i(:r,y)=:2a;  +  y-5,    /,(a:,  y)  =  ;r  +  2y  -  4 , 
(3.)  /ii  =  2,    /i2  =  l,    /«  =  2. 

Die  beiden  ersten  partiellen  Ableitungen  fx(z^  y)  und  f^{x,  y) 
verschwinden  nur  für 
(4.)  a:  =  2,    y=l, 

und  zwar  wird  z  für  diese  Werthe  von  x  und  y  ein  Minimum^  weil 
(5.)  /i,  =  2>0,    /ti/22  -/i2^  =  3>0. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Zahl  a  so  in  drei  Theile  theilen, 
dass  ihr  Product  ein  Maximum  wird. 

AufIBsung.    Bezeichnet   man  zwei  von  diesen  Theilen  mit 
X  und  y,  so  wird  der  dritte  a  —  x  —  y,  und  das  Product,  welches 
ein  Maximum  werden  soll,  ist 
(6.)        z  =/(a:,  y)  =  xy{a  —  x —y)  =^  axy  —  a?y—  xy^. 

Daraus  folgt 
.     j/i(^,  y)  =  ay—2xy    -y«  =  y  (a  — 2a:  — y), 
\A{^i  y)=ax  —  x^'     2xy  =  x{a  —  x  —  2y), 
(8.)        /,i  =  — 2y,    fx2  =  a  —  2x-2y,    fn^  —  2x. 

Da  die  Werthe  a:  =  0,  oder  y  =  0  hier  nicht  in  Betracht 
kommen  können,  wie  schon  aus  der  Natur  der  Aufgabe  hervor- 
geht, so  erhüt  man,  indem  man  /i(a:,  y)  und  fi{x^  y)  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichungen 

(9.)  a  —  2a;  —  y  =  0,     a  —  a:  —  2y  =  0, 

welche  nur  for 

(10.)  ^=3'y=3 

befriedigt  werden.    Da  für  dieses  Werthepaar 
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(11.)  /,,  =  -^J'<0,  /,2=  ^l  ,    f2f=  --^^,  /tv/22  -/ir=  3  >  *»- 

SD  tritt  ein  Maximum  ein. 

Dieser  Aufgabe  kann  man  auch  die  folgende  Fassung  gebt-ii : 
Von  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedon  ist  die  Summe  allei- 
Kanten  gleich  4a;  wie  gross  müssen  die  einzelnen  Kanten  sein. 
damit  das  Volumen  ein  Maximum  wird? 

Aus  der  vorstehenden  Lösung  sieht  man,  dass  das  recht- 
winklige Parallelepipedon  mit  möglichst  grossem  Volumen  ein 
Würfel  ist. 

Aufgabe  3.  Man  soll  unter  allen  Dreiecken  mit  gegebenem 
umfange  dasjenige  ermitteln,  welches  den  grössten  Flächen- 
inhalt hat. 

AuflSsung.  Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  bekanntlieli 
(12.)  F  =  y^u  —  ay(u  -^)~(t7—  cj , 

wenn  man  die  Seiten  mit  a,  J,  c  und  den  Umfang  mit  2m  be- 
zeichnet.   Setzt  man  aber 
(13.)  u  =  Sm,     a  =  X,     i  =  y, 

so  wird 

(H.)  c  =  6m  —  X    -y,     u  -c  =  x  +  y   -Sm, 

(15.)  F^  =  Sm(3m  —  x)  (3m  ~   y){sc  +  y  -3m), 

also 

F^ 

(16. )     f{x,  y)  =  ^^  =  (3m  —  x)  (3m  ~y){x  +  y  —  3m) 

=  (3m  —  x)  [      9m2  +  3m(x  +  2y)  ~  xy  -    y'-j 
=  (3m  —  y)  [—  9m2  +  3m(y  -f  2x)  —  xy  —  jir] . 

Da  jF'mit/(a:,  y)  zugleich  ein  Maximum  wird,  so  bilde  man 
(17.)  A[x,  y)  =  (3m  —  y)  (6m  —  2x  -  y), 

(18.)  /2(a:,  y)  =- (3m       x)(JSm  — x -- 2y). 

Die  Summe  aller  drei  Seiten  ist  gleich  6m,  und  jede  Seite 
muss  kleiner  sein  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Seiten,  so 
dass  jede  der  Seiten  kleiner  sein  muss  als  3m.  Deshalb  düilen  in 
/,(ir,  y)  und  /^{x,  y)  die  Factoren  3m  —  y,  bezw.  3m  — x  nicht 
gleich  0  sein;  man  muss  vielmehr 
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il9.) 
oder 

.  20. )  X  =  2»i,     y  =  2m 

setzen.     Für  diese  Werthe  von  x  und  y  tritt  auch  wirklich  ein 
Maximum  ein,  denn  es  ist 
.21.)  /„  ^  2y  -     6m  =  —  2m  <  0 , 

(22.)  /i2  =  2a;  +  2y  -    9m  =  -  -  m,    frz  =  2x   ~ßm  =  —2m, 
23.)  /11/22-    /,2^  =  3m^>0. 

Unfer  allen  Dreiecken  mit  gleichem   Vmfancje  hat  aho  das 
f]lnchseitige  den  grössten  Inhalf, 

Aufgabe  4.  Von  einem  Dreieck  sind  die  Coordinaten  der 
Eckpunkte  P, ,  P2,  Pa,  nämlich  ari,  yi;  2-2,  y2;  2^3,  ya  gegeben; 
man  soll  die  Coordinaten  eines 
Punktes  P  finden,  dessen  Ab- 
stände von  den  Ecken  eine 
uK'iglichst  kleine  Summe  haben. 
( Vergl.  Fig.  147.) 

Auflösung.  Die  Abstände 
des  Punktes  P  von  den  Ecken 
seien  61,  62,  «3,  und  die  Winkel, 
welche  diese  Linien  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe 
bilden,  seien 

^X.SP=y,,     2SiXS2P=<f2,     2lXS^P=tfz, 
dann  wird 

(24.)  8,  =l/(i -- v^  iy  ■  ' y^fi    ^'i  =  /(^  —  ^2)-  +  (y  —  y2f, 

H  =  y(x  —  x^Y  +  (y  -y^j\ 
und  es  ist 

(25.)  f{x,  ■g)  =  si  +  S2  +  «3 

die  Function,  welche  ein  Minimum  werden  soll.     Nun  ist  für 
«  =  1,  2,  3 


Fig.  147. 
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Auflösung.  Bezeichnet 
man  die  Winkel  ADB  und 
BDC  bezw.  mit  z  uiid  y. 
und  die  Winkel  BAD  und 
BCD  bezw.  mit  «  und  ;. 
so  ist  bekanntlich 

[  AB  =  2osin.r, 
^^^•)  \  ÄC  =  2asiny, 

^""""•^  \l)^  =  2ösin(a-+a: 
folglich  wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Vierecks 

2F=  4o3sinj-sin(a:  +  a)sin«  +  4a^sinysin(y  +  r)sin/, 
also,  da  man  den  constanten  positiven  Factor  ^a^sin«  =  •ta'^siny 
fortlassen  darf, 
(40.)         f{x,  y)  =  sin:r  sin(:c  +  or)  +  sinysin(y  +  y)  - 

Dies  giebt 
(41.)  fi{x,  y)  =  sin(a:  +  «)cosa:  +  cos(a:  +  «)sin2-  =  sin(25T  +  «i, 
(42.)  /2(a:,  y)  =  sinfy  +  y)cosy  +  cos(y  +  r)siny  =  sm(2y  +  r)- 
Deshalb  wird 

f,(x,  y)  =  0  für  2a?  +  «  =  180^ 
f.{x,  y)  =  0  für  2y  +  y  =  IBO^, 

(43.)  :r  =  900-     |  =  |,    y  =  90°-^=2- 

Die  Diagonale  AC  muss  daher  die  Winkel «  und  y  in  den 
Eckpunkten  A  und  C  halbiren;   dabei   gehen  die  Gleichungen 

(38.)  und  (39.)  über  in 

AB  =  2asin  ^  ?       BU  =  2asin  ^  » 
2  2 


CD  =  2asin  (^  +  y)  =  2asin  " 
DA  =  2asin  (  1^  +  a)  =  2asm^ 
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folglich  wird 

(44.)  AB=AD,     CBr=CD. 

Der  Flächeninlialt  wird  für  die  angegebenen  Werthe  von  x 
mid  y  wirklich  ein  Maximum,  denn  es  ist 

/ii(^,  y)  =  2cos(2a:  +  a)  =  _  2  <  0, 
/i2  =  0,  /22  =  2cos(2y +  /)  =  -- 2, 
/11/22— /i2^=  +  4>0. 
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Bisher  war  immer  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass 
in  der  Function 

(1.)  U  =f(Xx,  a-2,  .   .  .  Xn), 

welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  die  w  Veränder- 
lichen von  einander  unabhängig  sind.  Das  wird  aber  bei  den 
wenigsten  Aufgaben  der  Fall  sein.  Soll  man  z.  B.  die  Zahl  a 
so  in  drei  Theile  theilen,  dass  das  Product  dieser  Theile  ein 
Maximum  wird,  so  ist  die  Function,  welche  ein  Maximum 
werden  soll, 

12.)  u=ijryz, 

wo  zwischen  den  drei  Veränderlichen  die  Bedingungsgleichung 
(3.)  x-^-y  +  z  =  a 

besteht.  Diese  Aufgabe  wurde  in  dem  vorhergehenden  Para- 
sraphen  so  gelöst,  dass  man  aus  Gleichung  (3.)  den  Werth  von 
z  berechnete  und  in  die  Gleichung  (2.)  einsetzte. 

Dadurch  erhält  man 
(4.)  tt  =  xyi^a  —  x  —  y)  =f{x,  y) , 

also  eine  Function,  welche  nur  noch  die  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y  enthält. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  häufig  zum  Ziele  kommen. 
Soll  z.  B.  in  die  Ellipse 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  38 
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ein  Dreieck  PiP^Pz  mit  möglichst  grossem  Flächeninhalte  ein- 
beschrieben werden,  so  hängt  die  Function 
(5.)  2jF=  xxiyi  -  yz)  +  Xiiyz  —  yi)  +  2:3(^1  —  ysjj 

welche  ein  Maximum  werden  soll,  von  sechs  Verända^lichen 
^1,  yu  ^2,  yi\  scz,  yz  ab.  Diese  sind  aber  nicht  von  einander 
unabhängig,  sondern  sie  müssen  den  drei  Gleichungen 
(6.)  ÄW+o^yi^  =  a^h^,  4W+aV  =  «**S  iW+ahf^^  =  ä'b- 
genügen,  damit  die  drei  Punkte  Pj,  P2,  Pz  auf  der  Ellipse  liegen. 
Jetzt  kann  man  aber  aus  den  Gleichungen  (6.)  die  Werthe  von 
yi>  ^2»  ys  bezw.  als  Functionen  von  ari,  x%^  xz  ausrechnen  und 
in  den  Ausdruck  für  2F  einsetzen.  Dann  hat  man  nur  noch 
eine  Fimction  von  drei  tmahhängigen  Veränderlichen  ari,  zu  x%, 
welche  ein  Maximum  werden  soll. 

In  den  meisten  Fällen  wird  aber  eine  derartige  Eümination 
viel  zu  umständlich  sein,  als  dass  man  an  ihre  Ausftihrung 
denken  könnte.  Dagegen  führt  die  folgende  Methode  im  All- 
gemeinen viel  leichter  zum  Ziele. 

Es  sei  wieder 
(7.)  u—f{x^,  a;2,  .  .  .  a^n) 

die  Function ,  welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 
Dabei  seien  die  n  Veränderlichen  x^^x%^. ,  .x^^,  den  m  Bedingungs- 
gleichungen 

yi(^i,i«^2,  .  .  .a;n)  =  0, 


(8.) 


ym(a:i,a:2,  .  .  .  ar»)  =  0 
unterworfen,  wobei  aber  m<n  sein  muss.  Da  nur  solche 
Werthe  von  xx^x%^, .  .Xn  in  Betracht  kommen,  für  welche  diese 
Gleichungen  (8.)  befriedigt  werden,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
das  Maximum  bezw.  das  JMinimum  der  Function  /(ari,  arj, . . .  av.) 
oder  der  Function 

(9.)     l\xx.  ;r2, .  .  .  a:n)  =/(a:i,  a^a, .  .  .  a:»)  +  ^iSPi(«i;  ^2, .  •  -a:») 
+  ^2^2(^1 ,  3:2, . . .  a:n)  + 1-  ^tSPmC^i ,  a^2, . . . «»j 
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aufsucht,  wenn  man  auch  für  ^li,  As, . . .  A«  noch  ganz  beliebige 
Grössen  einsetzt  Um  nun  die  Werthe  von  a^i,  ar», . . .  x^  zu  finden, 
für  welche  F{xx^  a-j, . . .  ajn)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
muss  man  wieder 

UO.)  J  =  F(xx  +  Äi,  a:,  +  Ä2, .  .  .  arn  +  An)  —  ¥{xx,  ara,  .  .  .  x^ 
nach  Potenzen  von  Ä|,  Ä2, . . .  An  entwickeln.    Dies  geschieht  nach 
der  rayfor'schen  Reihe,  und  zwar  erhält  man 

(11.)         J  =  F,h,  +  F2Ä2  +  •  .  •  +  i^nAn  +  [Ai,  Äs,  .  .  .  An]^, 

wobei  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  i^ari,  arj, . . .  x^  nach 
j-,,  :r2, . . .  :r«  bezw.  mit  JF],  Ji, . . .  jF»  und  der  Rest  mit  [Ai,  As, . . .  Anjj 
bezeichnet  sind.  Damit  nun  jP(a:i,  arj, . . .  arn)  ein  Minimum  wird, 
muss  ^/  flir  alle  zulässigen ,  hinreichend  kleinen  Werthe  der 
Grössen  Ai,  h^,..  .hn  beständi ff  positiv  sem,  und  damit  F(a:i,  7-2,... :r„) 
ain  Maximum  wird,  muss  J  für  alle  zulässigen,  hinreichend 
kleinen  Werthe  der  Grössen  Ai,  A2, . . .  A*  beständig  neffotiv  sein. 
Hierbei  muss  man  aber  beachten,  dass  nur  solche  Werthe  von 
Ai,  Ä2, . . .  hn  zulässig  sind,  für  welche  die  Gleichungen 
(pi  (xi  +  Äi,  ara  +  A2, . . .  aJn  +  An)  =  0, 

.^0\                     j    y«  (i^l  +  Ai,  3:2  +  //2,  .  .  .  aJn  +  An)  =  0, 
{^^•)  \ 

(pm(xi  +  Ai ,  a-2  +  A2, ...  a:«  +  An)  =  0 
befriedigt  sind.  Von  den  n  Grössen  Ai,  Ä2, . . .  A«  sind  daher  nur 
n  —  m,  z.B.  hm-\-\j  A«,+2,...A»  iciUkürlich^  wähi'end  sich  die 
Werthe  der  m  übrigen  (Ai,  Ä2,  ...A«)  aus  den  m  Gleichungen 
(12.)  ergeben.    Bezeichnet  man  jetzt 

d(p„(xx,  T2,...a;n)  .. 

wobei  a  alle  Werthe  von  1  bis  m  und  ß  alle  Werthe  von  1  bis 
n  annehmen  darf,  so  kann  man  die  m  Grössen  Ai ,  ^ , . . .  ^1  so 
bestimmen,  dass  die  m  linearen  Gleichungen 

F\  =/l    +  /l^il   +  /2</'21   +  •  •  '+  i-mffmi  =  0, 
Ft  =fl   +  ^1^12  +  ^2^22  H +  Ain<iPm2  =  0, 


(13.) 


38* 
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beftiedigt  werden.    Dadurch  geht  Gleichung  (11.)  über  in 

(14.)    J  =  JR„+lÄ»+t  +  i^m+2Ä»+2  +  •  •  •  +  FnK  +  \hu  A«,  .  .  .  Ä^],  . 

Da  nun  A»+i,  ^»+2, . .  •  An  willkürlich  sind,  so  kann  man 

A^4.2  =  0,...Än  =  0 

setzen,  so  dass  sich  die  Grösse  d  auf 

(15.)  d  =  i'm+lÄ.+i  +  [Äi,  Ä2,  .  .  .  Ä«+i,  0,  .  .  .  0], 

reducüt.  Macht  man  jetzt  A^+i  hinreichend  klein,  so  müssen  auch 
Äi,  Ä2, ...Ä«  beliebig  klein  werden,  wenn  die  Gleichungen  (12.) 
befriedigt  werden  sollen.  Wäre  also  -Fi,+i  von  Null  verschieden, 
so  könnte  man  A,„+i  so  klein  machen,  dass,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  i^»,4-iA«+i  grösser  würde  als  [Ai,  Aj, . . .  ä«+i,  0, . . .  0  u^ 
dass  also  J  dasselbe  Vorzeichen  hätte  wie  Ä+iA«,+i.  Diese 
Grösse  wechselt  aber  das  Vorzeichen  zugleich  mit  Ab.^.,,  folglich 
kann  nur  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten,  wenn 

ist.    In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  auch 

sein  muss.  Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  n  Grössen  xx, 
^2,.  ..^n  ausser  den  m  Gleichungen  (8.)  noch  die  n  —  m 
Gleichungen 

(16.)    ^    ■^«+2  =y«+2  +  ^iyi,».+2  +  ^2<jr2,»»4-2  +  '"  +  ^y"«,«+2  =  0, 
^  i^n  =/n  +  ^l^ln  +  ^2^2»»  +   '  '  '  +  ^«  ^«n   =  0, 

Bei  der  Herleitung  wui'den  allerdings  die  m  Gleichungen 
(13.)  zur  Berechnung  der  m  Grössen  ^i,  ^2, .  . .  >t«  und  die  /* 
Gleichungen  (8.)  und  (16.)  zur  Berechnung  der  n  Grössen 
:7i,  2:2, .. .  ocn  benutzt.  Man  ist  aber  natürlich  an  diese  Reihenfolge 
in  der  Ausfülirung  der  Rechnungen  nicht  gebunden,  sondern  hat 
nach  dem  Vorhergehenden  im  Ganzen  m  +  »  Gleichungen,  näm- 
lich die  Gleichungen 


ill.) 
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<3Pl(^l,  «2 Xn)  =  0, 


fn  +  ^^'in    +  A2y2n   +   '  '  '    +   ^m  SPmn    =  0, 

die  gerade  zur  Berechnung  der  m-\-n  Unbekannten  Xi,  A2, . . .  Ä,«, 
j^i,  a;2j . . .  a?»  ausreichen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  alle  Werthsysteme  der  n  Ver- 
änderlichen, für  welche  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintreten  kann.  Ob  dann  für  ein  so  gefundenes  Werth- 
system  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  geht  in 
vielen  Fällen  schon  aus  der  Natur  der  Aufgabe  hervor.  Des- 
halb möge  hier  die  etwas  weitläufige  Entwickelung  eines  all- 
gemein gültigen  Kriteriums  übergangen  werden. 


§  130. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Es  soll  das  grösste  rechtwinklige  Parallelepi- 
pedon  gefunden  werden,  das  einer  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a 
einbeschrieben  werden  kann. 

Auflosung.  Da  der  Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  zu- 
gleich auch  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sein  muss,  so  ist  der 
Durchmesser  der  Kugel,  nämlich  2o,  eine  Diagonale  des  Parallel- 
epipedons. Nennt  man  also  drei  an  einander  stossende  Kanten 
2ar,  2y,  2^?,  SO  wird 

(1.)  V^f\^x,y,z)^^xyz 

die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  und 
(2.)  ^{x,  y,  z)  =  :r2  +  y2  +  ;22  _  ^2  ^  0 

ist   die  Bedmgung,   welche   zwischen   den   drei  Veränderlichen 
stattfindet.    In  diesem  Falle  wh-d  deshalb 
(3.)    F{x,  y,  z)  =.f+k(f  =  Sxyz  +  X{x^  +  y2  +  z^  —  a«), 
(4.)  Fi  —  Syz+2kx  =  0,  i'a  =  8za;  +  2/y  =  0,  i^a  =  8a:y  +  2^^  =  0. 
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Dies  giebt 

(5.) 


\        X         y 
also  niit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.) 


X 


zx xy 


(6.) 


a;«  =  y*  =  2:2  = 


3 


oder     a:  =  y  =  2:  =  — ya. 


Der  Würfel  ist  daher  das  grösste  rechtwinklige  Parallel- 
epipedon,  welches  der  Kugel  einbeschrieben  werden  kann. 

Aufgabe  2.     Es    soll    das  grösste  rechtwinklige  Parallel- 
epipedon  gefunden  werden,  welches  dem  Ellipsoid 


(7-) 


rc*       t/-       2' 

-.  +  fi  +  ^--i  =  o 


einbeschrieben  werden  kann. 

AuflSsung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorigen  Auf- 
gabe findet  man  hier  für  die  halben  Seitenkanten  die  VVerthe 

(8.)         ^=  3^».  y=ly-^'  -'=  3->^3. 


Fig.  150. 


Aufgabe  3.    Unter  allen  Kegeln  mit  gleichem  Volumen   V 
denjenigen  zu  finden,  welcher  die  kleinste  Oberflache  hat. 

Auflösung.  Der  Halbmesser  dei- 
Grundfläche  sei  x^  die  Höhe  sei 
y,  und  die  Seitenkante  sei  z  (vei-gl. 
Fig.  150);  dann  wird  die  Gesammt- 
obei-fläche 

(9.)    f{x,  y,  z)  =  x^n  +  xztt 
=  7i{a?  +  xz). 
Dies  ist  die  Function,  welche 
ein  Minimum  werden  soll.  Zwischen 
a:,  y  und  z  bestehen  dabei  noch 
die  Bedingungsgleichungen 


V  = 


T^Tiy 
3~ 


x^  +  y 


2  ^  ,2 


§  130.    Maxima  und  Minima;  Aufgaben.  599 

oder 

I  (fiQt,  y,  z)  =  SV   -  x^ny  =  0, 

Dies  giebt 
lU.)     F{x,  y,  z)=^7T{x''+xz)+X,{SV—a^ny)+h{x^-\^y^--z'), 

I  ^i(^,  y,  -)  =  ^(2ar  +  z)     -  2Xi;rzy  +  2^2^;  =  0, 
1 12.)        F^ix,  y,z)=  —  X,7r2^     +  2^y  =  0 , 

l  Fz{x^  y,  r)  =  /ra:  ~  2kiZ  —  0. 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  findet  man 

(13.)       ^  =  J-  ,      /,  =  ^-  »      a:«  +  2xz  +  ;?«  =  2y«, 
üder 

(14.)  X+Zr=zyy2. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (10.)  erhält  man  daher 

r«  =  ^i:«  +  y2  =  2y2     -  2  }/2  ay  +  a:», 
oder 

(15.)  y  =  2:py2,     3F^2a:3^>/2, 

also 

(16.)  0:1/2  =l/^J,    ^^-V^tT^   :.y2  =  3:ry2  =  3l^''^J. 

Die  Gesammtoberfläche  dieses  Kegels  ist  dann 
(17.)  0  =  4^:%  =  2  y^9  V^TT. 

Aufgabe  4.  Von  einem  Viereck  sind  die  vier  Seiten  o,  b,  c,  d 
g:egeben,  wie  gross  müssen  die  Winkel  sein,  damit  der  Flächen- 
inhalt ein  Maximum  wii-d?    (Vergl.  Fig.  151.) 

Auflösung.    Ist  AB  CD  das  gesuchte  Viereck,  und  setzt  man 
^ABC  =  x,     .^AI)C  =  y, 
so  wild 

2/:\ABC  =  aisina:,     2     ADV  =  c^siny. 

Hätte  das  Viereck  einen  einspiingenden  Winkel ,  z.  B.  bei 
öl,  so  konnte  man  seinen  Flächeninhalt  i^ura  das  Stück  ADiCD 
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folglich  ist  auch 

(30.)  bXxi'  —  x^^)  +  a%i«  -  y^^)  =  0 ; 

d.  h.  die  Gleichung  (29.)  wird  befriedigt  für 


(31.) 


^1  +  a-2  .Vi  +  ^2 

x  =  -  -       »   y=      ^- 


und  stellt  deshalb  einen  Durchmesser  dar,  welcher  die  Seime 
P1P2  halbirt.  Nennt  man  die  Endpunkte  dieses  Durchmessers 
P  und  P',  so  haben  diese  beiden  Punkte  die  verlangte  Eigen- 
schaft des  Maximums,  denn  nach  der  Lehre  von  den  conjugirten 
Durchmessern  sind  die  Tangenten  in  Pund  P*  zu  P1P2  parallel. 
In  dem  Dreieck  P1P2P  (und  ebenso  in  dem  Dreieck  PiPiP') 
ist  deshalb  die  Höhe  grösser  als  in  einem  jeden  Dreieck  PiPtF\ 
welches  dieselbe  Grrundlinie  P1P2  hat,  dessen  Spitze  P"  aber 
auf  der  Ellipse  dem  Punkte  P  (bezw.  dem  Punkte  P*^  benach- 
bart liegt. 

Aufgabe  6.    In  eine  Ellipse  soll  ein  möglichst  grosses  Drei- 
eck PiPiPa  einbeschrieben  werden.    (Vergl.  Fig.  153.) 

F^»  ^53.  Auflösung.     Diese 

Aufgabe  lässt  sich  un- 
mittelbar auf  die  vor- 
hergehende zurückfüh- 
ren, indem  man  z.  B. 
die  Punkte  Pi  imd  P* 
als  gegeben  ansieht  und 
den  Punkt  Pz  sucht. 
Die  Verlängerung  des 
Halbmessers  OP3  muss 
daher  die  Sehne  PxPi 
halbiren.  Ebenso  muss 
die  Verlängerung  von  OPi  die  Gerade  P2P3,  und  die  Ver- 
längerung von  OP2  die  Gerade  P3P1  halbiren,  d.  h.  der  Mittel- 
punkt  0  der  Ellipse  ist  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  des  ge- 
suchten Dreiecks  P1P2P3. 

Da  m  jedem  Dreieck  der  Schwerpunkt  die  drei  Halbirungs- 
transversalen  im  Verhältniss  von  1 :2  theilt,  so  kann  man  ein 
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solches  Dreieck  P1P2-PS  construiren,  indem  man  auf  der  Ellipse 
einen  Punkt  Pi  beliebig  annimmt,  den  Halbmesser  OPi  über  0 
bis  A^i  verlängert,  so  dass 
■  :32.)  PiO  =  20Ni 

wird,  und  durch  Ni  eine  Parallele  zu  der  Tangente  im  Punkte 
Pi  zieht;  dann  schneidet  diese  Parallele  die  Ellipse  in  zwei 
Punkten  P2  imd  P3,  so  dass  das  Dreieck  P1P2P3  seinen  Schwer- 
punkt in  O  hat.  Dabei  sind  nach  der  Lehre  von  den  conjugirten 
Durchmessern  die  Coordinaten  des  Punktes  Ni 
_  a-i  _  ^2  +  a^a  _  yi  __,  .y2  +  ys_ 
1  2       '  2  2    "  ' 

folglich  gelten  die  Gleichungen 
.33.)         zi  +  a-2  +  3-a  =  0    und    yi  +  ya  +  ya  =  0. 

Da  bei  dieser  Construction  der  Punkt  Pi  noch  ganz  be- 
liebig auf  der  Ellipse  angenommen  werden  dm-fte,  so  findet  man 
hierdurch  unendlich  viele  Dreiecke,  von  denen  aber  sogleich  ge- 
zeigt werden  soll,  dass  sie  alle  gle%che7i  Flächeninhalt  haben. 
Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  P1P2P8  wird  nämlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (33.) 

(34.)         2t  =  Zi  (y2   -  ya)  +  ^2(y3  —  yi)  +  ^8(yi  —  y2) 

=  3(a:iy2-— arayi). 
Da  die  Punkte  Pi  und  P2  auf  der  Ellipse  liegen,  gelten 
die  Gleichungen 

welche  durch  Multiplication  die  Gleichung 

(35.)       bWx^^  +  a^yi^y^^  +  a^b''{x,^yo^  -f  xo^^x^)  =  a*i* 

geben.    Femer  hat  die  Tangente  im  Punkte  Pi  die  Gleichung 

bHxX*  +  ahj^y*  -  -a^b^  =  0, 
folglich  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  man  durch  Ni 
parallel  zu  dieser  Tangente  legt, 
l36.)  2b'^xix*  +  2a2y,y'  +  a^H^  =  0. 

Da  diese  Gerade  durch  den  Punkt  P2  hindurchgeht,  so  wird 
2b'^XiXi  +  2a2yiy2  =  —  a^*', 
und  wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  in's  Quadrat  erbebt^ 
(37.)  ^b^xiW  +  SaH^x^x.y.yo  +  ^d^y^Hj^^  =  a*4*, 
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oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (35.) 

4a*i*  —  4a*i«(a;iV  ^  x^^y^^)  +  ^a^b^Xyx^yiyt  =  «***• 
oder 
(38.)      4  (x,yt  —  x^y.f  =  SaW,      2  (xiy2  —  x^y,)  ^abYs. 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (34.) 

(39.)  4F=Sabys. 

Der  Flächeninhalt  ist  also  unabhängig  von  der  Lage  des 
Punktes  Pi,  so  dass  es  tmendlich  viele  Dreiecke  PiP^Pz  giebt, 
welche  gleichen  Inhalt  besitzen,  und  welche  grösser  sind  aJs  alle 
übrigen  der  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecke. 

Aufgabe  7.  In  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  soll  ein 
Cylinder  mit  möglichst  grosser  Oberfläche  einbeschrieben  werden. 
(Vergl.  Fig.  154.) 

Fig.  154.  Auflösung.      Bezeichnet    man 

die  Halbmesser  der  Grundkreise 
mit  X  und  die  Höhe  des  CyUn- 
ders  mit  y,  so  wird  die  Ober- 
fläche 

(40.)      F—  2a^n  +  2xny, 
also 
(41.)      f{x,  y)  =  a:2  +  xy, 

wobei  noch  zwischen  x  und  y  die 
Gleichung 

(fix,  y)  =  4:2;2  +  y2  _ .  ^^i  —  q 

Daraus  folgt 

F{^^  y)  =f{^^  y)  +  ^vi^,  y), 

(  F,{x,  y)  =  2x  +  y  +  S?^:=  0, 

\F2(x,y)=  x  +  2ky  =  0, 

2xy  +  y^  —  4:X^  =  Oj 


(42.) 

besteht. 

(43.) 

(44.) 

(45.) 
oder 
(45  a.) 


Da  X  and  y  beide  positiv  sein  müssen,  so  kann  hierbei  nur 
■das  obere  Vorzeichen  gelten.    Es  wird  also 


(47.)  ,  =  «y2+     2.,     y  =  a|/2_ 
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(45b.)  y  =  a:(— 1  +1/5), 

und  mit  Bücksicht  auf  Gleichung  (42.) 
i46.)  3:^(10     -2y5)  =  4a2, 

yö'   ^-^r-    1/5' 

(48.)       /(^,  y)  =  ^(^  +  y)  =  ^'V^  =  2  (1^^  + 1)  • 

Dasselbe  Resultat  war  bereits  in  §  57,  Aufgabe  21  (Seite 
283)  gefunden  worden. 

Aufgabe  8.    Durch  den  Mittelpunkt  0  eines  Ellipsoids 

o  2  2 

(49.)  <fi(x,y,z)  =  ^^  +  ^^  +  ^-1  =  0 

ist  eine  Ebene 

(50.)  yaC^,  y,  z)  =  Ax  +  By+  Cz  =  0 

gelegt;  man  soll  die  Axen  der  von  dieser  Ebene  ausgeschnittenen 

Ellipse  bestimmen. 

Auflösung.    Verbindet  man   einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Schnittcurve  mit  0,  so  wird 

^51.)  OF'  =f{x,  y,  z)  =  x^  +  y'-^  z\ 

wobei  die  Veränderlichen  x,  y,  z  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.) 
2'enügen  müssen.  Unter  diesen  Halbmesseiii  OP  ist  die  grosse 
Halbaxe  ein  Maximum  und  die  kleine  Halbaxe  ein  Minimum. 
Man  findet  daher  die  beiden  Axen,  indem  man  die  Wei-the  von 
r,  y,  z  bestimmt,  für  welche  /(:r,  y,  z)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird.  Hierbei  ist 
(52.)  F{x,y,z)^f+ X^(p^  + liff^i, 

(53.)  JPi  =  2.r  +   -^{-  +  ^>ts  =.  0 , 

.54.)  i'2  =  2y  +  ^^f +5A2  =  0, 

(55.)  F^^2z+  ^^f-  +  CX^  =  0, 

also 
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(56-)  2-  =  -   «,+,, '    2y  =  -  j.  +  ,-  '    2.  =  -  -^:^^^  • 

Mit  Rücksicht   auf  die  Gleichungen  (50.)  und  (49.)  folgt 
hieraus 


=  4, 


r    ^*a»  ^6^  C^c*     -1 

Aus  Gleichung  (57.)  findet  man  die  beiden  Werthe  von  /i 
und  aus  Gleichung  (58.)  die  zugehörigen  Werthe  von  x«.  Indem 
man  diese  Werthe  von  Ai  und  h  in  die  Gleichungen  (56.)  ein- 
setzt, erhält  man  schliesslich  die  gesuchten  Werthe  von  ar^y,:. 


XVI.  Abschnitt. 
Theorie  der  complexen  Grössen. 

§  131. 

Erklärung  der  complexen  Grössen. 

( Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  155—163.) 
Bekanntlich  führt  schon  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  häufig  auf  imaginäre  Wurzeln.    Ist  z.  B. 

«2  +  62:+  13  =  0, 
so  wird 

:r=--  —  3zb  V"  -4=       3d=2i, 


wubei  y — 1  mit  i  bezeichnet  worden  ist.  Aus  }/  l  =  t  folgt 
(1.)  »^  =  —  1,  t^  =  — t,  t*=  +  l,  »5=  +  *,.... 
Es  ist  nicht  nur  von  grossem  Vortheil,  imaginäre  Grössen  in  die 
Rechnung  einzuführen,  sondern  es  stellt  sich  sogar  bei  vielen 
Untersuchungen  die  Nothwendigkeit  heraus,  mit  solchen  Grössen 
zu  rechnen.  Da  die  Bezeichnung  „imaginär''  leicht  die  falsche 
Vorstellung  erwecken  könnte,  dass  die  Rechnung  mit  imaginäre7i 
Grössen  unzulässig  sei,  nennt  man  dieselben  gewöhnlich  zum 
Unterschiede  von  den  reellen  Grössen  „complexe  Grössen"  und 
kann  zeigen,  dass  sich  alle  Rechnungen  mit  ihnen  in  derselben 
Weise  ausffihren  lassen  wie  mit  reellen  Grössen.  Ihre  all- 
gemeine Form  ist 

a  -f  hY — 1     oder     a  +  bi, 
wobei  a  und  b  reelle  Grössen  sind.    Man  nennt  a  „den  reellen 
Theil^  und  b  „den  Factor  des  imaginären  Theih'\    Ist  der  reelle 
Theil   einer   complexen   Grösse   gleich   0,   so  heisst  sie   „r^V* 
imagifuLr^, 


608  §  131.    ErklATung  der  complezen  Grössen. 

Wie  die  reellen  Grossen  aus  den  beiden  f^inheiten  + 1  und 
— 1  gebildet  sind,  so  werden  die  complexen  Grossen  aus  den 
vier  Einheiten 

+  1,  —1,  +»,  —i 
gebildet.  Auf  die  so  erklärten  Grössen  kann  man  ohne  Weiteres 
die  Regeln  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Divi- 
sion, wie  sie  für  reelle  Grössen  gelten,  anwenden.  Das  Resultat 
dieser  Operationen  ist,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  wieder 
eine  Grösse  von  der  Form  A  +  Bi,  Daraus  folgt  dann  die 
Berechtigung^  mit  complexen  Grössen  ebenso  zu  rechnen,  wie  mit 
reellen. 

I.  Addition.     Complexe  Grössen  werdeti  addirf,  indem  man 
die  reellen  Theile  zu  den  reellen  und  die  Factoren  der  imaginärett 
Tkeile  zu  den  Factoren  der  imaginären   Theile  addirt,  also 
(2.)  (a  +  bi)  +  {c  +  di)  =  (a  +  c)  +  (6  +  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

II.  Subtraction.  Zwei  complexe  Grössen  werden  von  ein- 
a7ider  subtrahirt,  ifidem  man  die  reellen  Theile  und  die  Factoren 
der  imaginären   Theile  von  einander  subtrahirt,  also 

(3.)  {a  +  bt)  —  (c  +  di)  =  (a  -  c)  +  (b  —  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

III.  Multiplication.  Zwei  complexe  Grössen  toerden  mit  ein- 
ander multiplicirty  indem  man  jeden  Theil  des  einen  Factors  mit 
jedem   Tkeile  des  andern  Factors  multiplicirt,  also 

(4.)  (a  +  bi)  (c  +  di)  =  ac  +  bei  +  adi  +  bd^ 

=  {ac  —  bd)  +  (arf  +  bc)i. 

Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  +  Bi. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  c  =  a,  c?=  —  b  ist,  erhält  man 
(5.)  (a  +  ÄO(a  — 6t)  =  a2  +  ^2. 

Hier  ist  das  Resultat  sogar  eine  positive  reelle  Grösse. 

Zwei  solche  complexe  Grössen,  die  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen des  imaginären  Theiles  von  einander  unterscheideD, 
heissen  y^conjugirt^ \  es  gelten  für  sie  die  folgenden  Sätze: 
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1)  Die  Summe  zweien'  conjugirt  complexen  Grössen  ist  reell: 
(B.)  [a  +  hi)  -\'\a—  hi)  =  2a. 

2")    Die    Diffei'enz    zweier   conjiujirt  complexen    Grössen    ist 
rein  imaginär: 
"."i  (a  +  bi)  -    (a--  bi)  =  2bi, 

3j  Das  I^^oduct  zireie^-  conjugirt  complexen  Grössen  ist  reell 
und  positic: 

(a  +  bi)  ( a  -  -  bi)  =  a*  +  bK 

Dieses  Product  heisst  nach  Gatiss  ^die  Norm  von  a  +  bi** 
imd  ebenso  „die  Norm  oon  a  —  6t".  Um  die  Norm  einer  com- 
plexen Grösse  zu  bezeichnen,  setzt  man  ein  N  vor  dieselbe;  es 
ist  also 

(8.)  iV(c  +  l>i}  =  N[a  —  bi)  =  a-  +  b\ 

Die  Quadratwurzel  aus  der  Norm,  mit  positivem  Vorzeichen 
genommen,  heisst  „der  Modul^  oder  (nach  Weierstrass)  „der 
absolute  Befrag'^  der  complexen  Grösse.  Das  Zeichen  datür  ist 
ein  vorgesetztes  M  oder  zwei  senkrechte  Striche,  von  denen  die 
cnmplexe  Grösse  eingeschlossen  wird,  also 

a-^-bi   =  +y(^+  b', 


(9.) 


f  M(a  +  bi)  = 

\  M(a  —  bi)  = 


a  —  bi=  +ya^  +  b^\ 

Aus  der  Gleichung 

1       _  a-  -  bi  a  —  bi 

'^  a  +  bi  ~  \ä  -t-  ~bi)  (öT^  bi) "~  ä^^b^ 

folgt  der  Satz: 

4)  Der  reciproke    Werth   einer   complexen  Grösse  ist  gleich 
ihrer  conjugirten,  dividirt  durch  die  Norm. 

IV.    Division.     Bei   der  Division  coniplexer  Grössen  multi- 
pUcirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  der  zum  Nenner  conjugirten 
Grösse,  dann  hat  man  nur  noch  durch  eine  reelle  Grösse,  nämlich 
nur  durch  die  Norm  des  Nenners  zu  dividiren.    Dies  giebt 
.      .    c  +  di  __{c  +  di)  [a  —  bi)  _ac  +  bd      ad  —  bc  , 
'^  ir+  bi  "  (a  +  bi)  (a  —  bi)  ""  l^T+J^  "*"   a2  +  b^  *' 
Auch  hier  hat  das  Besultat  die  Form  A  +  Bi. 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  39 
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Da  eine  Potenz  mit  positivem,  ganzzahligen  Exponenten  ein 
Product  ist,  so  kann  man  auch  eine  complexe  Grösse  potenziivn; 
und  zwar  findet  man 

(12.)  ia  +  biY  =  Ta"  — Q)  ö"-2  ji  +  Q\  ^»-4^4  _ _  +  .  .  .1 

"^  [(i  )'*""**  '"G)''""'^'  "^  — ]  '■ 


§  132. 

Einige  Sätze  über  complexe  Grössen.    IMoivre'sche 

Formeln. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  1(54^169.) 
Da  eine  rein  imaginäre  Grösse  die  Quadratwurzel  aus  einer 
negativen  Zahl  ist,  so  kann  eine  reeUe  Grösse,  weldie  von  0 
verschieden  ist,  niemals  einer  rein  imaginären  Grösse  gleich  sein. 
Ist  also 

(1.)  a  +  W=0, 

so  müssen  a  und  b  einzeln  gleich  0  sein.    Dies  giebt 

Satz  1.  Sind  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich^  so 
müssen  die  reellen  Theile  wid  ebenso  auch  die  Factoren  der 
imaginären   Theile  einander  gleich  sein. 

Beweis.    Aus 

(2.)  a  +  W  =  c  +  di 

folgt 

(3.)  (a  +  bi)  —  {c  +  dt)  =  (a  —  c)  +  (*  —  ^i  =  0. 

Dies  giebt  aber 
(4.)       a  —  c=0,     b  —  rf=0,     oder    a  =  c,     b  =  d. 

Jede  Gleichung  zwischen  complexen  Grössen  umfasst  daher 
zwei  Gleichungen  zwischen  reellen  Grössen. 

Die  complexen  Grössen  lassen  sich  auch  noch  in  einer  etwas 
anderen  Form  darstellen.    Setzt  man  nämlich 


(5.)  |a  +  K|=  +  )/^M-**  =  r, 
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SO  wird  r^a  und  r'^b^  folglich  kann  man  zwischen  0  und  2tt 
(bezw.  zwischen  0^  und  360^)  einen  Winkel  f/>  so  bestimmen,  dass 

a         .  b 

6.  cosy  =     >     smy  = 

^        r  ^       r 

wird.    Dabei  liegt  der  Winkel  r/ 

zwischen    0^  und    90^,  wenn  o>0,  Z»>0, 

900     ^     1800,       ^     a<0,  i>0, 

„       1800     ^^     2700,       ^     a<0,  4<0, 

„       2700     „     3600,       „     a>0,  4<0. 

Dieser  Winkel  <f  heisst  das  Argument  der  complexen  Grösse 
a  +  bi.    Durch  Einführung  dieser  Bezeichnungen  wird 
(7.)  a  4  bi  =  r  (cosy  +  esiny). 


Multiplicirt  mau  jetzt  die  complexen  Grössen  ^(cosyi+tsin^t) 
mid  r2(cosy2  +  t  sin  952)  mit  einander,  so  erhält  man 
(8.)  ri(cosf/'i  +  tsinyi) .  r2(cosy2  +  tsiny2)  = 

ri  Vi  [cos  (fx  cos  (f2  —  sin  y  1  sin  y 2)  + « (sin  yi  cos  y 2  +  cos  y  1  sin  y 2)] 
=  rtr2[cos(yi  +  (pt)  +  isin(rfi  +  yj)]. 
Diese  nach  Moivre  genannte  Formel  giebt 

Satz  2.  Complexe  Gf'össen  werden  mit  einander  multiplicirt^ 
i?idem  man  ihre  absoluten  Beträge  mit  einander  multiplicirt  und 
ihre  Argumente  addirt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  Producte  von  drei 
oder  melir  Factoren  übertragen;  es  ist  also 
(9.)    ri(cosyi  +  tsin^Ji) .  r2(cosy2  H-  tsiiiy2) .  r8(cosy8  +  «sin^jg) 
=  nr2r8[cos(yi  +  ^2  +  (f9)  +  ism{(fi  +  (f'2  +  ^3)]  • 

Sind  die  Factoren  alle  einander  gleich,  so  erhält  mau 
(10.)         [r(cosy  +  tsiny)]"  =  7***[cos(wy)  +  ism{n(p)] 
und  damit  zunächst  für  positive,  ganzzahlige  Exponenten 

Satz  3.  Eine  complexe  Grösse  wird  potenzirtj  indem  man 
den  absoluten  Betrag  potenzirt  und  das  Argument  mit  dem  Potenz- 
exponenten  multiplicirt. 

39* 
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Für  r  =  1  geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 
cos(wy)  +  isin(n<f)  =  (cosy  +  isin<y)"  = 

cos^c/  —  (9  )  cos"-V/  sin^y  +  (  ^  )  cos^^y  sin*f/' 1 

+  t  f    jcGS^-^fz-siny  — f    jcos"-VsinV  -I ' 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Satz  1 
(11.)  cos(ny)=cos*'y— f  ^  jcos'*-'V  sinV'+(^  )cos"-VsinV — I— *• 

(12.)   sin(/*y)  =  r^  j  cos"-*f/  sin tf  —  T^  j  cos^'V  sin^  H • 

Dui'ch  diese  Formeln,  in  denen  das  MulHplicationstkeorem 
der  trigonometrischen  Functionen  ausgesprochen  ist,  lassen  sich 
cos(»y)  und  sin(«y)  als  rationale  Functionen  von  cosy  und  siny 
darstellen. 

Es  wird  z.  B.  für  w  =  5,  wenn  man  noch  die  Relation 
cos'V  +  sin^y  =  1  anwendet, 

cos(5y)  =  cosV  —  lOcos^y  sinV  +  5cosysinV 

=  16cos^7>  —  20cosV  +  '^cos^- , 
sin(5y)  =  öcos^r/sin^p  —  lOcos^^sin^y  +  sin^y^ 
=  lösinV  —  20  sin  V  +  5  sin  7^. 

Für  die  Division  zweier  complexen  Grössen  erhält  man  jetzt 
ri(cosyt  +  tsinyi)      u  (cosyt  +  t'sinyt)  (cosys  —  tsinyjj 
r2(cosy2  +  ^siny2)      r^  (cosy2  +  tsiny2)  (cosy2  —  isin^'j) 

__  n  (cosyt cosy2  +  sinyisiny2)  +  ^(sinyiCosy2  —  cosyisinys) 

""  r«  cos*  y2  +  sin'^y2 

oder 

/■.o\  nfcosyi  +  tsinyi)      ^r      /  ^   .    •  •  /  m 

(13.)  —  7 — --v^  M  =  -  [cos(yi  —  ys)  +  *sm(y,  —  0^2)  . 

r2(cosy2  +  ?smy2)      r^^      ^  ^^  ^^        ^  ^ 

Daraus  folgt 

Satz  4.  Complexe  Grössen  werden  durch  einander  dividtri^ 
indem  man  die  absoluten  Beträge  durch  einander  dividirt  und 
die  Argumente  von  einandm^  subtrahirt. 
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Satz  3  macht  es  jetzt  auch  mciglich,  aus  einer  complexen 
Grosse  die  n^  Wurzel  auszuziehen.  Unter  yr{cos(p  +  isvatp) 
vei-steht  man  nämlich  eine  Grösse,  deren  /**•  Potenz  gleich 
ricosff  +  isinr/)  ist.  Diese  Eigenschaft  besitzt  für  ganzzahlige 
Weilhe  von  h  die  complexe  Grösse 

denn  es  wird  nach  Gleichung  (10.) 

A**  =  r[cos(^f/'  +  2//7r)  +  tsm(y  +  2/i7r)J, 
oder,  weil 

cos(y  +  2//7r)  =  cosff  und  sin(y  +  2/t7r)  =  siny 
ist, 
(15.j  A*"  =  r(cosy  +  tsii\(f). 

Dies  giebt 
{IG.j  7,(cosy.  +  .sinyJ  =  -;/7[cos(?^i^)+  ,-sm(^+?^'^)]- 

Dabei  erhält  man  für  die  ?i^  Wurzel  aus  einer  complexen 
Grösse  im  Ganzen  n  von  einander  verschiedene  Werthe,  wenn 
man  der  ganzen  Zahl  h  die  Werthe  0,  1,  2,...w  —  1  beilegt. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  5.  Aus  ei/ier  complexen  Grösbe  uird  die  Wurzel  ge- 
zogen, indem  mayi  sie  aus  dem  absoluten  Betrage  zieht  und  das 
Argument  durch  den    Wurzel- Exponenten  dividirt. 

Gleichzeitig  sind  hiermit  auch  die  Potenzen,  deren  Exponent 
eine  gebrochene  Zahl  ist,  ebenso  für  complexe  Grössen  erklärt 
wie  für  reelle,  indem  mau 

(17.)  A~<i  =  yAP  =  iyAy 

findet. 

^  133. 

Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen. 

Wie  man  die  reellen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken 
in  einer  geraden  Linie  geometriscli  darstellen  kann,  so  kann  man 
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die  completjcen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken  in  einer  Ehew 
darstellen.    Dabei  soll  der  folgende  Grundsatz  gelten: 

Zv:ei  Strecken  sind  einander  gleich,  wenn  sie  gleiche  Lätige 
und  gleiche  Richtung  haben. 

Dann  bezeichne  man  mit  +  1  eine  Strecke,  deren  Länge 
gleich  1  ist,  und  deren  Richtung  parallel  ist  zur  positiven 
Richtung  der  X-Axe.  Mit  +*  dagegen  bezeichne  man  eine 
Strecke,  deren  Länge  auch  gleich  1  ist,  deren  Richtung  aber 
parallel  ist  zur  positiven  Richtung  der  F-Axe.    (Vergl.  Fig.  155. 

Damit  ist  natürlich  noch  nicht  ge- 
*^"  sagt,  dass  + 1  dieselbe  Bedeutmig  habe 

wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen, 
dass  nämlich  i  gleich  Y — 1  sei;  e;^ 
sollen  vielmehr  die  hier  folgenden  Un- 
"  tersuchungen  zunächst  ganz  unabhängig: 
von  den  vorhergelieuden  geführt  werden. 
Demnach  werde  hier  die  complexec.Tröss'i 
a  +  bi  durch  eine  Strecke  OP  erklärt, 
welche  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  O  und  einen  Punkt 
P  mit  den   Coordinaten  OQ^a,   QP=b  verbindet.    (Vergl. 

Fig.  156.)  Man  gelangt  nämlich  vom 
Punkte  0  aus  zum  Punkte  P,  indem  man 
a  Einheiten  in  der  Richtung  der  X-Äxe 
und  dann  b  Einheiten  in  der  RichtnD? 
der  y-Axe  durchläuft,  oder  indem  mau 
zuerst  b  Einheiten  in  der  Richtung  der 
Y-  Axe  und  dann  a  Einheiten  in  der 
Richtung  der  X-Axe  durchläuft. . 
So  entspricht  jeder  complexen  Grösse  a  +  bi  ein  Pimkt  P 
in  der  Ebene  und  jedem  Punkte  P  eine  complexe  Grösse  a  +  hi. 

Durch  die  Gleichungen 
(1.)     a  =  r  cos  ^ ,     Ä  =  rsiny ,     a  +  bi=  r{cosg:  +  tsin^^) 
kann  man  auch  Polarcoordinaten  einfuhren.    Dabei  heisst  r  der 
„absolute  Betrag  der  Strecke  OP",  weil  ihre  Länge  gleich  r  ist. 
und  der  Winkel  ^  heisst  das  „Argument  der  complexen  Grösse*. 


Fig.  I5ö. 
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Die  so  erklärten  complexen  Grössen  kann  man  nun  durch 
Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  mit  einander 
verbinden,  indem  man  dieselben  Regeln  anwendet,  welche  für 
reelle  Grössen  gebräuchlich  sind,  und  zwar  geschieht  das  in 
tollender  Weise: 

1.  Addition.     Will  man  die  Addition  zweier  reellen  Grössen 
geometrisch  ausführen,  so  trägt  man  auf  einer  Geraden,  z.B. 
auf  der  X-Axe  vom  Anfangspunkte  O  aus  eine  Strecke  OP  ab, 
welche  der  einen  Grösse  entspricht, 
und  darauf  vom  Punkte  P  aus  eine  ^*^-  *^^ 

zweite  Strecke  PÄ,   welche  der  an-   _j2 f        ^f 

deren  Grösse   entspricht.     Dadurch 

erhält  man  eine  Strecke  OR^  welche 

die  Summe  der  beiden  gegebenen  Grössen  geometrisch  darstellt. 

In   welcher  Reihenfolge  man  die  beiden  Strecken  auf  einander 

folgen  lässt,  ist  dabei  gleichgültig. 

Genau  ebenso  kann  man  zwei  complexe  Grössen  «i  +  b^i 
und  «2  +  *9»,  welche  durch  die  Strecken  OPi  und  OP^  geome- 
trisch dargestellt  sind,  addiren  (vergl.  Fig.  158).  Man  macht 
zu  diesem  Zwecke  den  Punkt  Fig.  iss. 

Pi  zum  Anfangspunkte  einer 
Strecke  P\R,  welche  der 
Strecke  0P%  gleich  ist,  d.  h. 
welche  mit  OP^  gleiche  Länge 
und  gleiche  Richtung  hat.  Da- 
durch erhält  man  ein  Parallelo- 

gr-amm  OP1RP2,   in   welchem  -    '^     ^ 

der  Punkt  Ä,  bezw.  die  Diago-      ^^         -  ^      ' 

nale  OR  die  Summe  der  beiden  gegebenen  Strecken  OPi  und 

OP2  ist. 

Da  die  Seite  P2R  der  Seite  OPi  gleich  und  parallel  ist, 
so  hätte  man  auch  P2  zum  Anfangspunkte  einer  Strecke  P2R 
machen  können,  welche  der  Strecke  OPi  gleich  ist,  und  wäre 
zu  demselben  Punkte  R  gekommen. 

Wie  man  sehr  leicht  aus  Figur  158  nachweisen  kann,  sind 
dabei  die  Coordinaten  des  Punktes  R  gleich  ai+a^  und  bi+bi, 
so  dass  er  in  der  That  der  complexen  Grösse 


'1 
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(2.)  (ai  +  6,0  +  («2  +  b^i)  =  (flfi  +  «2)  +  (61  +  bi)i 

entspricht. 

In  dieser  Construction  ist  der  Satz  vom  ParaUelogi^amm  dir 
Kräfte  enthalten.  Stellen  nämlich  die  Strecken  OPi  und  OP. 
durch  ihre  Länge  und  Richtung  die  Intensität  und  Richtung 
zweier  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkte  O  dar,  so  haben 
dieselben  mit  der  Diagonale  OR  des  Parallelogramms  OPxRPi 
gleiche  Wirkung.    Dabei  sind 

ai  und  Äi  die  Componenten  von  OPi, 

«2     n      *2  r>  n  ji      02\j  I 

Ol  +  «2    „     bi  +  b2    „  „  „      OR.  I 

Die  Componenten  der  resultii-enden  Kraft  findet  man  also.  \ 

indem  man  die  Einzelkräfte  in  ihre  Componenten  zerlegt  und 

die  gleichgerichteten  Componenten  addirt.  , 

II.  Subtraction.    Da  eine  Grösse  von  der  anderen  subti-ahin 
wird,  indem  man  die  entgegengesetzte  Grösse  addirt,  so  kann    \ 
man  die  Subtraction  auf  die  Addition  zurückführen  und  findet 

(3.)       («1  +  Äi  i)  -  -  («2  +  bzi)  =  (a,  +  6,  t)  +  ( —  a^--  b^i) 
=  (ö,   -  «2)  +  (^1  —  b^y. 

III.  Multiplication.  Für  reelle  Grössen  gilt  die  Regel:  Das 
Product  A  .  B  entsteht  aus  B  wie  A  aus  der  Einheit,  Dieselbe 
Regel  kami  man  auch  bei  der  Multiplication  zweier  complexen 
Grössen  ri(cosf/i  +  /sin^i)  und  r2(cosy2  +  «sin^^e),  welche  den 
Strecken  OPy  und  OPi  entsprechen,  anwenden. 

Fis-  ^-'^  Hat  der  Punkt  E  (Fig.  159i 
21                             die  Coordinaten  a  =  1  und  i  =  ü, 
so  entsteht  die  Strecke  OP\  au.^ 
der  Emheit  OE^  indem  man  durch 
i]\        ,                            0  eine  Gerade  legt,  welche  mit 
/           \                           OE  den  Winkel   yi  bildet,    und 
/^                        auf  dieser  Geraden  die  Länge  der 
^,          Pj                 Einheit     {OE)    r x-mal    abti-ägt. 
Ebenso  findet   man   das  Product 
der  beiden  Strecken  OPi  und  OP^^ 
j^      indem  man   durch   den  Anfangs- 
punkt O  eine  Gerade  legt,  welche 


E 
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mit  der  Geraden  OP2  den  Winkel  f/i  bildet,  und  auf  dieser 
Gei-aden  die  Länge  von  OP2  (also  ^2)  ;i-mal  abträgt.  Dadurch 
erhält  man  einen  Punkt  JR,  welcher  dem  Producte  der  beiden 
complexen  Grössen  entspricht. 

Durch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Dreiecke  ()EP\  und 
OP2B  einander  ähnlich  sind,  wird  auch  die  Construction  des 
Punktes  -R  verhältnissmässig  einfach.  Man  mache  zu  diesem 
Zwecke  das  Dreieck  OE'P'i  dem  Dreieck  OEP^  congi^uent  und 
ziehe  P^R  parallel  zu  E'Px.  Dabei  hat  die  Strecke  OR  nach 
Construction  die  Länge  rxr<>  und  bildet  mit  der  positiven  Richtung 
der  X-Axe  den  Winkel  f/i  +  (pi^  so  dass  man  erhält 
(4.)         ri(cosy'i  +  asin^i) .  r2(cosy'2  +  iwiff^j 

=  ?'ir2[cos(f/'i  +  (f'i)  +  isin(yi  +  7^2)]. 

Es  gilt  also  auch  hier  der  Satz:  Complexe  Grössen  werden 
mit  einander  multipUcirt y  wdem  man  die  absoluten  Beträge  mit 
einander  midtiplicirt  und  die  Argumente  addirt. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo 

r,  =  1,     r2  =  1,     yi  =  2  '    ^^^  2' 
ist,  geht  Gleichung  (4.)  über  in 
(5.)  t«=-l. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  complexen  Grössen,  welche  in 
diesem  Paragraphen  geometrisch  erklärt  tcurden,  mit  den  früher 
betrachteten  identisch  sind. 

IV.  Division.  Da  die  Division  die  Umkelirung  der  Multipli- 
cation  ist,  so  liegt  in  der  eben  angegebenen  Construction  auch 
die  Anleitung  zur  Division  complexer  Grössen.  Soll  man  nämlich 
die  den  Strecken  OR  und  OPi  entsprechenden  complexen  Grössen 
durch  einander  dividiren,  so  macht  man  wieder  das  Dreieck 
OP2R  (Fig.  159)  älmlich  dem  Dreieck  OEPi,  so  dass  P2  und 
E  homologe  Punkte  sind.  Die  Strecke  OP2  entspricht  dann 
dem  gesuchten  Quotienten,  und  es  gilt  der  Satz:  Complexe 
Grössen  werde7i  durch  einander  dividirt,  indem  man  die  absoluten 
Beträge  durch  einander  dividirt  und  die  Argumente  von  einander 
subtrahirt. 
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Man  kann  die  Sätze  über  Addition  und  Multiplication  aus- 
dehnen auf  Summen  von  beliebig  vielen  Summanden,  bezw.  auf 
Producte  mit  beliebig  vielen  Factoren.  Soll  man  z.  B.  die 
Strecken 

Ol  +  bii,     (H  +  hh  .  .  -  a»  +  *w« 
addiren,  so  erhält  man  für  die  Summe  der  beiden  ersten  Strecken 

einen  Punkt  Hz  mit  den 
^^'  ^^^'  Coordinaten  a^  +  02  und 

i,  +  i2,   für  die  Summe 
^     o  der  drei  ersten  Strecken 

/f                          I  einen  Punkt  R^  mit  den 

/    !              I                ;  Coordinaten  «i  +  02  +  öi 

]\/      j                              I  und  ii  +  *2  +  *8;  in  die- 

ser Weise  kann  man  fort- 
fahren,   bis    man    einen 
i         ! I Punkt  Rn  mit  den  Coor- 


^'^  ^3  Si   "       dinaten  a,  +  02 H ho« 

und  bi  +  b2-\ h  *»  er- 
hält, welcher  der  Summe  entspricht.  Ist  das  Polygon OPii?2Ä3...Ä 
geschlossen,  so  dass  der  letzte  Punkt  Bn  mit  dem  Anfangspunkte 
0  zusammenfällt,  so  ist  die  Summe  gleich  NuU;  die  Bedingung 
fiir  einen  geschlossenen  Streckenzug  ist  daher 
(6.)  2{a  +  bi)^0, 
welche  die  beiden  Bedingungen 

in  sich  einschliesst. 

§  134. 

Vier  Sätze  über  die  absoluten  Beträge, 

Satz  1.  Der  absolute  Betrag  der  Summe  zioeier  complexen 
Grössen  ist  (gleich  oder)  /deiner  als  die  Summe  der  absoluten 
Befrage  und  (gleich  oder)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Beweis.  Die  Summe  der  beiden  complexen  Grössen 
ri(COsyi  +  esin^ij  und  r.2(coS9J2  +  tsiny2)  ist 

(ricos^i  +  rocos^o)  +  t(^isinyi  +  r2Siny-2); 
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der  absolute  Betrag?  dieser  Summe  wird  daher 


VriM-  r2-  +  2rir2C0S(yi  —  ya). 
Dieser  Ausdruck  erhält  seinen  grösstm  Werth,  nämlich  den 
Werth  ri  +  7*2,  wenn  cos(yi  —  ^2)  =  +  1  wird;  den  kleinsten 
Werth  dagegen,  nämlich  den  Werth  |  ?i  —  r2 ; ,  erhält  er,  wenn 
cos(yi  —  ^2)  =  —  1  wird.    Deshalb  ist 

(1.)       rx—r^^  Kn«  -f  ri^  +  2rir2C0S(yi  —  ^2)  S  n  +  ^2* 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Viel  einfacher  gestaltet  sich  der  Beweis  mit  Hülfe  der  geo- 
metrischen Darstellung:  denn  da  ist  dieser  Satz  identisch  mit 
dem  Satze:  In  einem  Dreiecke  OPxR  (Fig.  158)  ist  die  Seite 
OR  kleiner  als  die  Summe  und  grösser  als  die  Differenz  der 
beiden  anderen  Seiteti  OPi  und  PyR,  * 

Satz  2.  Der  absolute  Beirag  der  Differenz  zweiei'  com- 
plexen  Grössen  ist  {gleich  oder)  kleiner  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  und  {gleich  oder)  grösser'  als  die  Differenz 
derselben. 

Beweis.  Man  kann  die  Differenz  auch  als  eme  Summe  auf- 
fassen, indem  man  die  Grösse,  welche  subtrahirt  werden  soll, 
mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen,  addirt.  Deshalb 
folgt  dieser  Satz  schon  aus  dem  vorhergehenden  Satze. 

Man  kann  somit  Satz  1  auch  ohne  Weiteres  ausdehnen 
auf  die  algebraische  Summe  beliebig  vieler  Grössen. 

Satz  3.  Der  absolute  Betrag  des  Productes  zweier  complexen 
Grössen  ist  gleich  dem  Product  der  absoluten  Beträge. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Gleichung 
(2.)      r,(cosyi  +  tsin^i)  .  r2(cosy2  +  «siny2) 

=  rir2[cos(yi  +  ^2)  -*-  2'sin(yi  +  ^2)]. 

Satz  4.     Der  absolute  Betrag  des   Quotienten    zweier  com- 
plexen Grösse?i  ist  gleich  dem  Quotienteti  der  absoluten  Beträge. 
Auch  hier  folgt  der  Beweis  unmittelbar  aus  der  Gleichung 
ri(coscri  +  esinyi)      n  r      /  \  .    •  •  /  ^^ 
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§  135. 

Unendliche  Reihen  mit  complexen  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  74  und  75.) 
Erklärung.     Eine  unendliche  Rnhe 

(<70  +  W   +   («1  +  hi)  +  '02  +  ^2«)  +   •••» 

bei  der  die  einzelnen  Glieder  complexe  Grössen  study  heisat  cm- 
eergent^  tcenn  die  reelleji  Theile  und  die  Factor en  der  imaginUren 
Theile  für  sich  zxcei  convergente  Reihen  bilden  ^  wenn  also  die 
Reihe7i 

/.  N  M  =  flo  +  ^1  +  «2  +  •  •  • » 

^^'^  I  J5  =  Äo  +  6i  +  i2  +  •  •  • ' 

convergent  sind:  und  zwar  heisst  sie  ^.unbedingl  concergent'',  wenn 

A  und  B  unbedingt  convergente  Reihen  sind.     Ihre  Summe  wd 

sich  dann  dereelben  Grenze 

(2.)  S  =  A  +  Bi 

nähern,  wie  man  auch  die  Glieder  der  Reihe  anordnen  mag. 

Satz  1.  Eine  Reihe  {mit  reellen  oder  complexen  Gliedern) 
ist  unbedingt  co7ivergent,  wenn  die  Summe  der  absoluteti  Beträge 
co7ivergirt. 

Beweis.    Ist 
(3.)     ro  =  «0  +  boi  ,     ri  =  «i  +  b^i  ' ,     r2  =  jöa  +  bii'  •  •  •  ? 
SO  convergirt  nach  Voraussetzung  die  Reihe 
ro  +  ri  +  ri  +  "' , 

Nun  ist  aber 

ro  ^'  I  ao' ,     r,  ^  I  All ,     rj  ^  |  «2  | , 

^'o  ^  '  *o!  ,     n  ^    *i| ,     rs  ^  ,  ^2  I ,  . . .  y 

folglicli  sind  die  Reihen 

I  ao  i  +  !  öl  I  +  I  «2 1  H ' 

i  &0  I  +   ;  *1  '  +  :  *2     +  •  •  •  r 

erst  recht  convergent,  d.  h.  die  Reihen 

öo  +  Gl  +  ^2  +  •  •  •    nnd    bo  +  bi  +  bi  +  "  ' 
sind    nach   Formel   Nr.  74    der  Tabelle    unbedingt   convergent. 
Deshalb  gilt  auch  dasselbe  für  die  Reihe 

(«0  +  boi)  +  (rfi  +  bii)  +  («2  +  W)  +  •  •  • . 
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Der  Wortlaut  dieses  Satzes  stimmt  genau  überein  mit  dem 
letzten  Satze  in  §  48  iS.  225,  vergl.  auch  Foimel  Nr.  74  der 
Tabelle);  dort  handelte  es  sich  aber  nur  um  Reihen  mit  positiven 
und  negativen  reellen  (-rliedern,  während  hier  die  einzelnen 
(.xlieder  romplexe  Grössen  sind. 

Auch  die  Sätze,  welche  in  J?  40  lur  die  Addition,  Subtrac- 
tion,  Multiplication  und  Di\ision  zw^eier  unbeditigt  comergenten 
Eeihen  und  über  die  Wurzelausziehung  aus  Reihen  mit  reellen 
Gliedern  bewiesen  wurden,  lassen  sich  jetzt  auf  Eeihen  mit 
complexm  Gliedeni  übertragen.  Dadurch  erhält  man  die  folgen- 
den Sätze: 

Satz  2.     ^ind 
1.4.)     U  =  Wo  +  ih  +  ui  ■\-  '  "     und     F=  ^^o  +  ^i  +  ^2  +  •  •  • 
zwei   (bedingt  oder  .unbedingt)  roncergenfe   Reihen,    so   werden 
diese    Reihen     addiri,     indem    man    die    gleichstelligen    Glieder 
addirt\  es  Wird  also 

15.)        ü  +    V=  (Wo  +   Oq)  +  (  W,   +   fi)  +  (W2  +  Ü2)  H . 

Ebenso  findet  man  für  die  Subtraction  der  beiden  con- 
vergenten  Reihen 

(6.)       U—    V  =  (Wo  —  Co)  +  (wi Vi)  +  (W2  —  C2)  +  •  •  •  . 

In  derselben  Weise  kann  man  auch  die  algebraische  Summe 
von  drei  oder  mehr  convergenten  Reihen  jnit  complexen  Gliedeni 
bilden. 

Satz  3.     Sind 
(7.)     U  =:  Uq  +  Ui  +  U2  +  '  "     und    F  =  yo  +  «^1  +  ^2  +  •  •  • 
z'trei   unbedingt   conxergente   Reihen    (deren   Glieder  jetzt  auch 
coraplex  sein  dürfen),  und  ist 
Wo  =  uq  Co  , 

Wi  =  UoVi  +   UiCq, 

W2  =  U0V2  +  Wl^^   +  W2'öo, 


Wn  =  UoVn  +  U^Vn-i  + h  t^»-it?i  +  Wn^^Oj 

SO  ist  auch  die  Reihe 

y-'o  +  if\  +  «^-2  H 
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unbedingt  convergentj  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  sind  die  Reihen 

I  Wo  I  + '  wi  I  +  1 1*2  IH und      üo  I  +  1  Ol  i  +  <?2 ,  +  •  •  • 

convergent.  Bezeichnet  man  ihre  Summen  bezw.  mit  U'  und  P, 
und  mit  TV  die  Reihe,  welche  durch  Multiplication  der  beiden 
Reihen  TJ*  und  V*  entsteht,  so  kann  man  in  diesen  drei  Reihen 
die  Summen  U*n,  Fn,  W\  der  n  ersten  Glieder  absondern  und 
findet  ebenso  wie  in  §  49,  dass 

C^'nFn— ^'n=|M*~l!.|OH-!i  +  (iW«-2l.>n-l|  +  iMn-l',.iO»-2  )  +  "- 

+  (|ai|.|ÜH-l'  +  |'^i.:^n-siH h'«H-2'.'02.  +  "«.»-l.''l^ 

=  I  Un-iVn-\  !  +(i  «^-2tJ,»_i  '+   ««-i  C,_2  '  )  H 

für  hinreichend  gi'osse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird:  folg- 
lich wird  nach  den  Sätzen  des  vorhergehenden  Paragraphen  der 
absolute  Betrag  von 

UnVn  —  Wn  =  Wn-1  »n-l  +  (Wn-st'n-l  +  Un-\^fi^i)  i 

+  {UiVn-i  +  t/2t?„_2  H h  ttn_2t^2  +  «n-l«?!^ 

erst  recht  beliebig  klein,  denn  der  absolute  Betrag  einer  Summe 
ist  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge.  Es  wird  daher 
(8.)  Um  ll\  =  lim  Un  Vn^UV. 

flMBOO  »ls=00 

Dabei  ist  auch  wq  +  wi  +  t02  +  -"  unbedingt  convergerd\ 
denn  ersetzt  man  die  Grössen  wo,  «i,  «2, . . . ,  t?o,  «?i,  t?«, . . .  durch 
ihre  absoluten  Beträge,  so  verwandeln  sich  die  Grössen  w?o,  tci, 
tt?8,...  in  tt?'o,  «?'i,  t^'2,...,  und  es  wird 

I  t^o  1  =  «^'0 j     I  «^1  ;  ^  «^''1 »     h^2 1  S  «^'2, 

Jetzt  ist  die  Reihe  «7'o+«^'i  +  ^'2  +  -"  convergent,  folglich 
ist  die  Reihe 

I  t^o  I  +  I  «?!  I  +  i  tt>«  H 

erst  recht  convergent. 

Daraus  ergiebt  sich  dann  auch  ohne  Weiteres,  wie  man 
das  Product  von  drei  oder  mehr  unbedingt  convergenten  Reihen 
bilden  kann. 
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Macht  man  die  Factoren  eines  solchen  Productes  sämmtiich 
einander  gleich,  so  erhält  man  die  Potenz  einer  Reihe.  Ist 
z.  B.  wieder 

i9. )  Z7  =  Wo  +  wi  +  «2  +  •  •  • 

eine  unbedingt  convergente  Reihe,  so  wird  auch 
(10.)  CT-  =  ^0  +  ^1  +  ^s  +  ^8  +  •  •  • 

eine  unbedingt  convergente  Reihe.    Für  die  Bildung  der  ein- 
zelnen Glieder  Aq^  A^^  A2,  Az,...  gilt  auch  hier  die  in  §  49 
bewiesene  Recursionsformel 
(11.)     nuoA^  +  [n~-(m+  l)]«iUn_i  +  [n  —  2{m  +  l)]uiAf^ 

+  [n—B(m+l)]uzAn-s+ h[/»— (/*— 1)  (w  +  l)]<**-i^i 

+  [n  —  fi{m  +  l)]unAo  =  0. 

Aus  der  Multipltcation  ergiebt  sich  durch  ümkehrung  auch 
die  Dicüion  und  aus  der  Potenzirung  ergiebt  sich  durch  üm- 
kehrung die  Wurzelausziehung,  Dabei  gelten  auch  hier  die- 
selben Beziehungen  und  Gleichungen  wie  die  in  §  49  für  Reihen 
mit  reeüen  Gliedern  aufgeführten.  Bei  der  üebertragung  der 
Wurzelausziehung  auf  Reihen  mit  complexen  GHedem  ist  nur 
noch  zu  beachten,  dass  die  Grösse 

(12.)  «0  =  V^ö 

nach  Formel  Nr.  169  der  Tabelle  m  verschiedene  Werthe  besitzt. 

§  136. 

Functionen  einer  complexen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  170.) 
Da  man  die  Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multi- 
plication  und  Division  bei  complexen  Grössen  in  derselben  Weise 
ausfahren  kann  wie  bei  reellen,  so  kann  man  auch  ganze  und 
gebrochene  rationale  Functionen  von  einer  complexen  Veränder- 
lichen 

(1.)  z  =  x  +  y% 

bilden.    Eine  solche  Function  kann  immer  auf  die  Form 

(2.)  f{z)  ^f{x  +  yi)  =  tf{x,  y)  +  iip{x,  y)  =  u  +  vi 
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gebracht  werden,  wenn  man  die  Operationen,  welche  durch  tlie 
Bildung  der  Function  gefordert  werden,  wirklich  ausfuhrt.  Da- 
bei sind  y(.r, //)  und  V  (/>!/)  wieder  ratiofiale  Functionen  der 
beiden  Veränderlichen  x  und  y.  die  nur  reelle  Grössen  enthalten. 
Auch  irratio/Hile  Functionen  von  .r  +  y%  kann  man  bilden, 
da  es  UKiglich  ist,  bei  jeder  complexen  Grösse  n  Werthe  der 
Wurzel  w^®"  (irades  anzugeben.  Ausserdem  kann  man  nc>di 
transcendente  Functionen  von  x  +  yi  durch  convergente  Reihen 
erklären.    Beispiele  hierzu  bieten  die  Reihen 

x  +  yi      {x  +jyty       (x  +  yJY 

l!  2!  3!        "1"'*'' 

X  -f  //?■    _{x  +  yiY       [x  +  yt)5 


1  „^^  +J^'^""  j-  (^  +  yO* L 

2"!       '^       \\  "^ 


u.  s.  w.,  welche  bezw.  in  ^,  siuj-,  cos:r  übergehen,  wenn  y  gleich 
0  wird.  Diese  Reihen  sind  auch  convergent,  weil  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  convergirt.  Auf  die  so  gebildeten  Func- 
tionen lassen  sich  ohne  Weiteres  alle  Erklärungen  und  Sätze 
ausdehnen,  w- eiche  in  der  Differential-Rechnung  fiir  Functionen 
von  einer  reellen  Veränderlichen  gegeben  worden  sind.  Handelt 
es  sich  z.  B.  um  die  I^ildung  der  Ableitung  von  z",  so  findet 
man  in  derselben  Weise  wie  bei  reellen  Veränderlichen 

(Kz^i)  z»  2»» 

-V-  =  lim =  lim  [z^'^-'-^-zz^'''  +  •  •  •  +«"-^^i  +  ^^"'') 

wobei  zi  —  xi  +  yii  sich  dem  Werthe  z  z=z  x  -\-  yi  beliebig  näheit, 

indem  sich  .ri  dem  Werthe  x  und  y^   dem  Werthe  y  beliebig 

nähern.     Dabei  ist 

(3.)  dz  =  dx  +  idy,     df{z)  =  d{u  +  et)  =  du  +  idv, 

SO  dass  man  es,  abgesehen  von  dem  Factor  t,  auch  hier  nur 

mit  den  Differentialen  reelle?-  Grössen  zu  thun  hat. 

Bemerkenswerth  sind  hier  aber  noch  die  folgenden  Formeln. 

Man  kann  f{z)  als  Function  der  beiden  Veränderlichen  x 
und  y  betrachten  und  erhält  deshalb 
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df(z)^df{z)^dz^     df(z)^df(z)dz^ 
dx  dz      dx        dy  dz      dy 

oder 

Dies  giebt 

oder  mit  Bücksicht  auf  Gleichung  (2.) 

/« \  du  ,   .de  ,   .du      dv      ^   ■ 


.  du^dv      du  ^      dv 

'Sx~  dy     dy~~      S?* 


§  137. 

Zusammenhang  der  Exponential-Function  mit  den 
trigonometrischen  Functionen. 

fVergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  171—179.) 

Es  sei  eine  Function /(«)  erklärt  durch  die  Gleichung 

(1.)  /w  =  ^  +  r!+li+li  +  "" 

wobei  z  jetzt  auch  complexe  Werthe  x  +  yi  haben  darf. 
Multiplicirt  man  diese  Reihe  mit 

(2.)  /(^0=l  +  iV|l +  ?[+•••' 

SO  erhält  man 

(3.)  f{z)  .fizx)  =  u-o  +  W'-i  +  «^2  +  •  •  •  ' 

wobei  nach  Formel  Nr.  75  der  Tabelle 

Kiepert,  DiffeieDtial-BeoIinimg.  40 
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2!l!*l!"'"2!""  2!  ~      2!       ' 

"'""»!"'"  "(»-IT!  ■  1!  ■•■  7;^^!  '2!  "^  ■  ■  ■ 


~«!L 


.-  +  "-'"-'.. +"^17')  .-v  + 


_(M-_f.)" 
n! 

wird.    Deshalb  ist 

(4.)  /(.)/(..)  =  1  +  ^J^-'  +  ^^+r^  +  ^  +■■•  =/(.+..). 
Beschränkt  man  z  und  isri  auf  re^ffö  Werthe,  so  wird 

und  Gleichung  (4.)  giebt  die  bekannte  Eelation 

(5.)  e« .  c-i  =  <?»+*i. 

Man  bezeichnet  nun  die  durch  Gleichung  (1.)  erklärte 
Function  f{z)  auch  dann  noch  mit  e*  und  nennt  sie  y^Expofieniial- 
Function'^,  wenn  z  beliebige  complexe  Werthe  annimmt,  obgleich 
dann  z  kein  eigentlicher  Exponent  mehr  ist.  Es  ist  also  bei 
dieser  Erweiterung  des  Begriffes  die  Function  «'  nicht  mehr  als 
«ine  Potenz  aufzufassen,  sondern  als  die  Reihe 

Z  C2  «3 

l+l!  +  2!+3!+-"- 
Wie  aber  soeben  gezeigt  wurde,  gilt  auch  dann  noch  die 
Gleichung  (5.),  üi  welcher  das  Additionstheorem  der  Exponential- 
Function  ausgesprochen  ist. 

Um  zu  untersuchen,  welchen  Sinn  e^  für  complexe  Werthe 
von  z  hat,  setze  man  zunächst  a:  =  0 ,  also  -  =  yt;  dann  wird 

=  cos  y  +  i  sin  y. 


\ 
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Ebenso  findet  man  tür  «  =  —  t/i 
(7. 1  e^^  =  cos  y  —  i  sin  y. 

Daraus  folgt 

wS.)  cosy  =  —  ~  — j  siny  = ^ 

Setzt  man  jetzt  2  =  x  +  yi,  so  wird  nach  Gleichung  (5.) 

(9.)  <9*+»*  =  e*  «y*  =  ^  (cos  y  +  « sin  y). 

Aus  diesen  Beziehungen  ergeben  sich  auch  mit  grosser 
Leichtigkeit  die  3/oit?r«'schen  Formeln  (vergl.  die  Formel-Tabelle 
Nr.  165  bis  169).    Die  Gleichung 

kann  nämlich  auch  in  der  Form 

( 1 0.)  (cos^i + i siny  1 )  (cosy 2 + «siny«)  =  003(9)1 + y«)  + 1 sin(y i + y 2) 

geschrieben  werden.  Dies  bestätigt  Formel  Nr.  165  der  Tabelle. 
Femer  ist 

(11.)    e-'p**  =  coscrt  —  i sin 0-2  =  -    —  . =  ,.^  , 

also 

(12.)  .  =  ßVi< .  e  9i*  =  ö^vi-v^» 

^  efpt*  ' 

oder 

/^oN    cosyi  +  «sinyi  X  .    •  •    /  N 

(13.)     -  -— — -—r-.-  —  =  cos  (cTi  —  ^2)  +  » sm  Ufi  —  (fi). 
^     ^    cos  92  +  *  sin  ^2  ^         ^ 

Dies  bestätigt  Formel  Nr.  168  der  Tabelle. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Addifiomfheorems  ergiebt 
sich  das  Multiplirafiomtheorem  der  Exponential-Function,  das 
in  der  Gleichung 

(14.)  (e^O**  =  <^'''* 

ausgesprochen  ist.  Diese  Gleichung  enthält  aber  zugleich  auch 
das  Mulfiplicafiatistheorem  der  trigonometrischen  Functionen, 
denn  sie  kann  auch  in  der  Form 

(cosy  +  «sin  (fY  =  cos  (ntp)  +  Vsin(wy) 

40* 
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geschrieben  werden  und  liefert  dann  die  Fonneln  Nr.  167  der 
Tabelle,  nämlich 

cos(ny)  =  cos"y  —  (    jcos""~VsinV 

(15.)  \  +(   jcos^-V  sinV  — ^  •    •  > 

sin  (ny)  =1   jcos**~*y  sin  ff  -(    jcos*-^  sin'y  H . 

Besonders  zu  beachten  ist  es  noch,  dass  aus  Gleichung:  v6- 
für  y  =  27t,  4rr,  . . .  2Ä7r 

(16.^  e^"*  =  1 ,     ^"^  =  1,  ,..  ««*'"  =-.  1 

folgt,  wenn  h  eine  l)eliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.    Ferner  wird  deshalb 

(17.)  e'-^^hni  _-  gz  ^  gikni  __  g»^ 

Die  Exponential- Function  hat  also  die  Eigenschaft,  da&> 
sich  ihr  Werth  gar  nicht  ändert,  wenn  man  die  Veränderliche  z 
um  ein  Vielfaches  von  27ti  vermehrt.  Man  nennt  deshalb  'In^ 
eine  ,^  Periode  der  Exponential-Function "  und  <?*  selbst  eine 
„periodische  Function".  In  ähnlicher  Weise  sind  auch  die  trigono- 
metrischen Functionen  periodische  Functionen,  und  zwar  ist  ihi*e 
Periode  27r;  denn  sie  ändern  ihren  Werth  nicht,  wenn  man 
den  Werth  der  Veränderlichen  um  ein  Vielfaches  von  2rr  vermehrt. 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 
(18.)  e'p*  =  cosy  +  tsiny  =  u,    e"^*  =  cosy  --  tsiny  =  v, 
so  wird 

I    u  +  V  =  2G0S(f,     u  —  ü  =  2»sin7',     wc  =  l, 
(19.)  •!  ««  +  !?"»  =  e^'P*  +  e-'-v»  =  2  cos(wy), 
l  «"*  —  ü*»  =  6»"^»  -  -  g-«v«  =  2«sin(mf/'). 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erhält  man  dann 
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oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  je  zwei 
(TÜeder  mit  einander  vereinigt,  von  denen  das  eine  ebenso  weit 
vom  Anfange  wie  das  andere  vom  Ende  absteht, 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.) 
(20. )     22» (cos  y)*«  =  2  cos  {2n(p)  +  Q!^\  2  COS  (2;*  —  2)  (p 

+  r  ,^j  2cos(2/*  —  4)y  H 

Ebenso  findet  man 

(21.)  2*~+»(cosy)*'^«+»  = 

2  cos  (2«  +  l)(f  +  ^^'^  ^  ^)  2  cos(2»  —  l)y  +  •  •  • 
+  (':+/)2cos,3y)+(2«  +  ^)2cos^. 
Bildet  man  jetzt  in  ähnliclier  Weise 

(m  —  C)««  =  (U««  +  f?2»)  —  (^^\  W«?(tt2n-2  ^  ^2»-2) 

+  (—  iy-'(^^\u^-'v''-'{u'+o^)^^ 

so  findet  man  mit  Rücksiclit  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.) 
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f22.j     t—  1  •  2-"  äntff  =  2cos(2«y  I  — (  ,  J2  cos  (2n  —  2)<f 
+(^'^2cfj$  2«  —  4  y        +  . . . 

+  (- 1.-«(^^  j)2cos(2y;  +  (- l)-(^;) 
Dagegen  wird 

+  (—  1  r-'C^^^  .^)  «— '  c-  •  (i^^  —  c*) 

+  (-  1  )"P'*  ^  ^)«"  t'*  («  —  0. 

Berücksichtigt  man  jetzt  wieder  die  GIeichaiigeu(  18.)  und  (1^. 
und  di\idiit  beide  Seiten  der  Gleichong  durch  «,  so  erhält  man 
(23.)  (—!)'•  2*""^*  (sin  y)«*+«  = 

2sin(2«+l)y    V  "l     )*2sin(2»— l)y  +  ~   ••• 

Bemerkmi^ii. 

1.  Dem  Anfänger  wird  dringend  empfohlen,  diese  Formeln  durch 
Zahlen  Beispiele  einzuüben,  also  die  Ausdrücke  für  cos^,  sin-tp,  cos^, 
sin^y,  cos*(/),  8in*«p, , . .  wirklich  zu  bilden. 

2.  Die  vorstehenden  Formeln  finden  in  der  Integral-Bechniing  eine 
wichtige  Anwendimg. 


§  138. 

Logarithmen  der  complexen  Grössen. 

rVergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  180  und  181.) 

Nach  Gleichung  (9.)  des  vorhergehenden  Paragraphen  war 

(1.)  (j^+y  =  e' .  ^yi  =  e*(cosy  +  tsiny)  =  u  +  vi, 
wo 
(2.)  u  =  tf'cosy,    V  =  ^'^siny 


§  13S.    Logarithmen  der  complexen  Grcissen. 
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reelle  Grössen  sind.  Hierbei  waren  x  und  y  ganz  beliebige 
Grössen.  Man  kann  aber  auch  die  Gleichung  (1.)  befriedigen, 
wenn  die  Grössen  u  und  t?  beliebig  gegeben  sind,  denn  aus  den 
Gleichungen  (2.)  folgt  dann 


(3.) 


^»'  =  «2  +  ^2^     oder    x^\\(u^-\'V% 


tgy  =  ^^ ,  oder    y  =  arctg(^), 

wobei  man  den  Werth  von  y  so  bestimmen  muss,  dass 


0<y<    >    wenn    w>0,  t?>0. 


\<y<^^ 

yy 

w<0,  v>0, 

)? 

w<0,  v<0, 

~<y<2rr, 

'? 

w>0,  c  <0 

ist,  damit  die  Gleichungen  (2.)  befriedigt  werden. 

Für  reelle  Grössen  war  nun  der  natürliche  Logarithmus 
einer  Zahl  a  der  Exponent,  zu  welchem  die  Basis  e  erhoben 
werden  muss,  damit  man  a  erhält,  d.  h.  aus  der  Gleichung 

f?«  =  a     folgte     a  =  la. 

Man  erkennt  aus  dem  Vorstehenden,  dass  man  diese  Er- 
klärung jetzt  ohne  Weiteres  auf  complexe  Grössen  ausdehnen 
kann,  indem  man  aus  Gleichung  (1.)  die  Gleichung 
(4.)  X  +  yt  =  l{u  +  vi) 

ableitet    Dabei  tritt  aber  der  äusserst  bemerkenswerthe  Umstand 
ein,  dass   der  Logarithmus  von  u  +  vi  unendlich  viele  Werthe 
haben  kann,  denn  nach  Formel  Nr.  175  der  Tabelle  wü*d  für 
ganzzahlige  Werthe  von  h  auch 
(5.)  ^+y.+2A«,  ^u  +  vi. 

Dies  giebt 
(6.)  \{u  +  v%)  —  x  +  yi  -f-  2hni. 
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Liegt  y  zwischen  — tt  und  +7r,  so  nennt  man  z  +  yi 
den  jfHauptwertA  von  l(w  +  üt)".  Aus  diesem  gehen  alle  übrigen 
Werthe  von  l(w  +  ^)  durch  Addition  eines  ganzzahligen  Viel- 
fachen von  2711  hervor. 

Aus  der  Gleichung 
(7.)  ^*  =  COSTT  +  f  sin  71  =  —  1 

folgt  z.  B. 

(8.)  1  (—  1)  =  ^i  +  2Äm  =  (2Ä  +  1)  7ii. 


§  139. 

Zusammenhang  der  Functionen  \x  und  arctgo!;. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  182.) 
Nach  Formel  Nr.  59  der  Tabelle  ist  für  —  l<a-<  +  l 


(1.) 

also 

(2.) 


^         ^^  ~       i        2        3        4  "~ 


'Glf)=<t-M— > 


Damals  war  x  eine  re^/fe  Grösse;  jetzt  gelten  aber  die  zur 
Herleitung  dieser  ßeihenentwickelung  nothwendigen  Voraus- 
setzungen auch  noch,  wenn  x  eine  complexe  Grösse  ist,  deren 
absoluter  Betrag  kleiner  als  1  bleibt  Setzt  man  z.  B.  a:  =  ^t, 
wo  (p  eine  reelle  Grösse  zwischen  — l  und  +1  sein  möge,  so 
erhält  man 

Vi  — yt/  Vi        3^5         7    ^  J 

Dies  giebt  aber  nach  Formel  Nr.  65  der  Tabelle 
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.        §  140.  ■ 

Auftreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung. 

In  §  82  war  bewiesen  worden,  dass  jede  Gleichung  vf^ 
Grades  n  Wurzeln  hat,  und  dass  sich  die  ganze  rationale  Function 
„<#n  Grades  f{x)  auf  die  Form 

(1.)  f{x)  =  {x—x,)f,{x)^{x—x,)  {ax^-^  +  4tfl:"-2  +  . . .  +  b^^) 
bringen  lässt,  wenn  x\  eine  Wurzel  der  Gleichung 
(2.)        f{x)  =  ar«  +  aia^*  +  •  •  •  +  a^-xx  +  a„  =  0 
ist.    Daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Sind  die  Coefßcienten  einer  Gleichung  n^^  Grades  f{x)  =  0 
sämmtiich  reell,  und  ist  xi  =  g  +  hi  eine  Wurzel  dieser  Gleichung ^ 
so  muss  auch  g  —  hi  eine   Wurzel  derselben  seifi. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 
(3.)  fix)  =  (.:  -  x,)f,ix)  ^{x-g-  hi)f,{x)  . 

Diese  Gleichung  gilt  für  alle  Werthe  von  x,  folglich  bleibt 
sie  auch  richtig,    wenn  man  x  auf  reelle  Werthe  beschränkt. 

Bringt  man  dann  -^^-^^—  =/i(a:)  auf  die  Form  P  -\-  Qi,  wo  P 

X  ~'~~  X\ 

und  Q  reelle  Grössen  sind,  so  wird 

f{x)  =  {x~g--h{){P+Qi). 

Nun  Ist 
(4.)  {x-g-hi){P+Qt)  =  [{x-g)P^Qh-\+[{x-g)Q-Ph]i, 
(5.)  {x—g  +  hi){P—Qi)  ^  [(x-g)P+Qh]-[{x-g)Q-Ph]i. 

Da  aber 

(6.)  (,;_^_..Äf)(P+Qi)=/(^) 

eine  reelle  Grösse  ist,  so  muss 

(7.)  {x  —  g)Q--Ph.     0 

sein,  d.  h.  (x  —  g)Q  —  Ph  muss  fiir  alle  Werthe  von  x  gleich 

Null  sein.    Daraus  erkennt  man  nach  Gleichung  (5.),  dass  auch 

(8.)  {x-g  +  h{){P-Qi)=.f{x) 

wird.    Die  complexen  Wurzehi  einer  Gleichung  »*•*  Grades  mit 

reellen  Coefßcienten  treten  also  paarweise  auf,   so  dass  jeder 
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complexen  Wurzel  die  conjugirte  Grösse  als  eine  zweite  Wurzel 
der  Gleichung:  zugeordnet  ist. 

Dies  gilt  auch  noch ,  wenn  xi  =^  ff  +  hi  eine  mehrfache 
Wurzel  der  Gleichung  ist;  denn  man  kann  in  derselben  Weise 
wie  oben  zeigen,  dass  f{x)  durch  {x — g+hx)''  theilbar  sein  muss, 
wenn/(a:)  durch  {x  —  g  —  A«)«  theilbar  ist. 

Sind  die  Coefflcienten  der  Gleichung  n^  Grades  sämmtiich 
reell,  und  ist  «  eine  ungerade  Zahl,  so  muss  mindestefis  eine 
Wurzel  der  Gleichung  reell  sein. 


Tabelle 

der  wiehtigsten  FormelD  ans  der  DifTerential-IleehnnDg. 


1.)    lim^=l.  [§4,  Gl.  (6.)} 

2.)    lim(X  dz  F)  =  limX  dz  lim  y.  [§  ö,  Gl.  (1.)] 

3.)    lim(X  .  Y)  =  limX  .  lim  y.  [§  «,  Ol.  (2.)] 

4.)    limf      j  =  ,.        5   wenn  limX  2  0  ist.  [§  5,  Gl.  (3.)] 

5.)    Eine  Function 

y=/(^) 

heisst  für  solche  Werthe  von  x  stetig,  für  welche  die  Differenz 

^=/(:r  +  6)-/(;r-(J) 
mit   den  positiven  Grössen  8  und  e  zugleich  unendlich  klein 
wird.  [§  8.] 

„  .       /»\        «(»  —  1)  (m    -  2) . . .  (w  —  /fe  +  1) 

'•)      6)=C-a)'  [§  9,61(3.)} 

Die  Formel  Nr.  8  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
n  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 
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9.)  (i  +  xr=i  +(^y+(j^j^  +  --- 

[§  9,  01(4.)  undGl.  iö.i^ 
10.)     (a  +  *)•»  =  a-  +  (7)^-"'  *  +  (2)  ^""'*'  +  • "  • 

+  (2  )«**""'  +  (T)''*""'  +  ** 

(§  9,  Gl.  (7.)  und  §  29,  GL  (b.)] 

Bei  den  Formeln  Nr.  9  und  10  wird  vorausgesetzt,  dass  m 
eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 

11.)       S^A  +  Ap  +  Ap'  +  "'  +  Ap"^'  =  S^^P'^l . 

[§  10,  Gl.  (1.)  ^nd  m 
IIa.)  Ist  p  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch,  und  wird 
n  unendlich  gross,  so  ist 

S  =  A  +  Ap  +  Ap^  +  Ap^  +  '"  =  yf^    .    [§10,01(5.]] 

12.)     xx''-  *  +  ar^ri^-a  +  a:«^:,— «  +  •  •  •  +  x^'-^Zi  +  a:"-*  ==  -  '^-  • 

[§  10,  Gl.  (3.)  und  (IX 
13.)    ß  =  lim  A  +  ^  T=  lim  ^*  +  lim  S^% 

»=00  \  '^Z        n=oo  usoo 


WO 

w*  =  i+f,  +  >,  +  ^,  +  ---+^,. 

lim  a^ä'  <  --^  •  [§  11,  GL  (2.),  (5.),  (6.)  und  (10.)] 

=  2,718  281  828  459 [§11.  GL  (12.)  and  (13.)i 
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15.)    Die  Ableitung  (der  DiflFerential  -  Quotient)   einer  stetigen 
Function  y  =/(^)  ist 

dx         dr        •"  ^  '      ^,_o  Jx  x,_x       Xi—x 

=  lim  ?['  "~  ^  •  [§  12,  Gl.  (50,  (5a.),  (5b.)  und  (6.)] 

16.)    Ist  a  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  einer  Curve  mit 
der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet,  so  wird 

wobei  y  =/(*)  die  Gleichung  der  Cun-e  und  x,  y  die  Coordi- 
naten  des  Berührangspunktes  sind.  [§  13,  Gl.  (3.)J 

,_.     d(y+C)      dy 

^'■•>     -^dx       =1:  [§  14.  Gl.  (la.)i 

,^^,     d{Ay)         .dy 

18.)         ^/^  =  ^^-  [§  14,  Gl.  (2a.)] 

<;?(«  +  c)       </tt    .    öf«; 
^^•^       \fe        -"^  +  ^-  [§U,G1.(3.)) 

,     rff  w  —  o)       du       do 
''""■^  dx        =^-di-  [§14,  GL  (4.)] 

.     .     d(x^)  _  __,    ,  [§  15,  Gl.  (6.)  und  Gl.  (9.);  §  17,  Gl.  (8.); 

-^•'       dx     ~~  §  21,'Gl.  (17.),  (22a.)  und  (26.)) 

d(\osx)       loffc      d(\x)       1 
^-^''         dx      ^     X    '      dx^x'  [S  18,  Gl.  (9.)  und  (9a.)] 

\x 
23.)     loga-  =  ^-      =  \x*\0ge  .  [§  18,  Ol.  (13.)  und  (14.)] 

,^,  .     d(smx) 

^•^-^O        \^^       =  COS:r  .  [§  19,  Gl.  (8.)] 

^.  ,     rffcOSa:) 

2o.)        ^^^^  =  —  smx .  [^  19,  Gl.  (lö.)l 

-^•^     -i      -~COS-^x='+^"^-  [§  20,  Gl.  (6.)] 

^-•)    '^f  -  -sii.  =  -  (^  +  ^*^  •^)-  f§  2'>.  öl-  U2.)l 


638  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln. 

^^  .     d(uv)  du    .       dv 

'^^•^       dx     ^'d-x  +  '^di'  [§  21,  Gl.  (6a.V 

29.)  li^A"?  ■  - '  ^m)   ^ 

dx 
dui  du2   ,  ,  du^ 

W2W3  .  .  .W«    ^-   +   «ltt8  ...Um     ,      H 1-  Witts  .  .  .  M«_l    ^    • 

[§  21,  GL  (16.1] 
29a.)     '^^    ==  mw"»^-»  ^  •  [§  21,  Gl.  (17.),  (22.)  und  (26.)] 

OA  .    dVa^  +  x^  X 

30.)  ,^      =7=-  •  [§  21,  Gl.  (27.)] 

^  Y^'+x^ 

_,  .     r/f/a:*    -  d^  x 

"'•)  di-       =>/,V._«.-  [§21.  Gl.  (-2..,; 

3,,^«^.^^^-.^^.  [§  21,  GL  c-2e.,i 

,/w\  G?tt  dv  ' 

33.)       W^"^--"^.  f§  21.  Gl.  (34a.,i 

34.)    dl/  =  cf/(:r)  =f{x)dx.  [§  22,  GL  (7.1] 

35.)    Ist 

y=A^)     ™d     «  =  y(a:), 
SO  wird 

du  =  y-'  (a;)  flte,     dy  =/  («*)  rfw  ==/  (u)  y '  (ar)  d^-, 
oder 

%  =/  W  y '(^)  =  ^  £  •  B  22.  Gl.  (6.).  (öa.)  und  (^.)1 

36.)    Aus  x  =  ip{y)  folgt  ^|  =  ^^  •  [§  24,  Gl.  (Li] 

G?f  aresin  3")  1 

37.)  rf^-     -    =iAlr^'  [§24,GL(^.)1 

r/(arc  cos  3:)  1 

38-)     --^~   =-yrZJ^'  [§24,  Gl. (12a.)] 

39.)    -^-'^~^  =  ,l^-  [§  24,  Gl.  (l«a.V 
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.^ .     d{dLrcctgx)  1 

40. )     --   -^-       =  -    ^  _^  ^^  .  [§24^  Gl  (20a.)] 

^,  ,    d(Bxcsecx)  1 

"•'         '~d^r-  =  ^y^._l-  [§  24,  GM2iaO] 

-  -,  ,     6?(arccoseca:)  1 

*--^ d:c         -  =  ~7V:.«_r  [§  24,  Gl.  (28a.)] 

43.)     -^    =  a«la,    -^-  =  «'.  [§  24,  Gl.  (32a.)  und  (33.)] 

«.,  /-■(.) = ^^,/-"w = »' .  ■  •  -r-K') = *^  ■ 

[§  26,  Gl.  (2.)  und  (3.)] 
44a.)  /"(.)  =  lim  fi^^J^mpi^J^tm  .    fg  ^,  «,  (,, 

45.)     «i»y  =  d{dy)  ^f"{x)dx\ 

cfy  =  rf(rf"-'y)  =ß''\x)dx".  [§  26,  Gl.  (11.)  bis  (14.)] 

*^-*    S^-^^''^""^-  [§  26,  Gl.  (14a.)] 

._  ^     fl?"(w  db  «?)       d**u      d**v 

*'•'    ~^-— =rf:r--rf^»'  [§27,  Aufgabe  11.1 

wenn  «  =  y(x),     c  =  tp{z)  ist.  [§  27,  Aufgabe  12.] 

49.)  f{x  +  h)=f{x)  +-'^(pÄ+/^)Ä?  +  ...+/'^!J^)Ä»  +  ii, 
wobei 

^=-  («+^)!     ^'i"+'=;f,[y^»K-^  +  02Ä)-/-(^)]Ä» 

Die  Grössen  ©i,  ©2,  6)3  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  31,  Gl.  (31.)  und  (32.),  §  36,  Gl.  (3a.)  und  (lö.)] 
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49a.)  f{x  +  h)  —fix)  =  h  .f\x  +  ®h\  [§  31,  GL  (33.V 

50.)  f{x)  =/(«)  +^l^^  {x  -  a)  +^^  (^  _  a)^  +  . . . 

/^">fö)  , 
n\ 
wobei 

(n  +  1)\  "-  ' 

=  \,  {/<•'[«  +  ©»(^  -  o)]  -/'">(«)  }  {x  -  aY 

n\ 

Die  Grössen  0i,  ©2,  Ö3  liegen  zwischen  0  und  l. 

[§  31,  Gl  (34.)  und  (35.);  §  36,  Gl.  (ö.)  und  (17.  r 
50a.)  f{x)  —f{a)  =  {x.  —  d)f\a  +  e{x  —  a)] .         [§  31,  (^\.  (36.)] 

5,.)  m  -/(c)  +/;(;').+/^o)^ +. . .  +/';;'<«)^ + i,. 

wobei 

Die  Grössen  ©i,  02,  ©s  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  32,  Gl.  (1.)  und  (2.);  §  36,  GL  (7.)  und  (19.)] 
51a.)  f{x)  — /(O)  =  X  .f(ßx\  [§  32,  GL  (3.); 

52.)       ,^  =  1  +  ^  +  ^-^  +  ^^  +  ^j  +  . . . .  [§  33,  GL  i6.)l 

^.,  ^=,+?;»+''M+'^|)'+'*4?)'+.... 

[§  33,  Gl.  (9.)1 

54.)     Sin^=ii  — 3J+I1— 11+ •  [§34,  GL  (5.)] 

««       a:«       a;« 
55.)      C"S-«  =  1  — 2!"^4"!~~6l'^ '  [§  34,  GL  (lui; 

In  den  Formeln  52  bis  55  darf  x  jeden  beliebigen  endlichen 
Werth  haben. 
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56.)    (1  +  .)-  =  1  +  (7).  +  (2)-'  +'(3)"'  +  •  •  • 

für  —  1  <  2;  <  +  1.  [§37,  Gl.  (19.)  und  (20.)] 

57.)     (a+J)«  =  a«+  (^) «'"-**+ (^)  «»"--i^  (3)«— »i3+. . . 
für  ,6|<|a  .  [§37,  Gl.  (31.)] 

58.)     {a+b)^  =  b'^+  (^^ab-^-'+  (^  )«'*""'+ (^W""'+  ••• 
für  |6|>|a|.  [§  37,  Gl.  (32.)] 

59.)  i(i+.)=:-_^+^;_^+_... 

für  —  1< a:g  +  1.  [§  38,  Gl.  (8.)] 

HO.)    ^^=\  —  -2+l~l  + •  [§  38,  GL  (8a.)] 

61,)    l(a  +  y)  =  l«  +  |_£^+/_£^  +  _... 

fiir  |j^|<Ia|.  [§38,  Gl.  (9.)] 

62.)    ,(«+l)  =  l«  +  i_^l,+  /^,_-l^+_.... 

[§  38,  Gl.  (9a.)] 

63.)  Hy+^)=h  +  '2[^;^^  +  ^^^^f_^^^,  +  ^^,  +  ...] 

f»'"  —  1  <"2^  z  ^'^^'  l§  ^»  <^1-  (12-)] 

64.)    l(y  +  1)  =  ly+  2[^-^  +  3^^i^3  +  ^-^^^  ^^-^,  +  ...]. 

[§  38,  Gl.  (12a.)] 
65.)      arctga:=^— -  +  -— y  + 

für— l<a;<+l.  [§  42,  Gl.  (4.)] 

66.)     ^  =  l_^+-_-  +  --_  +  _.... 

[§  43,  Gl.  (1.)  und  §  47,  Beispiel  2  auf  Seite  219  und  220.] 

-)  i=(H)-s-(l+s'.)+i(M)--+- 

[§  43,  61.  (14.)] 
Kiepert,  DifferentiaUReohniing.  41 
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[§  43,  Gl.  123,] 

^  1^23^2.45^2.4.67^ 

für  —  1<  a: <  1.  [§  44,  Gl.  (3); 

70.)  Eine  Eeihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  convergirt^  wenn 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erfallt  ist: 

l""^^^ä<i, 

IL    7ttnSA<l, 

Iir.  n(l  —  ^''^^\^ p>i.  [§  46,  Satz  4,  6,  und  IL 

71.)  Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  divergirt^  wenn 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erfüllt  ist: 

I.  ^'^^^l, 

ni.  n(  1  —  ^''^'\^l.  [§  46,  Satz  5,  7  und  ll] 

72.)  Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  con- 
vergirt,  wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt 

[§  47,  vergl.  auch  Formel  Nr.  7i 

73.)  Eine  altemirende  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute 
Betrag  der  einzelnen  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  un- 
endlich klein  wird.  [§4T 

74.)  Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  convergurt  [§  48  und  135.; 

75.)    Sind 

U=  Wo  +  Wi  +  «^2  +  •  •  •    und     F=  t?o  +  t?i  +  t?2  +  •  •  • 
zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  und  ist 
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U?i   =  UoVi   +  UiVoy 

tCi  =  UqV2   +  Uid  +  U2V0, 


SO  ist  auch  die  Reihe 

ICo  +  Wi  +  102  +  "  • 

onbedingt  convergent,  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Reihen.  [§49  und  136,] 
76.)  Eine  Potenzreihe  convergirt  unbedingt  für  alle  Werthe  von 
jr,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive  Grösse  a-o, 
wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

ist,   wobei  ff  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet. 

[§  ÖO,  Satz  2.] 

77.)  Wenn  die  Grössen  00,01,02,03,...  positiv  sind  und  eine 
bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die 
Reihe 

\oo  +  «iCOSr  +  O2C0Si,2a:)  +  a3C0S(3a;)  +  • . . 

convergent  für  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0,  i  27r,  i  47r, . . . 
verschieden  sind;  und  die  Reihe 

^öo  —  Ol  cosa:  +  O2C0s(2.r)  —  a3C0s(3a;)  H •  • 

ist  convergent  fdr  alle  Werthe  von  x,  welche  von  it  tt,  dz  37r, 
±  5/Tr . . .  verschieden  sind.  [§  öl.] 

78.)  Wenn  die  Grössen  bi,  62,  ^3,...  positiv  sind  und  eine  bis 
in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  sind  die 
Reihen 

ii  sina:  +  02  sin  (2a:)  +  63  sin  (3a:)  +  4*  sin  (4a:)  +  . .  • 
und 

*i  sin  a:  —  62  sin  (2i:)  +  ^3  sin  (3a;)  —  ^4  sin  (4a:)  -| 

für  alle  Werthe  von  x  convergent.  [§ol.] 

79.)  Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  für  welche  f{x)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  bestimme  man  die  Werthe  von 
:r,  für  welche /'(a:)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  x, 
und/t*')(a:)  sei  die  erste  spätere  Ableitung,  welche  für  diesen 

41» 
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Werth  von  x  nicht  verschwindet:  dann  ist/(>)  ein  Maximum, 
wenn  n  gerade  und  f^^\x)  negativ  ist ;  f[x)  ist  ein  Minimum^ 
wenn  n  gerade  und  ß^-{x)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  tceder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  wenn  n  ungerade  iW.      §  54/ 

80.)    Ist 

SO  wird  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  P{x)  verschwindet, 
/'(^)=   Q^^y  [§Ö6,  Gl.  (Sji 

81.)  lim-j;"^=lim^^j, 

wenn 

lim  (f{x)  =  0,    lim  <fXx)  =  0.    ...  lim  9^"-*>(:r)  =  o. 

lim/(a;)  =  0,     lim/(ic)  =  0,     ...  lim/--»  (a:)  =  0 : 

Xsmn  X«=a  Xssrt 

f§  68,  GL  (19.),  (20.)  und  (24.)] 

oder  wenn 

lim  <f{x)  =  00,    lim  (p\x)  =  00,     ...  lim  (p^*^-%x)  =  00, 

««BSG  «»a  X«s« 

lim/(a:)  =  00,    limf(x)  =00,     ...  lim/^*-*^«)  =  ~- 

x^fl  x=rt  x=fl 

(§  eo,  Gl.  (12. 1: 

82.)     Ist 

z  =  F{u,v), 

SO  wird 

dz      ,.    F(u  + Ju,v)  —  F{u,v)       -,,      . 
=  lim    — '-^^ ^-^  =  F,{u,  f>\ 


-J5-  —  lim — 


Qz  ^  j.^  JX..  .^t^)  -  ^(«^)  ^  ^^^^^  ^^ 


[§  69.  Gl.  (5.)  und  (6.)] 
83.)     Ist 

z^F(u,v\ 

und  sind  u  und  «?  beide  Functionen  von  x^  so  wü-d 

<fe dz  du      dz  dv 

dx  "~  du  dx      do  dx 
oder 

j        dz  j        dz  . 

aa:  =  ^  c/tt  +  ^  dt?.  [§  69,  Gl.  (16.)  und  (16a.  I 
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^ ,  .  d\(uo)       1  du       \  dv 

85.)  -^-'y  =  l^*- A^.  [§  69,  Gl.  (26.)] 

^  dx  u  dx        V  dx 

d(n^)  ^   ,du    ,      ^    ^     de 

«6.)  rf^-  =  ''"-^+  »'-l«^'  l§  «9.  Gl-  (28.)] 

87.)      Ist  2  =  F(x,  y)  und  y  =/(a:\  so  wird 


oder 


dz  __dz       dz    dy 
dx  "  dx       dy  dx  ' 

"^^ ""  ö^" '''' + 4  ''^-       f§  ^^^  ^^-  ^^-^^ 

88. )     Ist  Fix,  y)  =  0,  so  wird 

''=i  =  -4(x,y)'  [§ '0,  Gl.  (12.)] 

J2y  öö      .      dp 

^^•>  '  =  d^  =  dl-^dyP-  [§  '2,  Gl.  t3a.)] 

91.)    Sind  x  und  y  so  bestimmt,  dass 

F(x,y)^-0    und     i^t(a:,  y)  =  0 
werden,   so  ist  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  F^ 
und  -fn  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben.    [§  '74.] 
91a.)    Sind  a:  und  y  so  bestimmt,  dass 

F[x,  y)  =  0     und  Ji^r,  y)  =  0 
werden,   so  ist  x  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  Fx 
und  Fn  gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben.    [§  74.] 
92.)     Ist  X  =  y(j?).  y  =  t'/(0,  so  wird 

_dy  _  il)\t)  _dt__dy    di_ 
'         dx  "  ip*[t)  ""  dx       dt     dx 
'dt 

d^y  __  dp  ^  dp  df 

^  "  dt^  ^dx"  dt  dx  ' 
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oder 

d'y      V'it)  ^"if)  —  V''(<)  «/'"(<)  ^  dxd^y  —  dyä^  . 

[§  76,  Gl.  (11.),  (12.),  (12a.)  und  (12b.)] 

du     1  _  ^ <^y*  , 

dy  V'^y/ 

_  A e^yrfy"         W/  .  [§  78^  Gl.  (4.)  und  (7.); 


(1) 


r« 


rfa;       1       d*x  __       q_      «gx  yr  — 3y 

'iy       P        y  i  "  j§  78^  Gl  (6.)  ^d  C8.)] 

95.)    Gleichung  der  Tangente: 

y'  —  y  =  ^(x'—  z).  l§  80,  GL  (6.)) 

96.)    Gleichung  der  Normale: 

y'-y  =  ■- ~ («'  —  x).  [%  80,  Gl.  (7.1] 

=  V  ^  •  [§  80,  GL  (9.1] 


97.)    Subnonnale  (&»)  =  y  ^ 


98.)    Subtangente  (Ä)  =  y  j-  •  l§  ^o,  GL  (10.); 


99.)    rfs«  =  rf«»  +  rfy*, 

100.)    Normale  (iV)  =  y^-  [§  80,  GL  (U.l) 

101.)    Tangente  (r)=i/^-  (§  80,  GL  (I4.)i 

102.)    Die  Asymptoten  y'  =  »w;'  +  /*  einer  Curve 

F{x,  y)  =  C7,(a-,  y)  +  ?7„-  ,(a-,  y)  +  •  •  •  +  Pi(^,  y)  +  ^o  =  0 
findet  man,  indem  man  die  n  AVerthe  von  m  aus  dei-  Gleichnng 
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lim  ^^(?Ly)  =  iiiii  qy"  +  gigy"~'  +  «üar^y"-^  +  — h  g>g" 


=  am*»  +  öiw"-*  +  a2m""*  +  . . .  +  a«  =  0 
ausrechnet  und  darauf  aus  der  Gleichung 

,.      Fix,  mx  -{-  ui) 


die  zugehörigen  Werthe  von  fi  bestimmt. 

Sind  a  Werthe  von  m  einander  gleich  so  liegen  möglicher 
Weise  etliche  von  den  zugehörigen  Asymptoten  im  Unendlichen. 
Ist  das  nicht  der  Fall,  so  findet  man  die  a  zugehörigen  Werthe 
von  fi  aus  der  Gleichung 

a:=oo  •C 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y  auch  die  Asymptoten,  wenn  die  Gleichung  derselben  die 
Form  X*  =  V  +  >*'  hat.  [§  82.)] 

103.)    Eine  Curve  y  =f{x)  ist  nach  oben  concav  oder  convex, 

jenachdem  ^  =/"(^)  grösser  oder  kiemer  als  Null  ist. 

[§  84,  Gl.  (8.)  UDd  GL  (10.)] 

104.)  Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn  für  den  zugehörigen 
Werth  von  x 

£f=/"(^)  =  0,    oder    g=/'V)  =  oo 

wird  und  ausserdem  das  Zeichen  wechselt.  [§  84.] 

105.)  Zwei  CuiTen  y  =f{x)  und  y  =  y{x)  haben  im  Punkte  P 
eine  Berührung  (oder  Osculation)  von  der  w'*"  Ordnung,  wenn 
für  den  zugehörigen  Werth  von  x 

f{x)  =  9{x\  f\x)  =  g\x),  rix)  =  ff^Xx), .  .  .ß-\x)  =  yi-){x). 

[§86J 

106.)  Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  hat  die  Coordinaten 
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(I) 


oder 


5  =  ._.,_^^^^  =  ..         ^'^ 


M 

dy 

{dt) 

dt 

dx  d*y 
dt  dfi 

dy  d*x 
H  dfi 

m 

'  dx 
dt 

dziPy — dyd^x 


dx  d^y      dy  d^x       ^       dxd^ — dyd^z 
didfi~Jt   d^ 

[§  87,  Gl.  (21.)  und  (26.);  §  88.] 

107.)    Der  Halbmesser  des  Krümmungskreises  ist 

9  9 

oder 


d^ 


dx  d^y      dy  d^x  dxd^y — dyd^x 

It  ~dfi~di  'd^ 

[§  87,  GL  (21.)  und  (26.);  §  8S.] 
108.)     ds^  =  dr^  +  r^d<fK  [§  »2,  Gl.  (6.)] 

109.)    Nennt  man  den  AVinkel,  den  eine  Tangente  mit  dem  zu- 
gehörigen Radius  vector  bildet,  jii,  so  ist 

rdw 
tg//  =  ^  •  [§  92,  GL  (7a)] 

dr 
110.)    Polar-Subnoimale  (Sn)  =    -  •  [§  92,  GL  (10.)J 

T^dw 
111.)    Polar-Subtangente  (St)  ==  rtg^  =  -j^  •      [§  92,  GL  (ll.)I 

ds 

112.)    Polar-Normale  (^)  =  ^    •  [§92,  GL  (I2,]i 
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113.)     Polar-Tangente  (T)  =  N.tgfi  =  -^  •         [§92,  Gl.  (13.)] 

114.)     Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  hat  die  Coordi- 
naten 

^_  d8^(r  cosy  dy  +  dr  .sin  y) 

.    ds\ —  r  sin  yrfy  +  dr .  cosy) 

und  der  Halbmesser  des  Krümmungskreises  ist 

_         (f*8 

^  "■  ~  ( ?'2ö?y2  +  2dr^  —  rd^r)  d(f  * 

[§  94,  Gl.  (8.)  und  (9.)] 

115.)  1  flu  aia  . . .  am 

i  «21  tfjs  . .  .  «2»  v/       1  u 

z/  =  ,  =  2{ —  1/  aiaa2,^03y  ...«••*, 

I 
Önl  ö«2  •  •  •  önn 

WO 


^""Vl2  3...  J 


die  Transpositionszahl  zwischen  den  Permutationsformen  a  ß  y  .,.r 
und  12  3...W  ist,  und  wo  sich  die  Summation  über  alle  />! 
Permutationsformen  a  ß  y .  ..r  der  Zahlen  12  3...»  erstreckt. 

[§  98,  Gl.  (1.)] 
1 16.)  a/a  a/ß  a/y...  a/v  ]  an  ai2  «13...  «in  I 

I    Oga  agfiagy,  .  .a^  I    021  022  «28  •  .  .  (hn 

=  (--1)^1 

(*ka  CLkfi  dhy  .  .  .  «Äv  ^  ''         «31  ^32  «aa  .  .  .  ^3»   1  • 


a/a  aiß  aiy  ,  .  .  ajy     '  ;    Unt  an2  «nS  < 


wo 


\ußY..*v/ 

[§  99,  Satz  4  und  Gleichung  (9.),  (10.)  und  [17.)] 

117.)    Entsteht  J^  aus  J  durch  Vertauschung  zweier  parallelen 
EeiheUy  so  ist 

^1  =  —  ^.  [§  99,  Satz  5.] 
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118.)    Sind  die  Elemente  zweier  parallelen  Reihen  der  Deter- 
minante identisch,  so  ist 

^  =  0.  [§  99,  Satz  6.: 

119.) 


«11  Ö21 

Ulf  as2 


.Olli 


öii  «12...  Oin 
Ost  a»  .  .  .  Os» 


120.)    Ist  a/r  der  Coefiicient  von  o/r  in  //,  so  ist 


a,,  =  (-l)/+^ 


«11 


öi,r— 1     Ö!,r+l 


[§  99,  Satz 


CtlH 


»«.1 


Om,  r— 1      ön,r+l 


=  (_  l)(«+l)(/+r)  !   ^/+«»  r+ia/-f2,  r+2  .  .  .  a/+2,  r-l 


<*/-!,  r+lö/-l,  r+2  •  •  •  ^/-t,  r-l 

[§  100,  GL  (9.)  und  (^10.)] 


121.)  J  =  a,ra,r  +  a2rair  + 
122.)  -^  =  a/i  a/i  +  0/20/2  + 
123.)  fluÄir  +  a2«a2r  + 


12-1.) 


ö^l  tt/l   +  0^20/2  + 


125.)    Sind  die  Gleichungen 

aiiXi  +  0123-2   +  ' 
«21^1  +  022^2    + 


+  OnrCCnr.  [§  100,  GL    (12.^] 

+  O/na/H.  [§  100,  GL  (13.)] 

+  an»(Xnr  =  0  für  r  ^  *• 

[§  100,  GL  (14a.)J 

+  a^ajn  =  0  für/ 5^- 

[§  100,  GL  (loa.»] 

•  +  <^ln^n  =  Ci , 

•  +  a%n^n  =  ^2, 


öfil^l  +  «n2^2  +  •  •  •  +  Onn^n  =  ^n 

gegeben,  so  wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Determi- 
nante J  der  Coefficienten  von  Null  verschieden  ist, 

oder 
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an  . . .  «1,  r-i  ci  a  1,  r+i  . .  •  öfi« 

Ost  ...  02,  r-l  ^S  «2,  r+1  •  •  •  ö«n 

I     "'^  

önl  «na  .  .  .  a«ti  öni .  .  .  ö«,  r-i  Cn  O«.  r+l  •  •  •  «nn 

[§ 
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!    0\i  a]2  .  .  .  Oln   I 


1260     Ö110HÖ18--  -öt»  i 

I      0    ^22  ^28  •  •  •  ^2»!    I 
0    ^82  ^33 


'"  101,  Gl.  (1.),  (7.)  und  (7a.)] 


127.) 


•  -i 

0    a«2Än3.  .  •^'n»   | 

Oll  ai2  • .  •  Om 
j  021  Oss  •  •  •  ^»  I  __, 


=  Oll 


(h%  ^23  •  •  •  ^n 
O32  038  ••  •  ^8» 


OnS  OfiS  •  •  •  ^» 

lll   52   . . .  £»    . 
0  Oll  O12.  .  .  Oin 
0  O21  O20 .  .  .  02»  ■  * 


[§  102,  Satz  1.] 


l§  102,  Satz  2.1 


OniO„2...0nn  ,   0OniOn2...a..~ 


128.)     Oll  012  Ö18  . . .  Ol« 

0    O22  O23  •  •  •  ^21» 
0      0     083  ..  .  031» 

0    0    0  ...o„„ 

129.)  I  Oll  . .  -niair  . . .  Oi» 


=  O11O22O88  . . .  a«».  [§  102,  Satz  3.] 


'  021 

1-  • 


ma^r  . .  •  Oll»      __ 


m 


I    Oll 
021 


Oir 
02r 


•  Oin 
.  O2» 


130.) 


.  fnUnr  •  •  •  ^nn 

WO12  O12  . 
7W022  O22 


I 


Onl 


.  0«tr  .  •  .  (^nn 


■  Ou    ; 
•^2'»   1  =  0. 


77lö„2  0n2  •  •  •  ^nn 


131.)   \Ai+Br,  C'„  A,...         \J,CiD,...\ 

Ai  +Bi,  Ci,  Dt,...  ^  U2  ft  A  . .  •  I  ^ 


[§  102,  Satz  4.] 
[§  102,  Satz  6.1 


:  £1  c.  Jh 

I  ^2  ft  A 


,A^+B„,C„,ün,...'         \AnC„I)n. 


Bn  Cn  Dfi  .  ■     I 

[§  102,  Satz  6.J 


«52 


132.) 
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«11  «12  . . .  ain  '         I  an  +  matry  a,a  . . .  Om 

021  a»  .  .  .  Os»        _    !   e/ji  +  TTia^r,  «22...  «2» 


I   Onl  an2 


a«i  +  ma„^,  an2  . . .  a»« 


133.)      I  «11  aj2  .  .  .  öl»        ;  in  ii2  . . .  i|„ 

'  '     I 

'   «21  «22  ...  0«»   I  ^21  *22  .  .  .  ^2«       _  ,   Cj,  C22  .  .  .  C2n 


[§  102,  Satz  7. 
cn  C12  . . .  Ci»  t 


a«l  Ön2  .  .  .  an« 


Am  in2 


c/v  =  afibri  +  ajibri  H 1-  o/nim, 

^/r  =  O/i  i,^  +  a/2*2r  + h  a/nbnr, 


[§  103,  Gl.  (7.)  und  (12.)  bis  (15.1J 


WO 
oder 
oder 
oder 

134.)    Ist 

^ine  Function  von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränder- 
lichen X  und  y,  so  wird 

^''""~Bx^'''^'i'y  '^^'      f§  ^^^  ^^  f^-),  (9.)  nnd  (14.) 
135.)    Das  partielle  Differential  einer  Function 

^  =f{^U  "2,  . . .  w«) 

in  Bezug  auf  Ua  ist  gleich  der  partiellen  Ableitung  von  z  nach 
Ua^  multiplicirt  mit  r/w«,  also 

^"^"  =  öL'  ^"^ '    ^•'^^  =  1^  ^««'  •  •  •  Ö«n^  =  dk  ^""" 

[§  108,  GL  (18.)] 
136.)     Das  vollständige  (oder  totale)  Differential  von 

^  =/("!,  «^2,...  Wn) 

ist 
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und  zwar  gleichviel,  ob  wj,  «2,  ...Wn  von  einander  unabhängig- 
sind,  oder  ob  «i,  «2,  ...«••  selbst  wiedei-  Functionen  von  einer 
oder  von  mehreren  Veränderlichen  sind.  Wenn  z.  B.  t/i,  t/s, . . .  tf^ 
sämmtlich  Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  so  kann  man 
auch  schreiben 

dz dz  dui       dz  dui  1    ^^  ^*^^ 

dt  ~"  dux  dt  "*"  ÖW2  rf^  dun  dt  * 

.  [§  108,  Gl.  (14.),  (IT.)  und  23.)] 

137.)  ^/dz\       ./dz 


^(c^)_^(^)  .  dH    _    dH 

dy  ox  Ozoy      oyoz 

/i2(^,  y)  =/2i(^,  y) .      [§  109,  Gl.  (14.)  und  (16.) 


oder 

138.)     Ist 

und  sind  die  Veränderlichen  «i,  W2» . .  •  «'n  von  einander    unab- 
hängig^ so  ist ' 

.         fdz   ,         dz  ^      ^  ,    dz   j    \^^) 

Diese  Formel  bleibt  noch  richtig,  wenn  «i,  «2,  •  • .  Wn  lineare 
Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  wenn  also 

«1  =  ait  +  Ji,     W2  =  ait  +  Ä2, . . .  w»  =  a»^  +  i»; 
dann  kann  man  auch  schreiben 

d^z  _  (dz  dui       dz  du2  4.  ^^  rfj^nN^"*^ 

fl^r  "~  Vötii  rf<"    ■•"  ÖW2  rf^~   "^  dUn   dt) 

♦  /dz  dz       ^         ^  dz     \<"') 

[§  111,  Gl.  (20.),  (33.)  und  (39.)I 

139.)    Gelten  die  Gleichungen 

F(x,y,z)  =  0    und     G{ür,y,z)=0 

gemeinschaftlich,  so  wird 

dx:dy:dz=  [F^G^  —  F,G,) :  (FsGi  —  F^G,) :  {F^Gi  —  F<tGx). 

f§  112,  Gl.  (9.)] 
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140.)  ds^  =  da^  +  dy^  +dz^.  [§  113,  GL  (3.)] 

V  dz  ^      du  dz 

^  ds  ds  da 

WO  a,  jö?,  ^^  die  Winkel  sind,  welche  das  Bogenelement  ds  mit  den 

positiven  Kichtungen  der  Coordinaten-Axen  bildet. 

[§  113,  Gl.  (4.)] 

142.)    Sind 

F{x,y,z)  =  0    und     G{x,y,z)  =  0 

die   Gleichungen  einer  Eaumcurve,   so  hat  die   Tangente    im 
€urvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  die*  Gleichungen 

X*  —  ^  __y*  —  y  «.  ^'  —  ^ 

dx  dy  dz 

oder 

X*  —  X       y'  —  y       z*  —  z 

FiGs  —  FsGi  ^  F^Gi—FiGz''FiG^^^l[Gi' 

|§  113,  Gl.  (13.)  und  (13a.); 
142  a.)    Sind  x,  y,  z  Functionen  einer  vierten  Veränderlichen  /, 
m  hat  die  Tangente  im  Curvenpunkte  P  die  Gleichungen 
x^  —  X  ^y*  —  y  _  «'  —  2J 


dx  dy  dz 

dt  dt  dt 


[§  113,  Gl.  (13b.)] 


143.)    Gleichung  der  Normalebene 

(^'  —  x)dx-\'  (y'  —  y)dy\  (z'  —  z)dz  =  0, 
oder 

{F^G^-F^G,){x^-x)  +  {F,Gi  -^ F,Gz)(y' —  y) 

+  {F,G^  —  F^G,){z*  —  z)  =  0. 

[§  113,  Gl.  (16.)  lind  (16a.); 
143  a.)    Gleichung  der  Normalebene 

(.■-«)i+(,'-,)i+(«'-«)j=«. 

t§  113,  Gl.  (16b.)] 
144.)    Die  Gerade 

x*  —  x  —  m{z'  —  z\    y*~-y:=zn{z*~z) 
ist  eine  Tangente  der  Fläche 
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F(x,y,z)  =  0,    oder    z^f{x,y\ 
wenn 

Fx'm  +  J^^w  +  -Fs  =  0,    oder  ,  m^  ^n-J-  —  1  =  0, 

[§  116,  Gl.  (10.)  und  (14.)] 
145.)    Die  Tangentialebene  der  Fläche 

F(xjy,z)  =  0,    oder    z=f(x,y) 
hat  die  Gleichung 

F,(x'  —  x)  +  F^{y*  —  y)  +  F^{z*  —  z)  =  0, 
oder 

[§  115,  Gl  (18.),  (18a.)  und  (26.)] 
146.)    Die  Enveloppe  (Umhüllungscurve)  der  Curvenschaar 

F{x,y,u)  =  Q 
erhalt  man  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen 

F{x,y,u)  =  0    und     -^%f^  =  0.  [§  117.] 

147.)    Hat  die  Curve  F{xy  y)  =  0  im  Punkte  D  mit  den  Coor- 
dinaten  x^  y  einen  Doppelpunkt^  so  müssen  die  drei  Gleichungen 

F{x,y)  =  0,     F,{x,y)  =  0,     F^{x,y)  =  0 
gleichzeitig. befriedigt  werden.    Die  beiden  zugehörigen  Werthe 

von  -^  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

=--■■2+ «.(2)=».  --  (f+i"IT'=«. 


oder 


dy  ^  —  J'udzyjTi*— j-u-Fm  . 
dx  Fii 


und  darauf  die  zugehörigen  Werthe  von  ,^  aus  der  Gleichung 

(dF     dF  dy\»         /  d^F        d^  dy\  d^ 
\dx  "•"  dy  dx)  "^    \dxdy  "^  öy«  dxj'dx" 

[§  119,  Gl.  (7.),  (8.)  und  (8a);  §  120,  Gl,  (Ua.)] 
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148.)  Hat  die  Curve  F{xj  y)  =  0  im  Punkte  D  mit  den  Cooixlina- 
ten  a:,  y  einen  dreifachen  Punkt,  so  müssen  die  sechs  Gleichungen 

gleichzeitig  befriedigt  werden.  Die  di-ei  zugehörigen  Werthe 
von  ~-  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 

149.)  Hat  die  Curve  F{x^  y)  =  0  im  Punkt  D  mit  den  Coor- 
dinaten  x^  y  eine  Spitze  (einen  Rückkehrpunkt)  ^  so  müssen  die 
vier  Gleichungen 

i^(^,y)  =  0,  F,(rr,y)  =  0,  FjC^,  y)  =  0,  und  Fis*  —  ^ni^M  =  0 
gleichzeitig  befriedigt  werden.  [§  i"^^»  öL  (2.); 

150.)  /(.+*,  ,+*)=/(., ,)  +  (|4+|i)+  ,',(|*+|*)'" 

wo 

^^        1       /dfix+Gh,y  +  Ok)^      dfix+_&h,y+&k)^Y'^'> 
(n+  1)!\  Ö2r  '^  '  dy  ) 

=  1  r/^/(a^+^i^,y+Qi^)^      df{x+Q,h,y+e,k)  ^\-^ 
n\\\  dx  öy  / 

[§  128,  Gl.  (8a.),  (9a)  und  (lOa,)] 
151.)  «=/(a-i,ar2,  ...a:«) 

heisst  eine  „homoyene  Function  m*^'*  Grades^,  wenn 

f{txi ,  ^a:2, . . .  ten)  =  <"/(ari ,  arj, . . .  a;«); 
dann  wird 


dz  dz  dz 

dz    ,      dz    ,  ,       Ö2\(''» 


(    oz  ^      dz   ,        ^      özY^       .        ,. 

[§  124,  Gl.  (2),  (10.)  und  (U.)) 
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152.)     z^f{x,y)  wird  ein  Mi7iimum,  wenn 

/i(^,y)  =  0,    f,{x,y)  =  0,    fn>0,    /u/22 -/,2*  >  0 ; 
zr=,f{pc^y)  wird  ein  Maximum^  wenn 

/i(^,y)  =  o,  /2(^,y)  =  o,  /h<o,  /,/2,_/22>o; 
2  =/(j:,  y)  wird  dagegen  tc^c/^r  ein  Maximum  »ocA  ein  Minimum, 
wenn  zwar 

/i  (^,y)  =  0,  Mx,  y)  =  0,     aber    /„/a  — /s^  <  0. 

[§  125,  Gl.  (60.)  bis  (67.)] 
153.)     u=f{xyy^z)  wird  ein  Minimum,  wenn 

/i  (^j  y?  ^)  =  0,    /2  (a:,  y,  z)  =  0,    /  (r,  y,  2:)  =  0, 
und  wenn 

/11/12  !  fufnfiz  I 

A  =/ii  >  0,  Jh  =  \,  \.    i  >  0,  Z>3  =     /21/22/3  !  >  0; 
/21/22  1  r    ^    r     \ 

, ./ 31/32/33  I 

?/  =f{jr^y^z)  wird  ein  Maximum^  wenn 

/i  (^,  y,  -)  =  0,    /a  (3:,  y,  2)  =  0,    /a  (a;,  y,  z)  =  0, 
und  wenn 

1)^  <  0,     A  >  0,      A  <  0.   [§  127,  Gl.  (3.),  (ö.),  (18.)  und  (19.)] 
154.)     2^=/(:ri,  3*2, . .  .a:„)  wird  ein  Minimum,  wenn 
/i  (^1,^2, .  ■  .  ^«)  =  0,  /  {xx,X2, .  .  .  a:«)  =  0,  .  .  ./„  (ar,,  arg, .  .  .  Xn)  ="  0, 
und  wenn 

/>i  >  0,     7^2  >  0,    2>3  >  0, . . .  A.  >  0, 

wobei 

j  /11/12  •  •  ./lo   ' 

r)    !  ./2iy22  •  .  ./2a  I  . 

Ja\Ja%  •  •  'Jaa   \ 

u  =/(a:i,  a-2, . . .  Tn)  wird  ein  Maximum^  wenn  wieder 
/,(ari,a:2, .  .  .  rrn)  =  0,  /2  (a:,,^:?,  .  .  .  a-n)  =  0,  .  .  ./n(a:i,a-2,  .  .  .  arn)  =  0, 

und  wenn 

Dir-i  <  0,    Ar  >  0    für    r  =  1,  2,  •  •  •  ^  oder  '-^^^  •       [§  127.] 

155.)     (a  +  hi)  +  (c  +  c/t)  =  (a  +  c)  +  (Ä  +  c?)«.     [§  131,  Gl.  (2.)] 
156.)     (a  +  it)  -  -  (c  +  Ä)  =  (a  —  c)  +  (6  —  c?)t.     [§  131,  Gl.  (3.)] 

Kiepert,  Differential-Rcchnunff.  42 
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157.)  (a  +  bi)  (c  +  di)  =  {ac—bd)  +  (ad+bc)u  [§  131,  Gl.  (4.)] 

158.)  (a  +  6t)  (a  —  bi)  =  a^  +  b^,  [§  131,  Gl.  (5.)] 

159.)  N{a  +  bt)  =  N{a  —  bi)  =  a^  +  b\              '  [§  131,  Gl  (S,)] 

160.)  1  a  +  Ät  I  =  ,  ö  —  it ,  —  +  ya^'+  i^-  [§  131,  Gl.  ^9)1 

161.)     ^x=TXT2-  [§  131,  Gl.  (10.)] 

'^     a  +  bt       a^  +  ö^ 

c  -X-  di      CLC  4-  bd      ad  —  bc  • 
162.)     1^.  =  ^^—^,  +  ;,,-,    .2  '■  [§  131,  Gl.  (ll.)l 

'     a-\-  bt       a^  +  b^       a'  +  b' 

163.)    (a  +  Ö0"=  [«"  -  (2)  «"-'*'+  (4  )«""■'  6*  —  +  •  •  •  ] 

[§  131.  Gl.  (12.1. 
164.)  a  +  Jf  =  r(cos^  +  tsiny), 

wobei 

r=+Va2+~Ä'2,    cosy=^,    siny  =  -- 

[§  132,  Gl.  (5.),  (6.)  und  (7.)i 

165.)    r,(cosr/)i  +  tsinr/^i) .  r2(cosy2  +  «siny2)  = 

rir2[cos(yi  +  ^2)  +  «sin(yi  +  92)].  [§  132,  Gl.  (8.)] 

166.)    [r(cos^  +  isiny)]*»  =  r*»[cos(«y)  +  «sin  («9))]. 

[§  132,  Gl.  (lO.V 

167.)     COS  (m/)  =  cos*»y  —  (2)  cos"~V sinV 

+  CV\ cos*»-*y  sinV 1-    *  •? 

sin  («y)  =  (  ?  )  cos"-*  f/^  siny  — f  ^  jcos"-*y  sin*<jp  H . 

[§  132,  Gl.  (11)  und  (12.)] 
168.)    !-l.[<=«s^._t4sm^.)  ^  r.  _        ^  .^.^^     _    ^^-, 

^     r2(C0Sy2  +  *Siny2)       ra'-         "^ 

[§  132,  GL  (13  r 

169.)   -y^T^coiH^isin^)  =  T^^^f^ös^^-^^^^-^)^ 

wobei  Ä  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  [§  132,  Gl.  (16.  i: 
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170.)    Ist  f{z)  =/(^  +  y^)  =  «^  +  ^i  eine  Function   der   com- 
plexen  Veränderlichen  x  +  yt,  so  wird 

171.)    e^^  =  cosy  +  tsiny ,     e-^  =  cosy  —  isiny. 

[§  137.  GL  (6.)  und  (7.)] 

172.)  cosy  =  —\-     »     siny  =    -^t'-  "  '  t§  ^^^'  ^^-  ^^'^l 

173.)   ^+y»  =  ö'(cosy  +  isiny).  l§  1^'^»  ^^-  C^-)' 

174.)  <?'*"*  =  1,  wenn  A  eine  ganze  Zahl  ist.  [§  IS*?,  Gl.  (16.)] 
175.)  e«+2AÄ.-  — .g«^  ^enn  A  eine  ganze  Zahl  ist.  [§  137,  Gl.  (17.)] 
176.)  2«'*(cosy7'*  = 

2cos(2»y)  +  Q'*)2cos(2»  —  2)y  +  (  2'')2C0s(2w.  —  4)f/>  + 

•  •  •  +  {n^  J2C0S(29))  +  (^^^)  •       [§  137,  Gl.  (20.)] 
177.)  22-+»(coS9?)«"+*  = 

2cos(2/*  +  l)tp  +  (^"^  ^  ^)  2  <^os(2/»  —  l)y  + 

...  +  f;+/)2cos(3<,)  +  ('"  +  ')2cos^. 

[§  137,  GL  (21.)] 
178.)  (—  1)"  2*»  (sin  (ff''  = 

2  C03(27»y)  —  (^j'*)  2  cos(2»  —  2)9)  +  (^2")  2  cos(2n  —  4)y  —  + 

•  .  .  +  (— 1)«-'(^^  j2cos(2y.)  +  (— 1)"Q  •     [§  137.  Gl.  (22.)] 
179.)  (— 1)»2'»+'  (siiiy)*"+*  = 

2sin(2«  +  i)(p  —  (     ^  ^)2 sin(2«  —  l)y  H 

..•  +(-1)— (^"+/)2sin(3y)  +  (-l)''(^"+  ^)2sm9'. 

[§  137,  Gl.  (23.)] 
180.)    Aus  der  Gleichung 

«»+»•■  =  u  +  vi    folgt    1(m  +  f«)  =  a;  +  y«  +  2h7ii. 


660  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln. 

Dabei  ist  h  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  unri 
^  =  ^l(w2  +  i;2),    i/  =  arctg(^^), 


und  zwar  ist 

0<y<'T-    für    2^>0,     ü>0, 

7r<y<—      „       M<0,     i;<0, 

—  <y<27r     „       tt>0,     t;<0. 

[§  138,  Gl.  (1.),  (3.)  und  (6  )' 
181.)     1(—  1)  =  (2/*  +  l)7rt.  l§  130,  GL  (8.,] 

,  182.)     1^^  ^  ^  J  =  2earctgf/).  [g  139,  GL  (4.);- 


Dpuekfehler. 

Seite  59,  Zeile  11  v.  u.  fehlt  y\\  vor  dem  Worte  ebenfalls, 
,.     63,    ,.       9  V.  u.  lies 'ifc4^^-^  statt 

mim  —  l)(m — 2    , 
,.     77,    „       3  V.  «.    „   fi^+^m  statt 

Jx 
„    137,     ,,      15  v.  u.     „     l  +  \  statt  1  =  {, 

„    207,     ..       12  v.  0.     „        j^ün  statt  y«*, 
„    468,     „         1  V.  U.     „      a„r        „      a"^ 

Gcbauer-Schwetechke'sche  Kuchdi-uckerei  in  Halle  (ßaalei. 


